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J..=-4 -9» 175 J 

tedy: 

a = V'p=ffVl'= a 4 4 7 2 1 3 » 
b = YJ)- = ^V'Ílb' = 0 - 2 6 1 8 6 1 *-*) 

O rovinných racionálních křivkách třetího stupně. 
(Podává Dr. Emil Weyr.) 

(Pokračování.) 

Podmínku, kterou jsme pro tři na téže přímce ležící body 
racionální křivky třetího stupně na analytickém základě byli 
vyvinuli, může se též ryze geometricky odůvodniti a to spůso-
bem následujícím. Budiž O2 (obr. 17.) naše křivka a d jejím 
bodem dvojným. Na křivce vytkněme sobě libovolný bod v co 
vrchol svazku paprskového. Každý paprsek X tohoto svazku 
protne křivku ještě v dalších dvou bodech xY, #2, poněvadž 
křivka naše co čára 3. stupně s každou přímkou tři společné 
body míti musí. Body x{ x2 určují s bodem č dva paprsky fex, 
óx2 aneb kratčeji X1? X2. Naopak protíná každý, bodem ď pro
cházející paprsek Xx křivku O3 J e n ještě v jediném bodě #, 
který s bodem v úplně určuje paprsek vxL neb X. Takto od
povídá každému paprsku (jako X t) svazku d jen jediný paprsek 
(X) svazku v, ale naopak každému paprsku (X) svazku v od
povídají dva paprsky (XL XJ svazku á. Dva takové paprsky 

*) Srovnej: Die graphische Statik von K. Culmann". §§. 61. a 69. 
Dále: „Handbuch der rationellen imd technischen Mechanik von 

G. Decher". Díl druhý, §§. 421 - 425. 
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jako X a Xx neb X a X2 nazýváme sobě příslušnými paprsky. 
Takové dva svazky nazýváme „dva svazky jedno-dvou-členné" 
(ein-zweideutig), svazek d jest dvoučlenný a svazek v jest jedno
členný. *) 

(Všeobecněji: Máme-li dva prvořadé útvary Uvn Un (svazky 
neb řady bodové) v takové geometrické souvislosti, že každému 
prvku útvaru Um odpovídá n prvků útvaru Un\ a naopak kaž
dému prvku útyaru Un m prvků útvaru Umi tu nazýváme tyto 
dva útvary útvary „m-n-členné"; a tudíž nazýváme Um útvarem 
m-členným (dvou, tří, čtyř, pětičlenným a t. d.) a útvar Un 

n-členným. **) 
Určujeme-li paprsek X svazku jednočlenného pomocí kara-

kteristického poměru x vzhledem k libovolným dvěma základním 
paprskům svazku v, a obdobně příslušný paprsek (XL neb X2) 
ve svazku ď pomocí karakteristického poměru | vzhledem ku 
dvěma libovolným základním paprskům tohoto svazku, pak musí 
mezi parametry x, | sobě příslušných dvou paprsků platiti rov
nice: 

.F (*,*) = 0, 
z které pro každé x plynou dvě hodnoty | . | 2 , ale naopak pro 
každé | jen jediná hodnota x. Jinými slovy: rovnice musí býti 
lineární co do x a kvadratická co do f, tedy všeobecně tvaru: 

x(ať + bŠ + c) + (aP + PŠ + y) = Oi) (6) 
a, 6, c, a, /}, y jsou ještě pouze na křivce <73 a na poloze vr
chole v a na základních paprscích závisící stálé veličiny. 

Libovolnému paprsku dvoučlenného svazku ď, jehož kara-
kteristický poměr nechť jest | , odpovídá v jednočlenném svazku 
paprsek, pro jehož karakteristický poměr x z rovnice (6) plyne: 

X~ aP+bt + c ' 
naopak obdržíme dle (6) poměry paprsků Xx X2 dvoučlenného, 

*) Viz: Theorie der mehrdeutigen Elementargebilde*... B. G. Teubner, 
Leipzig 1869. 

**) Viz: Die Erzeugung algebraischer Curven durch mehrdeutige Ele-
mentargebilde"; v aktách kr. č. učené společnosti str. 4. Praha 1870. 

+) Kdyby rovnice F(x7g) = 0 byla co do x stupně wi-tého a co do | 
stupně n-tého, pak by svazek v byl m-členným a svazek d n-členným 
svazkem. Oba by pak byly dva w-n-členné svazky. 
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svazku d, které odpovídají libovolnému paprsku X svazku v 
z kvadratické rovnice: 

£*(ax + a) + £(1>x + P)+(cx + r)=Oi 

z kteréž plyne: 
_ (6a + 0) ± \f ~(b ~x-j^pjrziT~(ax + a) (cx + 7 ) 

*— "~ "' " " ' """ 2(ax + a) 
Kdežto každému paprsku svazku ó vždy reálný paprsek 

svazku v odpovídá (poněvadž hodnota x pro každé reálné | jest 
též reálná), budou paprsky Xl X.z odpovídající paprsku X reálné 
neb pomyslné dle toho, je-li 

(h x + fi)2 — 4 (a x + a) (c x + y) 5 :0 
Z předcházející úvahy algebrické plyne ten geometrický vý
sledek: kdežto každá bodem dvojným ů proložená přímka křivku 
(73 v reálném bodě protíná, protne bodem v procházející přímka 
křivku C3 v dvou reálných neb pomyslných bodech dle toho, 
platí-li první neb druhá z posledních dvou nerovností. 

Jest-li tudíž právě: 
(b x + /3)2 — 4 (a x + a) (c x + y) = O, 

pak přímka X protíná v dvou splývajících bodech křivku C3 

t. j . paprsek X bude tečnou křivky (73. Jelikož poslední rov
nice, z které plynou parametry bodem v procházejících tečen 
(od tečny křivky v bodu v různých), jest stupně druhého, tu 
soudíme, že každým bodem v křivky C3 prochází dvé bud! reál
ných aneb pomyslných tečen této křivky (dotýkajících se v bodech 
od bodu v různých). Tyto dvě tečny nazýváme hlavními pa
prsky jednočlenného svazku v. (Verzweigungsstrahlen des ein~ 
deutigen Bůschels.) Označíme je písmenami II R\ Poněvadž 
každý z hlavních paprsků protíná křivku v dvou splývajících 
bodech, tu mu příslušejí patrně dva splývající paprsky dvou
členného svazku; tyto paprsky nazýváme dvojnými paprsky 
(Doppelstrahlen) dvoučlenného svazku, a označíme je písmenami 
# m H\2. Jsou-li kořeny poslední kvadratické rovnice pomy
slné pak nemění ve výrazu pro | pod odmocninou se nalézající 
funkce nikdy znaménko a z toho soudíme, že pro tento případ 
(a pro reálnou křivku C3) každá bodem v procházející přímka 
protne křivku v reálných bodech. Pro reálné kořeny kvadra
tické rovnice oddělují tyto celou nekonečnou řadu hodnot x na 
dvě části; pro hodnoty jedné z obou bude £ reálné, pro hodnoty 
druhé pak (sdružené) pomyslné. Tedy: 8* 
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„ProcházejMi bodem v dvě reálné tečny H, H' ku křivce 
Cg, oddělují tyto celý svazek v na dvě vrcholové části; pa
prsky jedné vrcholové části protínají, a paprsky druhé nepro-
tínají křivku v reálných bodech. Jsou-li bodem v procházející 
tečny pomyslné, pak protíná každá bodem v procházející příčka 
křivku v reálných bodech." Bodem v procházející tečny i7, H' 
dotýkají se křivky Č73 v bodech /&l5}, A'12, které s bodem ď spo
jeny určují dvojné paprsky JEf12, H\2 dvoučlenného svazku. Ve-
zmeme-li tyto dva paprsky za paprsky základní v dvoučlenném 
svazku (posud jsme nechali základní paprsky neurčité), tu jim 
pak přísluší co parametry O a QO a parametry hlavních paprsků 
li, H' plynou tedy z rovnice: 

X — — 

a + -г + - y 

a| 2 + 6£ + c 

pro x = O ax = oo. Tím obdržíme pro hlavní paprsky H a H': 

x = — x' = (oo) 
c . a K 

Tyto dvě hodnoty musí tudíž pro tento případ býti kořeny kva
dratické rovnice: 
aneb: (bx -f- /?)2 - 4 ( a a j + a) (co? + y) = O 

o;2 (b2 — 4 a c) + 2 * [6 /J — 2 (a y + c a)] + [0* — 4 a y] = O 
t. j . musí býti (dle známých vlastností kořenů a činitelů) 

a y b/9 — 2(ay-\- ca) 
a c b2 — 4ac 

ay /92 — 4 a y 
ac b2 — áac 

aneb co jest totéž: 
(b2 — 2ac)(ac-\-ya) — abc(2 = 0, (co') 

b2ay — fi2aczz0 
a vložíme-li z této rovnice plynoucí hodnotu pro ac do rovnice 
předcházející, obdržíme snadně: 

(fi2— 2 ay)(ac + y a) = afiyb. (oo11) 
Nyní předpokládejme dále, že v jednočlenném svazku v 

jsou základními paprsky hlavní paprsky H' .H, tak že jím pří
sluší karakteristické poměry oo a 0. Dle vzorců (co) musí tedy býti 

c — O, a = O, 
aniž by však současně y neb a se nulle rovnalo. 



117 

Rovnice (co') přejde tím v následující 
b2y a=0 

a rovnice (co") 
pya = 0, 

a poněvadž ya jest od nully rozdílná hodnota, musí býti: 
b = O, /J = O 

Máme tudíž pro případ, že použijeme dvojných paprsků 
H12 H12 a hlavních paprsků H' H v obou svazcích za paprsky 
základní, současně 

a = 0, (1 = 0, 6 = 0, c = 0 
tak že rovnice mezi x a £ platící zní: 

a x | 2 -f- ;•' = O 
v 

aneb položíme-li — = l a 
« | a = A * ) (7) 

Jelikož z této rovnice plyne 

•=±V? 
shledáváme, že karakteristické poměry paprsků dvoučlenného 
svazku, které odpovídají témuž paprsku svazku jednočlenného, 
pouze znaménkem se liší, tak že tedy takové dva paprsky har
monicky oddělují paprsky základní.**) Z toho plyne věta: „Pa
prsky odpovídající libovolnému paprsku jednočlenného svazku 
oddělují harmonicky paprsky dvojné ve svazku dvoučlenném." 

Protíná-li tedy libovolná bodem v procházející přímka X 
naši křivku v bodech x1 x2, a určují-li tyto s bodem á paprsky 
XY X2, pak tyto dva paprsky oddělují harmonicky paprsky 
H12 H'12, které spojují bod d s body styku obou bodem v pro-
házejících tečen (H H4) křivky Č73. Všecky páry paprsků Xl 

X2 tvoří tedy involuci, pro kterou HL2 H\2 jsou paprsky 
dvojnými. Máme tedy následující věty: „Veškeré páry paprsků 
svazku d tvoří involuci, která má za dvojné paprsky dvojné paprsky 

*) Tato rovnice platí patrně zcela všeobecně mezi parametry sobě pří
slušných elementů dvou jedno- dvou-členných útvarů prvořadých, 
zvolíme-li dvojné elementy dvojčlenného a v opačném pak pořádku 
hlavní elementy jednočlenného útvaru za prvky základní. Viz: Geo-
metrische Mittheilungen I. v zasedacích zprávách cis. akademie věd 
ve Vídni, dne 12. května 1870. 

**) Viz: Základové vyšší geometrie str. 13. 
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svazku dvoučlenného." *) „Prokládáme-li pevným bodem v ra-
rionální křivky třetího stupně příčky, a spojíme-li vždy další 
dva průseky těchto příček a křivky s bodem dvojným, obdržíme 
involuci paprskovou, pro kterouž dvojnými paprsky jsou přímky 
spojující dvojný bod s body styku obou bodem v proložených 

• ku křivce tečen." 
Tuto involuci nazveme „bodu v co středu příslušnou involuci." 
Tato involuce jest se svazkem v v tom vzájemném vztahu, 

že každému paprsku X svazku v odpovídá jeden pár paprsků 
XL X2 involuce á a naopak, každému páru involuce jediný 
paprsek svazku v. Proto pravíme, že svazek v jest s involuci 
ů promětným. 

Prochází-li paprsek X bodem ď aneb aspoň nekonečně 
blízko kolem tohoto bodu, tu protne křivku C3 v dvou bodech 
xL x% bodu dvojnému ó nekonečně blízkých, tak že paprsky 
dxL, dx2 budou tečnami křivky Cz v bodě dvojném; tečny ty 
označíme písmenami TL T2. A tu shledáváme dle dřívějšího, že 
tvoří též pár paprsků involuce ď, totiž onen pár, který pří
sluší paprsku vS svazku jednočlenného bodem ů procházejícímu 
Tento, oběma svazkům společný paprsek Sv můžeme též ku 
svazku dvoučlennému přičítati a tu nastává otázka, který paprsek 
odpovídá mu ve svazku jednočlenném? Co odpověď na tuto 
otázku shledáme, že „oběma svazkům společnému paprsku od
povídá v jednočlenném svazku paprsek, dotýkající se ve vrcholí 
v křivky C3". Neb vskutku otáčíme-li paprsek XL tak kolem 
ď, až splyne s paprskem dv, tu přejde bod xx v polohu bodu 
v nekonečně blízkou, tak že v skutku příslušný paprsek vxL 

co přímka dva nekonečně blízké body spojující, bude tečnou 
křivky G, v bodě v. Paprsku oběma svazkům společnému od
povídají tudíž dle toho, čítáme-li jej k jednočlennému aneb 
k dvoučlennému svazku, bud tečny dvojného bodu d aneb tečna 
vrchole jednočlenného svazku. Mění-li se bod v na křivce C3, 
tu obdržíme pro každou polohu tohoto bodu jinou involuci na 
dvojném bodě ď, avšak všecky tyto involuce mají tečny TL T2 

bodu dvojného za společný pár paprsků sobě příslušných. 
Jelikož však dvojné paprsky HL2 H\2 každé takové invo

luce harmonicky oddělují sobě příslušné pevné a všem invo-

*) Totéž platí o jedno-dvou-členných útvarech vůbec. 
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íucím společné paprsky Tx Ť2, soudíme z toho, že dvojné pa
prsky všech řečených involucí tvoří opět involuci, pro kterouž 
tečny 3\ T2 bodu dvojného jsou paprsky dvojnými. 

Jinými slovy: 
Sestrojíme-li s každého bodu v křivky <73 k této křivce 

tečny E Eé a spojíme-li jich body styku h12 h\2 s bodem 
dvojným d, obdržíme dva paprsky E12 E\% příslušné involuci, 
pro kterou tečny Tx T2 bodu dvojného jsou paprsky dvojnými. 
Spojíme-li při této konstrukci každý bod v naší křivky s dvoj
ným bodem d paprskem óv aneb F, tu můžeme paprsky El2 

E\2 považovati za paprsky paprsku V příslušné a naopak. 
Takto obdržíme dva koncentrické svazky (společného vrchole 
ď), jeden pozůstávající z jednotlivých paprsků V a druhý pak 
z párů E12 E\2 involuce dříve určené; o těchto svazcích snadno 
se přesvědčíme, že jsou jedno-dvou-členné. Neb v skutku pří
sluší každému paprsku V pár paprsků jf?12 íř'1 2, které obdr
žíme, proložíme-li průsekem v křivky (73 a paprsku V ku křivce 
tečny E E4 a spojíme-li jich body styku hl2 hé

í2 s bodem d; 
naopak přísluší každému paprsku EL2 svazku druhého jen je
diný paprsek V svazku prvního, který obdržíme, spojíme-li d 
s průsekem v křivky a tečny té křivky v onom bodě &12, v kterém 
El2 křivku protíná. Patrně jest v tangenciálním bodem bodu 
h]2 (a taktéž bodu 7&'12). Pro dvoučlenný svazek jsou dle dří
vějšího tečny TL T2 bodu dvojného ů (co dvojné paprsky invo -
luče párů .ff12 Jí'1 2) paprsky dvojnými. Tytéž dvě tečny má 
však (v opačném pořádku) jednočlenný svazek za paprsky hlavní. 
Neb splyne-li V s tečnou Tx na příklad, tu bod v jest bodu 
ů nekonečně blízký na Tx ležící bod; sbodu toho ku křivce 
proložené tečny E EJ dotýkají se v dvou bodu á na druhé 
větvi (tečny T2 se dotýkající) nekonečně blízkých bodech h1% 

A'12, tak že paprsky E12 E\2 splývají s tečnou T 8; tato tečna 
T2 odpovídá tudíž co dvojný paprsek tečně Tx co paprsku 
svazku jednočlenného. Tečna Tx jest tudíž hlavním paprskem 
svazku jednočlenného. Obdobně jest T2 druhým hlavním paprskem, 
kterému odpovídá dvojný paprsek Tx. Zavedeme-li tedy pro 
oba svazky Tx T2 co paprsky základní, pak odpovídati budou 
parametrům (karakteristickým poměrům) O o> hlavních paprsků 
Tx T2 parametry oo, O příslušných dvojných paprsků T2 lx 
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a platí tedy pro karakteristické poměr dvou sobě příslušných pa
prsků obou jednodvoučlenných koncentrických svazků rovnice (7): 

x? = K 
při čemž tedy x jest karakteristický poměr paprsku V neb ův 
a db I karakteristické poměry obou příslušných paprsků ďA12, 
dh\2 neb Hl2 R\2. Připomeňme si, že dle dřívějšího (viz 
1. sešit str. 32.) můžeme x a | považovati za parametry bodů 
v a h121 tak že poslední rovnice nám představuje též vztah 
mezi parametry libovolného bodu hí2 a příslušného bodu tan
genciálního v. Tím obdrželi jsme nám již známou rovnicí, vy
skytující se ve formě 

ux u1 = K 
na 34. stránce 1. sešitu. Tím současně zbudovali jsme si zde 
znova a to ryze geometrickými úvahami (bez analytické geo
metrie) základ k celé v prvním sešitu obsažené theorii. Vrátí-
me-li se tedy k dřívějšímu označení, t. j . píšeme-li uY u a K 
místo x | a A, zní rovnice (7): 

uL*u = K, (7') 
z které opět plynou všecky ty konsekvence, jak jsme si je 
vyvinuli v 1. sešitu. Nyní ukážeme, jak lze z této rovnice (7') 
vyvinouti podmínku pro tři body křivky C3 na téže přímce se 
nalézající. Prokládáme-li libovolným pevným bodem u3 *) naší 
křivky C3 paprsky Z7, tu protínají tyto křivku v dalších dvou 
bodech % w2, které s bodem ó spojeny určují involuci paprs
kovou, v kteréž dle dřívějšího též paprsky T± T2 pár přísluš
ných paprsků představují. Mezi parametry % u2 sobě přísluš
ných paprsků stává, jak známo (a jak z výměnlivosti v invo
luci vždy platné ihned plyne), rovnice prvního stupně symme-
trická t. j . tvaru: 

% u2 -f- A (wL -[- u2) + B =z O, 
z které plyne na př. 

B -f- A u2 Ul~~'A+u^' 
Poněvadž však Tx T2 sobě přísluší a mají parametry O 

a co, musí pro u2 = O býti uL = oo t. j . A = O; pak již samo 

*) Nyní opět nazveme jednoduše body křivky C3 jako jim příslušné 
parametry. 
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sebou pro u2 = oo bude ux = 0. Rovnice involuce v našem pří
padě zní tedy : 

uv u2 + B = O 
aneb ux u2 = — B. 

Stane-li se paprsek uxu2 t. j . V tečnou křivky v bode 
w3, tu pak jeden bod na př. w, splyne s % a druhý u2 stane 
s bodem tangenciálním bodu w3? tedy bude: 

jf 
u1 = uz&u2= — ^ , (dle 7') 

tak že máme 
K 

M l M î = M 3 ^ - = -

z čehož jde 

-в=*-
u3 

a rovnice involuce zní tedy 

-л, 

K 
м i м . = — ' щ 

z čehožjde 
uL u2 U3 ZZ i ř 

co podmínka, by body w2 M2 se nalézaly s bodem u3 na téže 
přímce aneb jinými slovy, by tři body ux u2 w3 naší křivky na 
přímce se nalézaly. 

Tím konečně opět dospěli jsme k té užitečné základní 
rovnici, z které jsme již v prvním sešitu některé zajímavé theo-
remy vyvinuli a kterou v příštích úvahách zvšeobecniti a na 
složitější věty a problémy upotřebiti hodláme. 

(Pokračování.) 
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