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O SKUPINÁCH PLOCH,KTERÉ MAJÍ SPOLEČNÉ 
CHARAKTERISTICKÉ VLASTNOSTI. 

Dr FRANTIŠEK KADEŘÁVEK, Praha. 

V technické praxi při stavbách velikých prostorných síní používá 
se jako stavebního prvku části hyperbolického paraboloidu, omezeného 
dvěma k hlavní rovině souměrnými parabolickými řezy a hyperbolic
kým řezem, kolmým k ixse (obr. I). Tato hyperbola je křivočarou patkou 
použité skořepinové klenby, což je pro konstrukci málo výhodné. Proto 
projevila se snaha, nahraditi uvažovaný hyperbolický paraboloid plo
chou, která by podržela v jedné rovině hlavní parabolu, v rovinách 
rovnoběžných s druhou rovinou hlavní rovněž vesměs paraboly, které by 
se připínaly nikoliv na hyperbolickou patku, ale na dvě rovnoběžné přím
ky. Takto stanovená plocha je jednou ze skupiny ploch, které mají 
řadu společných vlastností a které budeme v dalším vyšetřovati. 

Obr. I. Obr. 1. 

Vytkněme (obr. 1) v rovině yz ==/* kuželosečku fe, která má jednu 
•voji osu délky 26 v ose z a druhou osu délky 2a ve vzdálenosti c od 
psy pl dále si zvolme v n SE xy dvě přímky u, v rovnoběžné s osou y 
a vzdálené od y o délku + d resp. —d. Tím je určena řada kuželoseček, 
které jsou položeny v rovinách rovnoběžných s v, mají dva své vrcholy 
v přímkách w, v a další vrchol na kuželosečce k. Všechny tyto kuželo* 
sečky vyplňují určitou plochu ě, na níž vždy dvě kuželosečky, na pf. 
m a n mající vrcholy v Jf a N jsou afinní a položené v rovnoběžnýnh 
rovinách, proto jsou položeny na konoidu, který niá rovinu j ^ s s pt, jsa 
řídící rovinu a jehož řídící přímka, rovnoběžná s osou x% je položeni! 
v n* To platí*i pro dvě souaiezné kuželosečky plochy« Je z toho patra®, 
i© plochy sM podél Ubovolné kuželosečky položené v robině rovnoběžné 
* y dotýká plocha koíioídu o řídící rovině fi 4. Mdíel přfnpe p^íoleal 
Th & rovnoběiaéi ©sou m. Pro kuželosečku m jřešei tečný konoid ir ro
vinu; tn je kráterovou křivkou plochy. Pro kuželosečku }> přešel té&ý 



konoid v plochu válcovou o přímkách rovnoběžných s osou y. Protože 
v afinních kuželosečkách m, n, p,... je poměr MMX: M'MÍ -== NNt: 
: F N i ' = . . . stálý, protínají přímky MM', NN', PP',... určitou 
s osou y rovnoběžnou přímku, položenou v n. Z toho je zřejmo, že i kte
rékoliv dvě křivky plochy e v rovinách rovnoběžných á fi spočívají na 
Monoidu, jsou proto afinní ke kuželosečce k, v daném případě jsou to 
tedy kuželosečky. Podél každé z těchto křivek, mezi něž patří kuželosečka 
k a obě úsečky v přímkách u a v, se plochy e rovněž dotýká plocha 
konoidu o řídící rovině v a řídící přímce rovnoběžné s y a položené 
v n. Tento konoid přechází jen pro křivku k v plochu válcovou o povrcho
vých přímkách rovnoběžných s osou x. Pro přímky u, v přechází v ro
viny rovnoběžné s /x. Oba pláště plochy přicházející s jedné i druhé 
strany kuželosečky k k úsečce KK" připomínají břit sekery či spíše 
klínu a proto můžeme plochy této skupiny označiti názvem plochy klí
nové (euneoidy —- od euneus == klín) nebo plochy sfenoidické (od 6 6q)t)v — 
%á 6<pr]vo£ióf)$ = řecky klín, klínový). Obě části plochy, vyplněné body 
eliptického a hyperbolického zakřivení jsou od sebe odděleny krátero
vými kuželosečkami ma,q. Je-li c — 6 = 0, přejde kuželosečka stanovená 
bodem E kuželosečky k v osu a: a plocha e se podél x dotkne roviny n. 
Protne-li k osu y v reálných bodech, bude e obsahovati další dvě dvojné 
přímky v TI, rovnoběžné s x, podél nichž se dotknou konoidy o povrcho
vých přímkách rovnoběžných s /£. Bude-li konečně c = 0, přejde e do 
plochy r}, zachovávající všechny dosavad uvedené vlastnosti, které 
jsou rozšířením vlastností ploch posuvných o rovinných křivkách, 
tvořící a řídicí, a kde místo tečných konoidů byly pouze tečné plochy 
válcové. Plocha a a stejně i rj mají v rovinách n, v, [i roviny kolmé 
souměrnosti, y osách x, y, z své osy kolmé souměrnosti a jsoij tedy stře-. 
doyě souměrně podle O. (Afinní transformací se uvedené vlastnosti 
nemění, pouze kolmá souměrnost přechází v souměrnost šikmou.) 

ZvoMme-M křivku k pro plochu rj kruhovou, je rovnice plochy r\ ss 
==. gfiý* f f f a : ?%(áfi +'#•.+" **)* kdežto plocha H?, která je dána kuželo
sečkou k tak, že tato je rovnoosou hyperbolou o hlavní ose kolmé k n, 
Je určena rovnicí a%a.—- r* = r 3 ^ 2 — a$ —- z2) == 1rj. Plocha r\ má kromě 
dvojnýchpřímek uav ještě další dvě, které uvedené doplňují na čtverec 
o #tředu O. Plochu rj nebo k ní podle roviny v kolmo afinní můžeme 
použíti jako plochy klenební nad čtvercem, resp, obdélníkem. Klenba 
přechází |eČně v přímýdh patkách do podpůrného zdivá, kdežto plocha 
JertAo-krúhová net>o kámho-eliptická přecházejí tečně pod# lunet kru-
hoyýeh íesp. eliptických do poCtpěr. 

Plocha rj je stupně čtvrtého; proložíme-lí (obr. 2) kuželosečkou p 
glpi^u váleoTou e' o ose v přímek y, nebo plofchu e" k e' kolmo afinní 

V;/pf0 .fovinti^,-j# součet ploch r\ + e* resp. r\ + e" některá % ploeh uvažo-
; féttýjNb v prvéiii obrazci a označených tam e. Z toho je zřejmo, že $ jako 
* ; | 0 t M ptóÉi dmhého a čtvrtého stupně je stupně osmého. 

imm ••'•'.,:':- '. ^ .:• ' ' : • - . ' '.• ' 



Veďme místo uvažovaných elips z obrazce prvního paraboly (obr. 3). 
které protínají přímky u\\ y\\v {u> v souměrné k ose y). Paraboly jsou 
v rovinách rovnoběžných s v a mají své vrcholy na kuželosečce h a osy 
rovnoběžné se z\ Vznikne tu plocha T téhož typu a vlastností jako v prvém 
případě, ježto paraboly m, p, q,..., jsou afinní. 

Obr.4. Obг. ô. 

Zaměňme středovou kuželosečku k parabolou í! (obr. 4). Vzdálenost 
VO označme e, odlehlost rovnoběžek u—\y = y-+-\ v « d\ Vznikne tu 
plocha čtvrtého stupně t , která má rovnici T.HS {y% + 2pe){x%— d%) + 
+ 2pd%z = 0, kde p je parametr paraboly i. Tečná rovina bodu F protíná 
plochu v křivce t určené rovnicemi x%y% + 2pex% — d?y% -= 0% a z =-= if 
je to křivka nazývaná uhlíkovou (Kohlenspitzenkurvé) pro podobu 
s konci uhlíků v obloukové lampě. Má v& vrcholu V dvojný bod M dvěma 
inftexními tečnami. Plocha T má v rovinách rovnoběžných s p opět par&-> 
boly o vrcholech v-p a o osách rovnoběžných se «. Podél všech parabol 
se jí dotýkají konoidy # fídícími rotnlami bttc? v f nebo jt*. ÚMiné pHmký 
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těchto rovin v a~p jsou dvojné pÉmky uvažované plochy. Touto plochou, 
na kterou mne upozornil prof* Dr BEDŘICH HACAR, jsou nyní ve skoře
pinových konstrukcích železobetonových nahrazovány dříve používané 
paraboloidy bud! z Části nebo zcela, jak uvedeno v úvodu této práce. 

Použijeme-li pro plochu r paraboly opačného parametru (obr. 5), 
získáme plochu, která opět mimo dvojné přímky u a v má v n další 

* f # 
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* f # V 
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OЬf/8. Obr. 9. 

i%$é/dvojné přímky rovnoběžné s osou #. Zvolíme-li d » p # ď — d> mé, 
jáoeha* rovnici"•% m (# ^ j^){jrV~ j?2) ~fr- 2p% -=- 0. Této plochy i ploeht 
| j 0 poěte> nebo ^ kotoio aihíaíeh ke opět použíti jako Wenby o vodo-

»jí|fný4Íi pi#cA(5Í nad ^vereoirým »ebo obdélníkovým půdorysem. 
I^0m,rmké-iá0 patek nikoMT teěnlj ale v úhlu* Je zřejmé, ie ploehu* 
.^ÉPjiíeRítf :̂ %ř»ii přímkami v rovině ^ m#» alerozvíjíjie za tento obrazec 
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dále* eóí v obrazci není vyrýsováno a jde až k úběžným přímkám cfruhé 
a třetí průmětny, které jsou jejími dvojnými přímkami. 

Pro plochy, které by řešily danou úlohu, totiž provedení klenby nad 
čtvercovým nebo obdélníkovým půdorysem a přímočarých patkách, 
můžeme použíti různé křivky jako řídicí a tvořící, které označme k a p. 
Tak bychom mohli za k použíti katenoidu a za p obecnou cykloidu 
(obr. 6). Podél přímek u, v by se plocha klenby dotkla podpůrného 
zdiva, podél přímek r a t by je protínala v úhlu. ZvoUme-li křivky k a p 
jako shodné sinusoidy, které mají na, u & v resp. r a, t své body obratu 
a v bodě V společný vrchol, dostaneme plochu r totožnou s translační 
plochou Tino vko- vlnovko vitou (obr. 7), která má podél křivek rovnoběž
ných s rovinami v a> t* tečné konoidy s řídicími přímkami v n, kdežto 
podél křivek položených v rovinách rovnoběžných s osou z a svírajících 
svaju úhly 45° dotýkají se jí dotykové plochy válcovém Shodné sinusoidy 
k s, p o společném vrcholu F, které se dotýkají průmětny n, vedou k za
jímavé ploše, která sestává z nekonečně mnoha shodných dílů polože
ných nad n (obr. 8), oddělených od sebe kráterovou křivkou, tvořenou 
čtvercovou sítí určenou přímkami u> v; r, t... v n. Rovnice této plochy 
má tvar 2z = (cos# + 1) (cosi/ + 1 ) . Je tu zajímavé rozložení oblasti 
bodů eHptické a hyperboHcké křivosti. 

Afinní křivky v rovnoběžných rovinách můžeme zvoHti také tak, 
že zvolíme dvě tečné roviny a, g těchto křivek (obr. 9), rovnoběžné s ro
vinou x křivky řídicí k a od ní stejně vzdálené a obě přímky ut v rovněž 
rovnoběžné s ř f a v e stejných 
odlehlostech od ní. Obě tyto 
přímky u> v mohou přejíti do 
dvojiny imaginárních sdruže
ných přímek — pak pomocná 
kružnice l neprotíná n — nebo 
inohou splynouti v ' jedinou 
přímku w'— pak l se dotýká 
n a v přímce w mají pak křivky 
tvořící jeden ze svých vrcholů. 
Tento případ je pozoruhodný 
a vede k ploše osmého stupně, 
kterou lze s výhodou použíti 
jako plochu klenby, připomí
nající křížovou klenbu o čty
řech lunetách, podél nichž se 
plocha klenby dotýká stěn 
podpůrného zdiva (obr. 10). Plocha je vytvářena eHpsami m, které 
jsou položeny v rovitíách rovnoběžných s /*, mající na 4& jeden svůj 
vrchol, daífí vrchol na ©$pse hi která oineisnje lunetu & osy eHps 
m jmu iro^toběiaé s'.'.opon>. Hocha nese na svém povrchu další 
elipsy v rovipách rovnoběžných s v a mající svůj další vrchol na• elipsa 

Obг. JO. 
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k* (kterou jé vymezena další luneta), jeden vrchol je na vrcholové přímce 
w' a osa je opět rovnoběžná s osou z. Podél elips obou soustav dotýkají 
se plochy konoidy o přímkách řídicích položených v rovině (ww'). 

* 
Sur un groupe des surfaces, ayant les propriétés caractéristiques com-

rnunes. On t ra i te les surfaces formées par les courbes affines, situées dans les planu 
paralléles et secants une courbe du deuxiěme ordre eb deux droites parallěles entre 
«ux e t normales á une axe de la courbe doňnée. Les surfaces portent sur sa super -
ficie deux systěmes des courbes affines entre eux, lelong desquelles on peut con-
struire les conoifdes, qui sont tangeantes á la surface traitée. Une part ie de cette 
surfaces est formée comme un coiň, c'est pour cella, qu'on a donné á cettes surfaces 
le nom: les cuneoides ou les surfaces sphénoídales {6 0€pÝ]V — le coin). Certaines de 
<?ettes surfaces ont trouvées 1'application dans les travaux du beton armé. 

JEDNA CREMONOWA INVOLUCE M-ho STUPNĚ A JEji 
DEGENERACE. 
J. B ÍLEK, Praha. 

i . 
Nechť body A£A2t . . . ,-á9 tvoří basi svazku kubik S\. Body Ax, 

A2 jako dvojnásobnými a body Az, Aé) . . . ,^48 jako jednoduchými je 
určena síť eliptických kvartik 8A

2 . 8á
2 vy tíná na obecné kubice lin. 

soustavu g2
1
f neboť na obecné kubice nemůže existovat lin. soustava g2*. 

Vidíme tedy, že síť #4
2 tvoří složenou lin. soustavu v tom smyslu, že 

všechny kvartiky jdoucí bodem P, jdou nutně ještě dalším bodem JP'. 
Touto složeností je v rovině vytvořena jednoznačná algebraická invo-
lutorní příbuznost s konečným počtem výjimek. Je to tedy Cremonova 
transformace. 

Tuto involuci můžeme dostat také transformací známé Geiserovy 
involuce J8 užitím kvadratické transformace T2. Nechť v rovině 8' je 
dána Geiserova involuce Js o hlavních bodech A^,,.., A7' a nechť dále 
body A8', A9' tvoří homologickou dvojici v J8 . Mezi rovinami 8 a 8' 
volme kvadratickou transformaci T8 o hlavních bodech Ol9 Oa, 0 3 a 
O / s s ^ / , Oť==EA2', 0B' = AS'. Transformace T21JBT2 je involuci 
v rovině 8. Stupeň této involuce je 14, neboť přímce p v 8, která nepro
chází žádným bodem O i, odpovídá 

p ~ h2(A^ A2'9 AB') ~ Jc^A*, A*, Af\ ..., Af A9') ~ , 

*14\AI > A2 , AQ , . . . , Afj , A% y A$). 

Bodu Ax odpovídá 
> 01^Al^A^A^^k6(A2\Á2

/Az
2\t..Mf^)^ 

\i\:..'k1[A1'fA%*A9*t*:.;A,\An*At). 
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