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Příloha k Časopisu pro pěstování mathematiky a fysiky. 

Drobnosti z geometrie trojúhelníka. 
Podává Ing. Jos. Langr. 

Vedeme-li vrcholy daného trojúhelníka ABC pořadem 
3 přímky tak, aby stanovily trojúhelník Ax I3, Oj o daných 
vnitřních úhlech «D ft a yi; lze dokázati o nově vzniklém troj
úhelníku následující vlastnosti: 

1. Vrcholy jeho pohybují se po 3 kružnicích Kiy K2 a K3. 
2. Všecky tři kružnice K1} K2 a K3 protínají se ve spo

lečném bodě. 
3. Středy těchto kružnic stanoví /\ 0X0^03 podobný 

4. Těžisko A - í̂-BiCi opisuje kružnici K, jejíž střed se 
stotožňuje s těžiskem /\ Ox0203. 

5. Plocha měnného trojúhelníka A1B1C1 roste od nuly do 
jistého maxima a zpět. Spojnice obou těžisek, t. j . těžiska troj
úhelníka o obsahu rovném nule a těžiska trojúhelníka o maxi
málním obsahu je průměrem kružnice K. 

6. Spojnice těžisek dvou trojúhelníků AXBXCX o stejném 
obsahu je kolmá ku dříve uvedenému průměru. 

Důkazy lze provésti následujícím způsobem: 
1. Vedeme vrcholy daného trojúhelníka ABC (obr. 1.) tři 

přímky, stanovící /\AXBJCX o daných úhlech «„ ^ a y r Při 
tom jest ku př. nad stranou BC sestrojen < ax. Poněvadž jest 
tento úhel dán a jeho ramena procházejí pevnými body B a C7 

musí se vrchol Ax pohybovati po kružnici jakožto přísl. geome
trickém místě se středem 019 při čemž <í COxB = 2ax. To 
platí i o druhých vrcholech Bx a Cx. 

2. Všechny tři kružnice Kx, K2 a K3 procházejí společným 
bodem D. 
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Považujme bod D jako průsečík kružnic Kx a K3. Pak 
jest: < ADB + < BBC + <t CZLi = 2.r. 

2Č л: л 

u 

u 

Obr.l 

Poněvadž jest < ADB = n — yx a <t BDO = n — aXJ 

musí < CZ)-á = «t + 7i = -̂  — ^17 Čili bod D musí ležeti na 
kružnici Ka, která je geom. místem vrcholu úhlu fix resp. n — &. 

3, V důkazu, že A O!0203 jest podoben A A^i^u P°~ 
kračujme následovně. 



Õ07 

Z A 02A0S vychází: 

O20* = 02-á
2 + 0 3 ^ 2 — 2 . O2AL. O3AL cos < O2^O3. 

Dále jest: 

< 0.A0, = < 02AC + < CAB + < ÄáО, = -ţ- — ß, + 

+ <* + -_ ľi = a + «i, 

ÕД=» ,.f a ăCÇÄ: C 

2 ím 0, 3 2 5iw ^ ' 
tedy 

Q-fii b , c2 2bc c0s (a + a_) 
2 3 4 sin'1 px 4 8m2 ^ 4 ,sw /3X srn rx 

Zavedeme-li místo funkcí úhlů cc17 j3_ a y- strany a1? b_ a c19 

dospějeme ku vzorci 

(«)... o2o* = g ^ [a« ( - aj + řj + cj) + 6« (a? - b\ + c«) + 

+ c« (a? + 6« - c\) + 16PPJ, 

kdež P a P , jsou plošné obsahy trojúhelníků ABC a A.-B.oi. 
Položíme-li 

a " ( - «? + &; + c|) + ř* (a* - b] + c«) + c* (a? + 6? - c») + 
+ 16PT! = M, 

M jest O2O| = a» . 32Pf 
Podobně i 

ЭД = ^«йi-аo.o;=:c; 32 p ; • V 1 V | " " W 1 3 2 P ; ' 
ze vzorců těch plyne 

a_ : 6, : e_ =0_~03 : 0_~0_ : O7O2, 

t. j . strany obou trojúhelníků jsou úměrný a oba trojúhelníky 
jsou si podobny. 

4. Abychom dokázali, že těžiště /_\ A_B_CX opisuje kruž
nici, jejíž střed leží v těžišti /_\ 01020S} dokažme nejprve ná
sledující : 

Jsou dány 2 kružnice K_ a K2 (obr. 2.) o středech 0, 
a 0_ a poloměrech r, a r2. Průsečíky kružnic označme O, D. 
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Vedeme-li jedním z obou průsečíkův, třebas C7 paprsek Ax Bx = x7 

a rozdělíme-li jej bodem Ex v poměru * * - = ly opisuje 

bod i?! kružnici iT7 jejíž střed O leží na obojstředné 0X02 

děle ji v poměru _ 1 zn L 
0,0 

Průsečíky C7 D leží na kružnici K. 

Obr.2. 

K důkazu učiňme následující: 
Spusťme s bodů Ox 02 a O kolmice 0XF7 02G a OH na 

přímku AXBX a označme < OxAxF = G>17 <t Og^G = w2. 
Pak j st HE,: = в д - - Я Ą . 
Avšak 

ąҗ ж ąҗ — 1 — 1 ' 

# 
HB1 — HG-\- GB, = 

pročež 

EEЛ 

2 ( 1 — Л) ' ' 2 

r, cos ОJ, — Ar2 cos eз2 

l _ ü 

+ ř-2 cos co2 
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Dále jest 

ßiñ OгF— Я .o 2 o r, si ю, — lr3 sìn юa 

Г^Гя _ T~~l * 
Dosazením a úpravou obdržíme 

r\ — 2h 
( * - l ) 2 ÕҖ = õæ+Ш1 = lr^ + rì-2lr*r*cosю 

kdež a = < OjOO^ 
Vidno tedy, že OI*^ jest konstantní, a že dělící bod Et 

pohybuje se po kružnici K o středu O, jak bylo dokázati. 
Dále jest 

CH=GH-CG=ҖE,~,CT'=Ş, 
pročež 

CH = HEA & CU= ExO. 
Kružnice IT prochází bodem O. 
Vraťme se nyní ku obrazu 1. Vrcholy Ax a Bx se po

hybují po kružnicích Kx a K2. Obě kružnice se protínají v bodech 
O a D, strana .4-..B, prochází bodem C. Jest to tedy týž pří
pad, jako na obr. 2. Proto bod Cr půlící stranu AXBX se musí 
pohybovati po kružnici Kf, opsané ze středu Or, ležícího uprostřed 
strany Ot02. Kružnice Kf obsahuje body O a i) a seče kruž
nici K3 v bodě Ďr. Vznikl tedy /\ BCDf, nad jehož stranami 
co tětivami jsou opsány kružnice Kx, K3 a Kr, protínající se 
ve společném bodě D. Vrcholy tohoto trojúhelníka jsou vedeny 
3 přímky, určující trojúhelník AxCxC

r. Jeho vrcholy pohybují 
se po zmíněných 3 kružnicích K, K3 a Kr. Strana CxC

r jest 
však tížnicí /\ A1B1C1. Tížnice tato prochází bodem Dr a její 
koncové body pohybují se po 2 kružnicích. Tedy zase týž případ 
jako na obr. 2. Bod, který dělí tížnici v poměru 1:2, t. j . tě
žiště A A ^ i ^ n bude opisovati kružnici K, jejímž středem jest 
bod O. Při tom jest OfO: 00* = 1 : 2 . 

Tím jsme podali důkaz, že těžiště /\ A1BíCl opisuje 
kružnici, jejíž střed leží v těžišti /\ Ox0203. 

5. Plocha A -̂ í-Bi G\ r o s t e se čtvercem jeho strany. Uva
žujme opět obr. 2., kdež úsečka A1 Bx = x odpovídá kterékoliv 
straně /\ A1B1C1. Nazveme úhel, který svírá AxBt s O,O2 &. 
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Pak jest 
x GF= — = a cos co, kdež Ox02 = a. 

Tedy x = 2a cos w. 
Je-li co = 90°, jest x = O, je-li co = O, jest x = 2a. 
Lze tedy pro A AXBXCX vysloviti následující větu: 
Jsou-li jeho strany kolmý ku stranám A Ot020^, jest ob

sah jeho roven nule, t. j . celý trojúhelník se smrskuje na bod D, 
jsou-li jeho strany rovnoběžný se stranami A ^OaOg, nabývá 
maximálního obsahu, rovnaje se 4násobné ploše A OjO2O3. 

6. Vedme v obr. 2. J / ^ H ^ O , a Af,Bn svírající <$ o? 
s ,4'JB'. Dle předešlého jest 

A"B" = ArBr. 

Průsečíky s kružnicí K vyhovují podmínce 

B.E, _ B'E' _ B"E" 
C{EX CrEr C"E" 

Poněvadž obvodové úhly na kružnici K jsou stejný, t. j . 
<X EACEr=<ErCE", 

musí býti i přísl. středové úhly si rovny 
< E, 0Er > < ErOE", 

a tedy body Er a E" jsou symetricky položeny dle F7O. Ob
dobně jako v odst. 4. dá se dokázati i pro celý trojúhelník 
věta uvedená. 

7. Zabývejme se ještě zvláštními případy: 
a) Je-li A A1B1C1 podoben danému A ABC, vychází dle 

rovnice (a) po dosazení a úpravě 

O2O3 = a, t. j . A 0 A O 3 
shoduje se s daným trojúhelníkem. 

b) Je-li A A-^tC! rovnostranný, jest A 0^0^ také 
rovnostranný a jeho strana Ješt

ě d ž>2 -f c2 , 2P 
o,o>. =—^T , w . 

O tomto specielním rovnostranném trojúhelníku pojednává 
náš článek „O jisté úloze v trojúhelníku" v XXXIV. roč. tohoto 
časopisu na str. 65. ^ ^ 
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