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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Drobnosti z geometrie trojuhelnika.
Pod4va Ing. Jos. Langr.

Vedeme-li vrcholy daného trojihelnika ABC potadem
3 piimky tak, aby stanovily trojihelnik A, B,C, o danych
vnitfnich dhlech a;, 3, a y,, 1ze dokdzati o nové vzniklém troj-
thelniku nésledujicf vlastnosti:

1. Vrcholy jeho pohybuji se po 3 kruinicich K, K, a K,.

2. VSecky t¥i kruznice K,, X, a K, protinaji se ve spo-
letném bodé.

3. Sttedy téchto kruznic stanovi /A 0,0,0, podobny
/N 4,B,C,.

4. Tézisko ,\ 4,B,C, opisuje kruznici K, jejiz stfed se
stotoziiuje s téziskem A 0,0,0;.

5. Plocha ménného trojihelnika 4,B, C, roste od nuly do
jistého maxima a zpét. Spojnice obou téZisek, t. j. téziska troj-
tihelnfka o obsahu rovném nule a téZiska trojihelnika o maxi-
malnim obsahu je primé&rem kruZnice K.

6. Spojnice tézisek dvou trojihelnikd A4, B,C, o stejném
obsahu je kolma ku difve uvedenému priméru.

Dikazy lze provésti ndsledujicim zpiisobem:

1. Vedeme vrcholy daného trojahelnika ABC (obr. 1.) t¥i
piimky, stanoviei A 4,B,C, o danych thlech e, 8, a 7,. PFi
tom jest ku pf. nad stranou BC sestrojen < «,. PonévadZ jest
tento tdhel ddn a jeho ramena prochdzeji pevnymi body B a C,
musi se vrchol 4, pohybovati po kruznici jakoZto pfisl. geome-
trickém misté se stfedem O,, pfi ¢emz <t CO,B = 2¢,. To
plati i o druhych vrcholech B, a C,.

2. VSechny tfi kruZnice K,, K, a K, prochédzeji spoletnym
bodem D.
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Povazujme bod D jako prisetik krﬁini(; K, a K,. Pak
jest: <x ADB + <t BDC + <t CDA = 2a.

Obr. 7

Ponévadz jest <<t ADB—=n— 9y, a << BDC=mn — a,,
musf <t CDA = «, + 7, = 7 — B,, &ili bod D musi leZeti na
kruznici K,, kterd je geom. mistem vrcholu vhlu 8, resp. # — ;.

3. V dikazu, ze /A 0,0,0, jest podoben A 4,B,C,, po-
kratujme nédsledovné.



507
Z A 0,40, vychézi:

0,0} = 0,42 + 0,4% —2.0,4. 0,4 cos <t 0,40,.
Déle jest:

< 0,40, = < 0,AC 4+ < CAB + <IBA03.—_—’;—_(}1 +
b2
+etgon=ata,
b 04 ¢
Od =g g, * O A= Tam
tedy \
b c 2bc cos (e + a,)
0,0% = —_— 1
005 = T 4 simt B, +4 sinty 4 sin B, siny,

Zavedeme-li misto funkef uhlu o, B, ay, strany a,, b, a c,,
dospéjeme ku vzorei

(@ - 0308 =g [0* (— o} 1+ D) + 0 (@} — 0} + o) +
+ c" (a} + b2 — ¢2) + 16PP,],

kdez P a P, jsou ploSné obsahy trojihelniki ABC a A,B,C,.
Polozime-1i

a%(— a? 4+ b} + ¢?) + b (a? — b2 + ) + % (a} 4 b® —¢?) +
+ 16PP, = M,

. M
jest 0,02 = a}. 2P
Podobné i
M M
0 2 2 0O )2 —
0,0% = b}. 32Pga()o =c? 32P“’

ze vzorcl téch plyne

a,:b,:¢ ::—02—03 : 0,0, : 0,0,,
t. j. strany obou trojihelnikdi jsou tdmérny a oba trojihelniky
jsou si podobny.

4. Abychom dokdzali, ze tézisté ,\ 4,B,C, opisuje krui-

nici, jejiz stfed lezi v t&zisti A 0,0,0,, dokaZme nejprve né-
sledujfc :

Jsou ddny 2 kruZnice K, a K, (obr. 2.) o stfedech O,
a O, a polomérech », a r,. Prisetiky kruznic oznatme C, D.
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Vedeme-li jednim z obou priiseéikiiv, tfebas C, paprsek 4, B, = z,

a rozdélime-li jej bodem £, v poméru 4, F, —1, opisuje

1+1
bod E, kruZnici K, jejiz stied O lezf na obojstfedné 0,0,

%0 = 4A.

déle ji v poméru
2

Prisetiky C, D lezi na kruZnici K.

Obr.2

K dikazu utifime nésledujfici:

Spustme s bodi O, O, a O kolmice O,F, 0,G a OH na
pHimku 4,B; a oznatme < 0,4, F = 0,, < 0,B,G = w,.

Pak jest HE, = B,E, — HB,.

Avgak

HBIZH +GBl:m+72068w2,

procez

ry COS ®, — Ar, COS @
HE, = ! '1 12 2,
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Dale jest
0H — 0,F —1.0,G _r, sin o, — A, sin o,
1—2 - 1—1 )

Dosazenim a tpravou obdrzime

wy 4+ r: — 247, cos @
a— 1 ’

OE? = OH*+ HE} =
kdez ¢« = < 0,CO,.

Vidno tedy, Ze OF, jest konstantni, a Ze d&lci bod E,
pohybuje se po kruZnici K o stfedu O, jak bylo dokdzati.

Didle jest

ﬁ:‘cm_sz'E';CBx:Cf',

prodez

KruZnice K prochazi bodem C.

Vratme se nyni ku obrazm 1. Vrcholy 4, a B, se po-
hybuji po kruznicich A, a K,. Obé kruznice se protinaji v bodech
C a D, strana A,B, prochdzi bodem C. Jest to tedy tyZ p¥-
pad, jako na obr. 2. Proto bod C' pilici stranu 4,B, se musi
pohybovati po kruznici K’, opsané ze stfedu O’, leZiciho uprostied
strany O, 0,. KruZnice K’ obsahuje body C' a D a sete kruz-
nici K, v bodé D'. Vznikl tedy A BCD’, nad jehoZ stranami
co tétivami jsou opsény kruznice K,, K; a K’, protinajici se
ve spoletném bod& D. Vrcholy tohoto trojihelnika jsou vedeny
3 piimky, urdujici trojihelnik 4,C,C". Jeho vrcholy pohybujf
se po zmindénych 3 kruznicich K, K, a K'. Strana C,C’ jest
v8ak tiznici A\ A4, B,C,. Tiznice tato prochizi bodem D' a jeji
koncové body pohybuji se po 2 kruznicich. Tedy zase tyZ piipad
jako na obr. 2. Bod, ktery déli tiznici v poméru 1:2, t. j. t&-
7i8té /\ 4, B, C,, bude opisovati kruZnici K, jejimZ stfedem jest
bod O. Pfi tom jest 0'0: 00, = 1:2.

Tim jsme podali dikaz, Ze t&zists ,\ 4,B,C, opisuje
kruznici, jejiz stied lezf v tézisti /\ 0,0,0;.

5. Plocha A 4, B,C, roste se &tvercem jeho strany. Uva-
zZujme op&t obr. 2., kdez tsetka A, B, — z odpovidd kterékoliv
strané /\ 4,B,C,. Nazveme thel, ktery svird 4,B, s 0,0, o.
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Pak jest

.C_%—F:—;v— = a cos w, kdez 0,0, = a.

Tedy z = 2a cos .

Jedi @ = 907, jest x = O, je-li @ =0, jest z = 2a.

Lze tedy pro A A,B,C, vysloviti ndsledujici vétu:

Jsou-li jeho strany kolmy ku strandm A O, 0,0,, jest ob-
sah jeho roven nule, t. j. cely trojihelnik se smrskuje na bod D,
jsou-li jeho strany rovnobéZny se stranami A 0,0,0,, nabyvi
maximédlnfho obsahu, rovnaje se 4ndsobné plofe A O, 0,0,.

6. Vedme v obr. 2. 4A'B']||0,0, a A”B" svirajici <t @
8 A'B'. Dle ptedeslého jest

AHBH — A!BI.
Prisetiky s kruzniei K vyhovuji podmince
BE _ BE _ BE
CE OB OEF
PonévadZ obvodové dhly na kruZnici A jsou stejny, t. j.
< E,CE' = < E'CE",
musf byti i p¥sl. sttedové whly si rovny
X E,OF > < E'OFE",

a tedy body E' a E” jsou symetricky poloZeny dle E'O. Ob-
dobn& jako v odst. 4. d4 se dokdzati i pro cely trojahelnik
véta uvedend.

7. Zabyvejme se je§t& zvlaStnimi ptipady:

a) Je-li A\ A4,B,C, podoben danému /\ ABC, vychazi dle
rovnice (@) po dosazeni a tpravé

‘ 0,0, =a, t. j. A\ 0,0,0,
shoduje se s danym trojahelnikem.
b) Je-li A 4,B,C, rovnostranny, jest A 0,0,0, také
rovnostranny a jeho strana jest

e 2 2
0,0; = @+ % +"“c“'+

2pP
Ve
O tomto specielnfm rovnostranném trojihelnfku pojedndvd

nd8 Ctldnek ,O jisté dloze v trojuhelniku“ v XXXIV. roé. tohoto
Casopisu na str. 65.
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