Mathematica Bohemica

Allami Benyaiche
Distributions bi-sousharmoniques sur R"(n > 2)

Mathematica Bohemica, Vol. 119 (1994), No. 1, 1-13

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126203

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1994

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126203
http://dml.cz

119 (1994) MATHEMATICA BOHEMICA No.1, 1-13

DISTRIBUTIONS BI-SOUSHARMONIQUES SUR R" (n > 2)

ALLAMI BENYAICHE, Kénitra

(Regu Mai 3, 1991)

Summary. L’objet de ce travail est ’etude des fonctions localement sommable w sur
R™, n > 2, vérifiant Alw > 0 (ol A est Laplacien pris au sens des distributions) et
que se comportent a 'infini comme des fonctions sousharmoniques. En parculier, nous
caractérisons les fonctions qui sont a la fois bi-sousharmoniques et sousharmoniques.
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AMS classification: 31B

INTRODUCTION

Une fonction localement sommable w sur R® (n > 2) vérifiant A%w > 0 (ou A
est le Laplacien pris au sens des distributions), peut-étre identifiée a une différence
de deux fonctions sousharmoniques sur R* (voir [1], [4]). Dans cette optique,
nous avons remarqué que, sous certaines conditions, de telles fonctions (appelées
fonctions bi-sousharmoniques sur R") se comportent a 'infini comme des fonctions
sousharmoniques.

Les but de ce travail est d’étudier la classe des fonctions bi-sousharmoniques qui
ont un tel comportement.

Pour réaliser cette étude, nous utilisons la théorie de R. Nevanlinna developée dans
le cas des fonctions bi-sousharmoniques sur R" (n > 2) par V. Anandam [1], dans le
cas des fonctions sousharmoniques sur R? par M. Arsove [3] et sur R® (n > 2) par
Premalatha et Anandam [13].

Dans la premiére section, nous montrons qu’une fonction bi-sousharmonique
w est représentable comme différence de deux fonctions qui sont & la fois bi-
sousharmoniques et sousharmoniques si, et seulement si Aw coincide, presque-
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partout, avec une fonction sousharmonique qui posséde une minorante surhar-
monique bornée supérieurement.

Nous désignons par fonctions bi-sousharmoniques w d’allure sousharmonique
a linfini, les fonctions qui vérifient ord|p| = ordp ot g = p* — = est la
mesure associée 4 w dans la représentation locale de Riesz, |u| = pt + p~ et

. Log u(Bg) s . P .
ord gt := limsup Togr - €St I'ordre de g (voir Définition 1 et Remarque 5). Nous

r— 400
prouvons dans la seconde section qu’une fonction bi-sousharmonique w est d’allure

sousharmonique a Pinfini si et seulement si Aw coincide, presque-partout, avec une

fonction sousharmonique s dominante en mesure (i.e. ord s = max(0, —1 +ord X)), ol
: Log M(r,s* co s

ord s ;= lim sup —055—);(;:’;2 et A est la mesure associée & s. M(r,st) est la moyenne

r— 400
de s sur la sphére de centre o et de rayon r, s* = sup(0, s) (voir [1]).

Dans la derniére section, nous montrons que, pour toute fonction biharmonique w
sur R? (i.e..A%w = 0), on a la caractérisation suivante:

w(z) = c[z'[2 + ¥(z)

(ot c est une constante positive et ¥ une fonctions harmonique sur R?) si et seulement
a
si lim A—%ﬁl > 0.
r—4o00
A%(r,w) désigne la moyenne de w sur la boule de centre a et de rayon r. De plus,
si w(z) = p(x) - |z|2 + ¥(x) (¢ et ¥ sont deux fonctions harmoniques sur R3) est le
developperment d’Almansi ([2], [10]) d’une fonction biharmonique w, nous montrons

que ord w = max(2 + ord ¢, ord ¥) ol

Log T'(r
ordw := lim sup Log T(r,w)
r—400 LOg ”r

et
ro-( Rt
#(B,)
T(r,w) = M(r,w¥) +/0 ———-ﬁ—q—-(lt
est la fonction caractéristique de Nevanlinna.
Nous faisons cette étude dans le cas de R®. Celui de R™ (n > 2) est similaire.

0. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

On désignera par M*(r,v) (resp. A%(r,v)) la moyenne d’une fonction v sur la
sphére de centre a et de rayon r (resp. la boule de centre a et de rayon r). Sia =0
on ecrit M(r,v) et A(r,v) seulement.

Une fonction w localement sommable vérifiant A%w > 0, A est le Laplacien pris au
sens des distributions, est appelée fonction bi-sousharmonique sur R*. Pour a € R,
a*, a” et |a| sont utilisées dans le sens usuel.
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On désignera par fonctions é§-sousharmoniques les fonctions qui sont représenta-
bles, presque-partout, comme différence de deux fonctions sousharmoniques.
Si S(r) est une fonction croissante en r telle que S(r) > 1, pour r assez grand, on

definit ’ordre de S(r) par ord S := limsup E’%%:Q (voir [1], [4], [9]).
r—+400

En particulier, si v est une fonction sousharmonique sur R et A est une mesure
de Radon positive, ’ordre de v et celui de A sont donnés par

. Log M(r,v%) . .
lv:=1 —_— S(r) = M(r,vt),
ordv ’I‘I_.Tli(l;p Togr ici S(r) (r,v")
Log A(B§ D
ord A := limsup M, ici S(r) = AM(Bg),

r—+400 L0g1

ou Bj désigne la boule de centre o et de rayon r.

D’aprés la définition, ci-dessus, on a: ord v = ord vt = ord M (r,vt).

Etant donnée une mesure de Radon A > 0, il y a des fonctions sousharmoniques
v sur R® dont A est la mesure associée dans la représentation locale de Riesz (voir
Brelot [5]). Quand on prend pour v le potentiel canonique associé & A (au sens de
[1], p. 358), v satisfait a la condition

ord M(r,v) = ord M (r,v*)
et par conséquent
ordv = (=14 ord\)* (voir [1], th. 1).

Soit w = u—v une fonction §-sousharmonique.avec u = put —p~ sa inesure associée.
Comme précédemnment, on peut choisir v telle que ord v = (—1+ ord p~)* et u une
fonction sousharmonique dont gt est la mesure associée dans la representation locale
de Riesz. Dans tout ce travail on se refere a cette représentation canonique de w.

Soit w = u — v une fonction §-sousharmonique avec u = p* — p~ sa mesure
associée. On définit (Privaloff, [1]) la fonction caractéristique de w par

, .
T(r,w):]\/!(v',w+)+/ %@dt
0

D’aprés R-Nevanlinna [9], on définit

ordw := limsup M‘-‘)—)
r—400 LOg r

Remarque 1. (voir [1]). En prenant w harmonique au voisinage de 0, on a

T(r,w) = M (r,sup(u,v)) — v(0)



Proposition 1. ([1], th. 3). Soit w une fonction §-sousharmonique sur R3, avec
w = u — v sa représentation canonique, alors ordw = max(ord u, ord v).

Remarque 2. Siw = u— v+ H avec u le potentiel canonique associé a ut,
v le potentiel canonique associé & 4~ et H une fonction harmonique. On a, d’aprés
({1], p. 360-361),

ordw = max(—1+ordu*, ~1 +ord y~,ord II).

Lemme 1. Soit w une fonction é6-sousharmonique, alors

. Log M (r,w*
lim sup Log M(r,w™) < ordw? ordw
r—+400 LOgT
Démonstration. Soit w = u — v la représentation de w, avec ordv =

(=14 ordp~)t, ol p= ut — p~ est la mesure associée & w.
Puisque w* = sup(u,v) — v et M(r,v) est croissante en r, alors

M(r,w*) < M(r,sup(u, v)) + constante.
Ainsi, en utilisant la remarque 1, on a:

. Log M(r,wt)
P —_—
ordw 2 lﬁ'l‘fip Logr

Si on désigne par v = v+ — 4~ la mesure associée & wt on a

r - (Rt
T(r,wt*) = M(1’,w+)+/ 7——(8—0)dt
' 0

12
Parsuite
T(r,wt) > M(r,wt).
Donc Loz M +
ordw?® > limsup -—o-g———-—(—t’-—u-)—l.
r—+00 Logr

D’aprés ([1], Th. 7) on aordw = max(ordw*,ordw™). Par conséquent

. Log M (r,wt)
dw 2 ordw? 21 —_—
orda > ok 3 limap S



1. LEs DISTRIBUTIONS BI-SOUSHARMONIQUES QUI SONT SOUSHARMONIQUES

Notons par @ le cone convexe des fonctions qui sont a la fois bi-sousharmoniques
et sousharmoniques.

Proposition 2. Pour toute fonction w localement sommable, les assertions
suivantes sont équivalentes

1) w est une fonction bi-sousharmonique appartenant a Q — Q.

2) Aw coincide, presque-partout, avec une fonction sousharmonique majorant une
fonction surharmonique bornée supérieurement.

Demonstrantion. (1) = (2): Siw € Q — @, avec w = s; — s2, ou sy,
s € Q, alors Aw = Asy — Asy 2 —Asz. Or —Ass est surharmonique négative. D’ou
P’assertion (2).

(2) = (1): Soit s une fonction surharmonique bornée supérieurement telle que
Aw > s et Aw est, presque-partout, une fonction sousharmonique. Sans perdre de
géneralité, on peut supposer que s est négative.

Posons

Up = Aw
sj=up—s, s 20
s1 étant une fonction sousharmonique positive, soit so la fonction sousharmonique
associée a la mesure (s; - dx). Alors
Asy = 5y
2 o .
A”sy = Asy  est positive.
Donc s3 € Q.

Par ailleurs, (—s) est une fonction sousharmonique positive, soit ¢ la fonction
sousharmonique associée a la mesure (—sdx). Alorst € Q et

A(sy—t)=Ass — At =51 +8=1up = Aw.

Soit h une fonction harmonique telle que w = s —t + h. Ainsi w = (s2 + h) — ¢,
oiss+heQette@. En d’autres termes w € Q - Q. ()

Remarque 3. Toute fonction biharmonique w appartient & @ — @, car Aw =
h=ht —h~ > —h~, ol h est une fonction harmonique.



2. DISTRIBUTIONS BI-SOUSHARMONIQUES D’ALLURE SOUSHARMONIQUE A L’INFINI

Dans ce paragraphe nous caractérisons les fonctions bi-sousharmoniques n’appar-
tenant pas nécessairement a la classe ), mais elles se comportent a I'infini comme
des fonctions sousharmoniques .

On rappelle qu’une fonction sousharmonique de mesure associée A est dite
dominante en mesure si

ords = (—1+ord \)*  (voir [1], def. 2, p. 359)

Remarque4 ({1],p. 359). s est dominante en mesure si et seulement si ord s =

ord M(r,s).

Définition 1. Soit w une fonction bi-sousharmonique et g = p+ — i~ sa mesure
associée dans la représentation locale de Riesz. w est dite d’allure sousharmonique a
Pinfini si et seulement si ord u = ord |pl, |g| = p* +p~.

Remarques 5. 1) La définition 1 est justifiée par les remarques a) et b)
suivantes:

a) Toute fonction sousharmonique est d’allure sousharmonique & Iinfini (car la
mesure qui lui est associée est positive).

b) Dans la proposition 4 nous montrerons que, pour toute fonction bi-sousharmo-
nique w d’allure sousharmonique 4 V'infini, on a: ordw = ordw™. De telle propriété
est toujours vérifiée pour une fonction sousharmonique (voir p. 3).

2) ord g est bien défini. En eflet, soit s une fonction sousharmonique telle que
Aw = s presque-partout. Alors du(z) = £ s(z) dx. Donc

1
u(Bg) = Z;/;r s(z) dx
o

1 r pr p2n
= 21—7;/ / / s(t,H,(p)t? sin @ df de dt
0 0 0

/ t2M(t,s)dt.
0

Il

En supposant par exemple s(0) = 0 ou p(BJ) = 0 on a: pu(Bj) est croinssante en
r, positive et donc ord jt admet un sens.

Proposition 3. Soit w une fonction bi-sousharmonique sur R3 et s une fonction
sousharmonique telle que Aw = s presque-partout. Alors w est d’allure soushar-
monique a !’infini si et seulement si s est dominante en mesure.
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Démonstration. Sans perdre de généralité on suppose p(B}) = 0, ot p est
la mesure associée a w. De I'égalité Aw =son a

(3.1 (B = / t2M(t,s)dt
(3.2) W (BL) = /rlQM(t,s’L)dt.
[¢]

De la relation (3.1) et du fait que M (¢, s) est croissante en t on a

274 3 M( ) u(BS) < § 3. M(rs).
D’ou
(3.3) ordpu = 3+ ord M(r,s).
D’une fagon similare, en utilisant (3.2), on a
(3.4) ~ ord pt =3 +ord M(r,st).

Puisque pt(Bf) > = (Bf), pour r assez grand, et ord |u| = max(ord pt ord p™)
(voir [1], p. 358). On a: ord = ord put.
Ainsi, nous voyons que

(3.5) ordu = ord |pt| <= ord M(r,s) =ord M(r,s*) :=ord s
Montrons que
(3.6) ord M(r,s) = ord M(r,st) <= ords = (=1+ord\)*,

ol X est la mesure de Radon positive associée a s.

1°F cas: si ord A = 1.

On a, d’apres ([13], th 2.1), ord M(r,s) = =1 4+ord A = 0. D’ou (3.6).

2éme cas : siord A # 1.

a) si M(r,s) est bornée, alors, ord M(r,s) = 0. De plus, ordA < 1. En effet,
si ord A > 1, on aurait, en vértu du ([13], th 2.1), 0 = ord M (r,s) = —1 +ord A.
Parsuite ord A = 1. Ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, on a (3.6).

b) Si M(r,s) est non bornée, alors ordA > 1. En effet, si ord A < 1, s admet,
([13], p- 190) une majorante harmonique k. Donc M(r,s) < h(0) et parsuite M(r,s)
est bornée. Ce qui contredit ’hypothése. Ainsi, en utilisant ([13], th 2.1), on a
P’équivalence (3.6). O
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Proposition 4. Soit w une fonction bi-sousharmonique d’allure sousharmonique
a l'infini sur R3® et dont la mesure associée p ne charge pas un voisinage de ’origine.
On a

1) ord M(r,w) = ~1+ordp

2) ordw = ordw*

Démonstration. 1) De la relation Aw = s(P* P) on a la relation (3.1) et la
relation

(4.1) M(r,w) = / p(BO) dt + constante (voir [1], [4])

or

r 11
Mooy > [ 8w
rj2 t°

M(r,w) 2 -u(B:,”)

Comme ’ordre de gt est défini, on obtient
ord M(r,w) > =1+ ord p

Comme s est diminante en mesure, on a, d’aprés la proposition 3,
ords = ord M(r,s) = a.

Poure >0et 0 < R<rona
M(r,s) < rote
D’aprés (3.1). On a

1 .
Br . pat3te
#Bo) < s T

En substituant cette inégalité dans (4.1), on obtient
ord M(r,w) <2+ a.

D’aprés ([1], th 15), ord || = 3 + ord s, et le fait que w est d’allure sousharmonique
a l'infini on a
ord |pt| = 3+ ords = ord p
ce qui donne ord M(r,w) < —1+ ord p.
2) Puisque w est d’allure sousharmonique on a, d’aprés 1,

—1+4+ord |y} =—-14ordp = ord M(r,w).



Comme w est bi-sousharmonique, on a u~(Bj) < pt(Bf), pour r assez grand, et
donc ord u~ < ord ut. Or

ord || = max(ord =, ord u*) (voir [1], p. 358)
et
ord M (r,w) < ord M(r,w).

Ainsi, il résulte du Lemme 1 que
(4.2) —1+ordp~ € ordwt < ordw.

1°F cas: si —1 + ordpu~ < ordw, il résulte du corollaire de ([1], prop. 8) que
ordwt = ordw,
2¢me cas: si —1 4+ ord 4~ = ordw on a, d’aprés (4.2), que ordw = ordw*. a

3. FONCTIONS BIHARMONIQUES

Dans cette section, nous donnons des propriétés caractéristiques des fonctions
biharmoniques, et nous déterminons 'ordre de telles fonctions.

Proposition 5. Soit w € C(R), les assertions suivantes sont équivalentes

1) w est biharmonique au sens classique: A%w =0

2) M%(r,w) — w(a) = r?h,(a), pour toute boule fermée B, C Q, ol h; est une
fonction harmonique sur

3) A%(r,w) — w(a) = r2hy(a), pour toute boule fermée BT C Q, ot hy est une
fonction harmonique sur 2

4) M%(r,w) — A%(r,w) = r2hz(a), pour toute boule fermée B, C Q, ot h3 est une

fonction harmonique sur Q.

Démonstration. (l)=>(é)soitp=;1+—;t’lamesureassociéez‘tw. Ona
r Bt
(5.1) M“(r,w)_w(a)=/ ﬁgt—z—‘l)—dt.
0

Comme 1
d = —
u(z) ym Awdx,

on a, d’aprés (3.1)

M%r,w) —w(a) = /or 215[/0’:2 -M"(::,Aw)dx] dt.



Ainsi, si w est biharmonique (i.e. Aw est harmonique) on a

M%(r,w) —w(a) = /0 tl[/ot z'-’Aw(a)dx] dt .

Donc

(5.2) M%(r,w) —w(a) = %Aw(a)v'z, el by = %Aw.

Réciproquement, s’il existe une fonction harmonique h; vérifiant

(2): M%(r,w) —w(a) = r? - hy(a),

on a, d’aprés ([6], p. 169)

M%(r,w) — w(a)
2

1 .
gAw(a) = ll_[% = hy(a)

i.e. Aw est harmonique et parsuite A%w = 0.
(2) = (3): De la relation

(5.3) A%(r,0) = :’_3 [) " EMEw) e
=3 or [£2 (w(a) + £ - hy(a))] dt

3
avec hy = }Aw, on a
A%(r,w) = w(a) + ?; -r2hy(a),
d’ou )
A%(r,w) —w(a) = r?. ho(a), avec hy = —Aw.

10
(3) = (4): En dérivant (5.3) et (3) on a

3
r? . A%(r,w) + 1—5 A drA%(r,w) = r2 - M%(r,w)
et
d -
(5.4) . —drA%(r,w) = 2r - hy(a).

En substituant (5.4) dans la derniére relation on a

1
M4(r,w) — A%(r,w) = r? - h3(a) ol hy= ﬁAw’
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et ceci n’est autre que la biharmonicité au sens de B.K. Peelin ([11], [12]).
(4) = (1): Ona

M%(r,w) — A%(r,w) = r? - hy(a)
[M%(r,w) = w(a)] = [A%(r,w) — w(a)] = r? - ha(a).
Donc a a
lim M (r,w)z-w(a) — lim A (r,w)z— w(a)
r—0 r r—0 r
Ainsi, d’aprés ([6], p. 169), on a

= hg(a).

1
TgAw(a) = h3(a).
Donc, Aw est harmonique et parsuite w est biharmonique. a

Remarque 6. Selon la proposition précédente, nous pouvons considérer la
notion de fonctions presque-biharmoniques sur R” en remplacgant les égalités dans
(1), (2), (3) et (4) par des égalités presque-partout.

Proposition 6. Soit w une fonction biharmonique sur R3, les propriétés suivantes
sont équivalentes
a r’
1) lim 262 > 0 pour tout a € R®

r—4o00
2) w est sousharmonique sur R®
3) w(z) = c|z|® + u(z). Ou u est une fonction harmonique sur R* et ¢ est une

constante.
Démonstration. Soit h = Aw. Puisque,

h(a) = r-l-lgt»o Lir;_wl ({6}, p- 169),

on a I’équivalence entre (1) et (2).

(3) => (2): |z| = r? étant une fonction sousharmonique sur R®, donc cette
implication est évidente.

(1) = (3): Puisque, par hypothése, h > 0 sur R3, alors h est constante.

Soit h(a) = 2 - ¢ (¢ > 0). Maintenant, il est simple de vérifier que

A%(r,|z|%) = 2r® +|a|?, pour tout a € R®.

Ainsi, si I'on pose u(z) = w(z) — c|z|?, on trouve que la fonction u est continue
sur R3 et vérifie la condition

A%(r,u) = w(a) + r2. h(a)—c- (%r2 + |a|*)

= w(a) - cla|? = u(a).
Parconséquent u est harmonique sur R3. 0
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Corollaire. Soit w une fonction biharmonique sur R3. Si w > 0 en dehors d’un
compact, alors w est de la forme

w(z) = ¢ |z]* + u(z),

ot ¢ > 0 et u est un polynéme harmonique de degré < 2.

Remarque 7. La représentation du corollaire, a été déduite premiérement a
partir de la représentation d’Almansi ([2], [10]) et puis par Duffin et Nehari [7] qui
Pont obtenu comme conséquence des inégalités de type Harnack pour les fonctions
polyharmoniques.

Proposition 7. Soit w une fonction biharmonique sur R3, avec w(z) = ¢(z) x
|z|2 4 ¥{z), ott ¢, ¥ sont deux fonctions harmoniques (représentation d’Almansi (2],
[10]). On a

1) ordp = ord Aw

2) ordw = max(2 + ord ¢, ord ¢).

. . , 3
Démonstration. 1) D’une part, Aw = 6<p+4(11¢.%“’7 +12%‘£;+ xsa—x‘%).
D’autre part, si ord ¢ < 0o, alors ¢ est un polynéme harmonique (voir Brelot [6],

p. 202). Soit n = deg . Sans perdre de généralité, on peut supposer que ¢ est un

polynéme harmonique homogéne. D’aprés le théoréme d’Euler on a

dy Oy
1’1-5-;; + 225;; + 1'3(913 = nep.

Parsuite
Aw = (6 + 4n)p,
d’olt
.ord Aw = ord .
Siordp = +00, alors ¢ = 3" py, ot pu, n 2 0, sont des polyndmes harmoniques
n>0
homogénes de degré n et non nuls ([6], p. 202).

Donce

Aw = 2(6+ 4n)pa, (pn #0).
. n20

Parsuite ord Aw = +00.
2) Posons v(z) = |z|? - (=)

M(r,vt) = 2. M(r,o%).
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Donc
ordv=2+ordy =2+ ord Aw.

Si pt est la mesure associée a w, on a, d’apres ([1], th 15),
ordpg=3+ordAw=3+ordp =1+ordw.
Par conséquent on a, d’aprés la remarque 2,

ordw = max(ord ¢, —1 + ord yt) = max(ord ¥, ord v)
= max(ord ¥,2 + ord ).

a

Remarque 8. Comme la mesure associée & w coincide avec celle associée a
v (car ¢ est harmonique), on a, v est une fonction é-sousharmonique dominante en
mesure au sens de [1] (i.e. ord v = (—14ord p)*). Ainsi, la preuve de 2) peut résulter
aussi de ([1], th 3).
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