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JAN CHRAPAN

LAGRANGEOVO TUHE TELESO

Pohyb Lagrangeovho tuhého telesa je sféricky. Okamzitd polohu
(a okamZity pohybovy stav) telesa mozeme uréit Eulerovymi uhlami, ktoré
dostaneme riesenim systému Eulerovych diferencidlnych rovnic tuhého
telesa. Toto rieSenie vedie pri uhle nuticie na Jacobiho eliptické funkcie
a pri uhloch vlastnej rotacie a precesie na dva eliptické integraly tretieho
typu. Argumenty a moduly tychto integralov su rovnaké, ale parametre
nie. Vyjadrime preto tieto integraly II-funkciou, defmmovanou Jacobiho
transcendentami druhého a tretieho druhu, potom ich transformujeme
(zavedenim dvoch novych II-funkecii) na vyrazy, v ktorych okrem argu-
mentov a modulov s uZ aj parametre rovnaké. Nakolko pociato¢né pod-
mienky obecného pohybu Lagrangeovho tuhého telesa vedu na eliptické
funkcie s imagindrnym modulom, prevedieme transformacie dzétafunkeii
a omegafunkcii na funkcie s redlnym modulom. Parameter zavedenych
II-funkeii je v3ak tieZ imaginarny, preto vykoname transformacie dzéta-
funkecii na funkcie s redlnym argumentom. Pri uhle precesie nahradime
dzétafunkcie eliptickymi integralmi prvého a druhého typu a pouZijeme
Legendreovu reladciu. PretoZze argumenty thétafunkeii v definiénych vy-
razoch omegafunkcii st komplexné konjugované ¢isla, uvazované omega-
funkcie su imaginarne hodnoty, v ktorych vystupuje cyklometricka funkcia
arctg s redlnym argumentom. Pomocou nekonec¢nych thétasuéinov vy-
jadrime omegafunkcie velmi rychlo konvergujucimi radmi. Uvedenymi
operaciami dostaneme vztahy pre Eulerove uhly v takej forme, v ktorej
sa mdzu pomerne l'ahko aj numericky vy¢islit.

V matematickom tvode odvodime potrebné transformicie a vyjadrenia
(rozvoje) Jacobiho transcendent druhého a tretiehe druhu; zavedieme
1I-funkcie a odvodime niektoré ich vlastnosti. V dalsej Casti prevedieme
rieSenie systému Eulerovych diferencidlnych rovnic Lagrangeovho tuhého
telesa o vysledky vyjadrime Jacobiho eliptickymi funkciami a transcen-
dentami druhého a tretieho druhu v tvare zavedenych II-funkecii. Nakoniec
uvedieme niektoré vysledky, ktoré vyplyvaju pre nutaciu, vlastna rotaciu
a precesiu upravou obecnych vztahov a vyrieSime konkrétny pripad
pohybu.

23



1. Jacobilio transeendenty druhého drubu (dzétafunkeie).

a) Definicie:
Definujme funkf:iv

vy «/ ) 601 (1, %)
Zy (0, %) =  log “*01(01@ ‘ 1\7) =70 108 On (0. %) = g 05
. K o 8 (0, %)
/ . . —_ __0dn -
ZOO \0, ®) = 10 8'Oo(c)K T) —dv IOg 900 (U, x> G UR x\ '
R\ 07, (v, %)
Zy (v.%) = lob Uy 21" 7:) T du log €y (v, %) = Oy (v, %) 7
I d 81, iv, %)
Zig (0, %) = - log (5 i 50) = 75 log 8 (0, %) = G207
v ktorych symboly ‘
9 v K’
w\ex i)
v K
3‘00(57(, e
v K’
8'11 2—12'7 i '() ’
v i
&IO(TM ‘ i()
znamenaju Jacobiho thétafunkeie
) , . N . .3
&01 (,j()’ T) =h 2(_ 1-.\/: . l:‘z:trlz . 01,.71 2/1;
= —o
Bop (. 7) = 2“’, STt g2,
00 A7 h=—wm ; '
. x i 1 0 .
Iy (2,7) = —i- J(— 1. o @iy, plae e,
h=—x
D iare
b (0,5 = S O et
argumentu xz = ,—;—{ modulu 7 = I.— kde K a K’ su konstanty periody

Jacobiho eliptickych funkeii (Gplné eliptické integraly prvého typu).

Funkeie Zy; (v, %), Zyg (0,%), Z1 (0,%) & Zyq (v, %) st Jacobiho dzétafunkcie
(transcendenty druhého druhu‘). Argument v a modul se tychto funkeif
mozu byt T'ubovolné ¢isla.

b) Transforméacia dzétafunkcii na tvar s redl-
nym modulom:

Ak je modul » imaginirne ¢islo x = ik, moZeme dzétafunkcie trans-
formoval na tvar s redlnym modulom, ked pouZijeme thétafunkcie s mo-
dulom zvéacésenym o 1. Tak dostaneme ‘ ‘

Fy o Ou(v,ik) __ 85 (v¥ k) _ _—
701”, %) - Z()l( k - 801(” lk) enoTU*,k) - ZOO (U 7]‘)' (171)
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, .. , , k
V tomto vyraze je novy argument v* = 2K* - 2, redlnvy modul i = __i,
y J ’ 5 7

I+ R
a konStanta periody K*, ktord patri k redlnemu modulu f.
Analogicky mame

s CH ?y ik jf 0, I *
Zulv, %) = Zulv, ik) = i = £SO RE 700 k) (1,2)
4

e "8y (vF k)

¢) Transformaciadzétafunkciinatvarsredlnym
argumentom:

Ak je argument v* ¢islo imaginarne v* = (@, moZeme previest trans-
forméciu na realny argument podla vztahu

Zo (ia ) = i - [ S ) e — Zn (3, K)]

cn (e, k') 2K

Pre dalsie dzétafunkcie dostaneme

Zoo lia, k) = Zgy (e + K, k) = [‘(oc — iK), ] =
= ?ﬁiﬁrf(f(i)_ﬁl%)ﬂh k) —i'1:§;<,(§]() i Ty (—a+ iK1 =
=i (/')(ad/l )(oc,k’) i U Zu(a ) =
=l g;;%??"a%"@:-/:) g (3‘;’,‘{2 dk’)(a Y i Zg (e ) =
= ik " (a;;)(-,kga M) S i Zoy (4, I);

Zy (la, k) = Zg (i, k) + (’”(lq‘ﬁéﬁ({o(jﬂ/.()m’m -
- ‘—_ﬁ?{?z?ad/?)qu —i % — i Zy (oK) — i sn (oc,dl?;ac/rtz ()oc W)
= —1: m(“":;‘;)(;’d,?/)(a’ . N,;o;\ — Ly (%, )5

Zig (i, ) = Zog (i, ) — SRR
_;.5n (oc,cl.’:;)(‘;illlj/()oc, Ky ;. -}“;(LK"/ i () — Q- szl(oc,cl;:l’zo;’(llyl;a,lc’) _
=—i g — i (k). .
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d) Sucty arozdiely dzétafunkeii:

Pouzitim odvodenych vysledkov vychadzaju vztahy
. i . gy eqap, sn(e KD en (oK)

i - cnfo, k) ~dn(e k) . = ne_

X

(@ k)
oo sy g ST K senqe B Loeno K dn (e )
Zpo (’“’I‘) le(la"‘) =ik dn (o, 1) 1 sn o h')

— 2 Ly (1, )

enje, K

= w i e ) (1.3)
SR g aqag L ST K) enfe i) . me
ZOO (la, II) ZOl (l»(. lx) =1k dn (o 1) — 1 YK T
. , .osne K cdn{e k) . n& .. ,
_— V4 v -_— * s o [ * . L i ==
i+ Zg (1) t en (e k) LY i L (e 1)
— sn(o k') cen{o K)o s k) - dn(ec KT
=R dn (e, )i’ t cnie k) i
e sn(e]
S l,. on (e, ltl) d (1)4)
. .o .o . enf{e, k) dnle k7 . nx
le (la, ]x) - ZlO (ll, /1) = — 1" Nfl(OC‘/x?’) — 1" _‘,A:}“:’} -
i Tl k) i i T (B = — [ ) dnje 1Y) g 5)
011%s B 2K K “01 %y ) snilo k) . v

e) Zavedenie eliptickyeh integrialov prvého a
druhého typu:

Ak v prvom vztahu pod d) nahradime dzétafunkeiu Z g, («, ') eliptickymi
integralmi

Zy (e ) = E (a, 1Y) —
@ potom pouZijeme Legendreovu relaciu

EK + EK — KK == |

dostaneme

o ) e 2 (i fe) = i fre . SO ) en e BTy e 1) e, 1Y)
Zoo(io, k) + Zyy (12, le) = 1k dn (e, Ji') ¢ sl i)

—‘2i-[E(oc,lc’)——on~(1 ~ )]

L
K
Zavedme oznacenie

_sn (k') = = sing,
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potom bude

N ¢
e do
= DR I I 2 .’
0[ V(_ ) (1 — kg2 0[ ‘,1 — e q]"ch (Cp, k ) ’ (176)

kde pre argument ¢ plati
¢ = arcsin [sn («, k')]. (1,7)

Na zaklade toho je uvazovany sudet
sn (e, F'Yen (e, k)

Zoo (i, k) + Zyy (i) = iz %0 OUEET
— - cnie 1’ xv_(ln o. / ST [E(:p,/.?') —F(cp,k’)~(1 _ ][i)] - (1,8)

Sl /.)

2. Jacohiho transcendenty treticho druhu (omegafunkeie).

a) Definicie:
Uvazujme funkecie

V= Lo Buln—u,%)

Son (100) = 08 g 1
N 1 () ,,(71———1),&)

’ Qoo [, 0,%) =~ log O0(n+ v,%)
0, (m— 1, %)

Quy (n.0,%) = %‘ *log CRCETR
patriace k Jacobiho transcendentam tretieho druhu (k omegafunkciam).
Argument 7 tychto funkeii, ich parameter v a modul = mézu byt ubo-
volné ¢isla.
b) ZviactSenie parametra funkcie @y o (K’
Zviadcsenim parametra v omegafunkeie Qq (7, v, %) 0 iK' dostaneme

— v — i K’
»m(i«”—",z)

i 1 5178 B
Qo (v + iK' %) = T log - - ML iR T
Yo | 7 YK L T
n_—v_
"‘l'l(r&m('?)l\,— ‘),1)_
o O”( N -
Jm< S -+ 5 ,T
n—1 ix (i{T_"_L) n—0
I e 2 jid 2 —
o log_[ O (»—_E-K T) e 1 | 8-11( K ,1)
=T T E sy STl
+ % "% nrrv
’ “’(n-ﬁ{]"") ) ”( 2K ’T)
. T . T
+l.)1\j——-l—~_—911(n704)+l 2K:i:l?. (2’1)



c) Transformacia omegafunkecii na tvar s redal-
nym modulom:

Ak je modul » ¢islo imaginirne » = ik, méZeme previest transformaciu
na modul realny, ked pouZijeme thétafunkcie s modulom zvic¢senym o 1.
Tak dostaneme pre prvu a tretiu omegafunkciu

Qou(n.v, ik) = élog OQaln—n,ik) _ 1 el Ouolto— v )

Ou(m—uv,ik) 2 U @g(wuv* k)
= Qoo (w, 0™, k) 5 (2,2)
Q 1 Ou(n—u,ik) ! e 8y, (10— v* k)
11 (’7:0 lk) = B 100 911(71—‘-0 I/;) = TIOg‘ zi ———— =
e e (w-vE k)
Q (w,v*, k (2,3)

V tychto vysledkoch je novy argument w=n1n-7Y1+ k* a novy para-

. . v , .
meter v* .= 2K* -z, kde je =z = SR realny modul je k = —=—=
a konstanta periody K*, patriaca k readlnemu modulu £

d) Vyjadrenie omegafunkcii konvergentnymi
radmi:
.
Ked je parameter v* imaginéarne ¢islo v* = {a, uvazované omegafunkcie
maji pre redlny argument w charakter cyklometrickej funkcie arctg.
Podla definicie je

9 w—ia
.oy ] O (w—ia) 1 0\ 2K
oo (w: e, k) = 5 +log g ey = 710w (w+,a :
Yoo QK

F .
ked modul © thétafunkcie &Oo(w)]'“-,r) nevyvznadime a ked konstanta

periody K patri k reAlnemu modulu k.

Vyjadrenim prislugnych thétafunkeii v defini¢nych vztahoch pre posledné -
dve omegafunkecie nekoneénymi suc¢inmi dostaneme

K

&00(”::“) - f;11(1 — M- H 14" 22 f#h T cos T‘,_'L’f;‘j,"“,)) —
T | 4h—2 e TW T
H1[1 +q +24 (tos 7 cosh oF +

+ ¢ -sin T—;\ - sinh = K )] =h1=11(1 — qZh) (1 +q th-2

DY S il e 2 sin T L sinh ) -
+2q cos = K - cosh o TioRq sin == - sink 7
ed 0 .
=T0(1 —¢*) -TMp(h)- %™,
h=1 h=1

28



podobné je
*00(-")=n(i-")-n,(/)-.--",

kde p(/j) znamend absolutnu hodnotu jednotlivych Cinitdov nekonecného

sucinu, zdavisld od produkcéného cisla 4 a cpi/i) su ich amplitudy, pre ktoré
plati

23 * sm-"r-sin &
<p() = aretg
1

ke 3k - ™
Lo -8, 0,2»-1.

cos

™
ccos /

Pouzitim tychto vysledkov vychadza

26 ’Sin-;;;'sin/z-r--
iz,, (t/j, ia, fc) = i * 2aretg —

> =1 1, 47 —2 1 v 2h— 1 tfi? . Tla
1+ ( + 202 - COS-—+COS/?—
Parameter g thétafunkcii v odvodenom sucte je
K
g=e @ x. >,4)
Hiakolko modul fc je Cislo redlné, parameter g je tieZ redlny
Analogicky mdme
w—i%\ '
iz,(to, ia,/5) = —dog "1"WIF) __
M 2A)
21/« sin nm -4y« n Pl/o-c»»
Tr"Og .
4 : 4'
2a> ’—Sin——.l-[——(‘j—-—/?)° I (1 —=9°%)- 1i ,(/7)-e-""
I — za) sin Tt(/}— za)
_ | sm 2A LR 2iy(ft) 1 lo 2K
—0% ity L, e N
Sill sin
2A
+ i-2> (/i).
=i
Pre prvy c¢len po pfevedeni goniometrickej funkcie suctov na sucet
iujikcii
n{w-\-ia.) . I Kw ., e —pg._,Ti®
SN sm -5 cgﬁh 21& 1 cosy IAEHIZIA& H-e
& po logaritmovani bude
iZf[lW — za) .
1., R+ ¢e"!
log 2A = T1-f0§; e, ES
a sni B-c
2A
t . , r , ma) , , i«

= -1 « arctgjcotg”.tg/i-"j .
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2
Pre urcenie druhého ¢lena mame

(w zu) 4n
K +q =

o 2k
1 —2qg"¢cos

417 2h T Ta . 2h . T . T
=1+¢"—2¢"-cosrrcosh—z —i-2q " +sinzsinh = .

z ¢oho je

¢(h) = arctg T
[—}—q ‘(] -((hT-t_(h/I e

Spojenim tychto vysledkov vychadza

Q(w,ia, k) = — i -arctg [cotgﬂf—l;;.- teh T—;‘] +
— 24 sin —'—:;g»‘-sinh ;;?
+i-3arctg —— O o na
h=1 1_’_[/471 :q-h.(“‘ 7\__ C").\'/l~j;_

e) Vyrazy pre sucet a rozdiel omegafunkeciir
Utvorme vyraz pre sucet a rozdiel uvaZzovanych dvoch omegafunkeii.

Sucet je

Qoo (w, ta, i) + @ (w, i, k) = care tg [cotg o5 beh ?z] +
® (— 1)"'_1 q +sin wéf—umlz ]‘“
+ i . 2 arctg [ Tru., - - na S N . ('37‘:—}
h=1 (_ 1)h—1.~3 flh-(_‘ﬂ.\' ]‘:'(")\’I "1_" ] 1../(
Pre rozdiel dostaneme
. . 1 dn(w—ia,kj | sn(w—ia k)
Q L. h') — Q )] = — e e —_— =
oo (10 19, ) n(w, io, k) 7 108 n (w—+ o,k 2 log sn (w4 ia )
dn(w—iak) sn(w—ra k) .
1 lo sn(w—ute k) 1 ] dn(u-——l'a ) i i
T2 an (e k) T TR e ey T
sn(w+ fa, k) ({n(zv—rla k) ‘

en(w—+ K —iak)

__i 1 (ym(w——iac—}-K,k}______l_ﬂlO -
- 2 T en(wia+ K k) T 2 g en(w+ K +ia k)
_ 1 cen(w-++ K)-cn(a, k') 4i-sn(w—+ K) cdn(wH-K) - sn (o, k) - dn(a k')
- 2 Sen(w-+ K)-en(ak’)—i-sn(w~+ K)-dn(w—+ K) - sn(a, k) - dno, ')
— —i-arctg sn(w—#—]s k) -dn(w— K. k) -sn(a, ') dn(a k)
- o en(w—+ K, k) - cn{a, k) -
. sn(a, k') - dn(a, k') - en (w, k) 5 @y
= L aretg e e < i by (2,6
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f) Derivacie omegafunkcii:
Derivovanim omegafunkeii podla argumentu w dostavame
, . 1 (w—io k)@ ,
90w, 2, k) = [ log g2 | = - [log Oy (0 — iy ) —

(
9, Mw 4 da, g
O (w i k)

_1_ 00, (w— ie, k)
2 On(w—iak)

B —1’— [log®y (w + ia. k)]'®™ =

1
N

- %‘Zo (w — o k) — - Zoy (w0 + i, ) 5 (2,7)
Qoo™ (w, ia, k) = 5 [log 9::‘(?;; Z: i:))] CH %'[bg@oo(w — fa, k)] —

1 . . 1 05 (w— 1 (%)
5+ [log By (w + i, k)]'®) = -+ 752 (w—iok) 1 80f(w+ia k)

2 By (w— ia, k) 2 @p(wt ia k)

Zog(w — i, k) — 5 Zog(w + i, k) ; (2,8)

] =

' (o . 1 O (w—ial)]'@ 1 R
QL (w, ia, k) = ?-[log o] = e [log 8 (w — i 1)) —

! Qll(w)(zl)— i, k) 1 85,0 (w-ia, k)

A e e —

20y (w— i, k) 2 Op (W k)

o % [log 8y (w + ia, k)]0 =

=g Zyy (0 — i, k) — o+ Zyg (w0 + i, ) (2,9)

Utvorme dalej stucet ‘a rozdiel tychto derivacii
Qoo™ (w, ta, k) + Q@ (w, i, k) =
= b+ [{Zog (0 — i ) — Zoo(w + i, )} & {Zuy (10 — i, k) — Zoy (w0 + i, )]
Pre zvlastne hodnoty argumentu w vychadza

[Qoo® (w0, fet, k) £ Quu (w0, it k)] = — [Zoo (i, k) & Zu(io, k)] 5 (2,10)

[Qoe™ (w, ta, k) 4- QL (w, i, k)] = — [Zg (o, k) 4 Zyg (i, k)] (2,11)
w = I

3. II-funkeic.
a) Definicie:

Podl'a Jacobiho oznadenia
Doy (nv,%) =2 Zg(0,%) + Ly (n,0,%)
zavedme funkcie
oo (1, v, %) :71'200(?»”'> + Qo (m,v,%) ; (3,1)
Oy (m,0,%) =0 Zyy (v,%) + Ry (1,0, %) . (3,2)
Argument 7, parameter v a modul » tychto funkeii mo#u byt Tubovolné

¢isla.
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b) Transformacia ly-funkcie zvacsenim jej para-
metra o iK":

Ak sa zviacsi parameter Il ,-funkeie o hodnotu { K, bude na zaklade (2,1
01 ] )

Moy (1,0 + iK', %) = 1 Zog (0 + iK' )+ Qua (1,0 + iK', %) =
=1 Zu(v,%) — i S+ Qunow) +i- Jp it =
=n" Zu(l),'l.> + Qll(ne U,'X.) i— i% = Hn('fis U’X) i i‘_’;' . (393)

c) Transformacia IHI-funkcii na tvar s realnym
modulom: v
Nech je argument 7% ¢islo redlne, parameter v a modul » = ik nech su
imaginarne c¢isla.
Pouzitim vysledkov (1,1); (1,2); (2,2) a (2,3) pre transformdciu imagi-
narneho modulu dzétafunkeii a omegafunkeii dostaneme
HOI(’% v, ll—t) - 1100(71*7 Utv k) = HOO(w7 l)*, ")7 (374)
Wy (n, 0, ik) = Uy (17, 07, k) = Iy (w, 07, k). (3,9)
Novy argument 7* = w, parameter v* a realny modul k su rovnako defi-
nované, ako pri transformdéciach dzétafunkeii a omegafunkeii.
d) Derivicie H-funkecii:
Derivacie II-funkcii podla argumentu w budG vzhladom na vysledky
2.7); (2,8) a (2,9)
O™ (w, ia, k) =
— Zglio, k) + = Zg(w — ia k) — = Zoy(w + ia, k);
g (w, ia, k) =
. 1 .
= Zy(ix, k) + o) Lgo(w — ia, k) —
@ (w, ta, k) =
= Zulia, k) + 5 Zy(w — i, k) — + Zy(w + ia, k).
Sucet a rozdiel tychto vyrazov je
5™ (w, i, k) 4+ U0 (w, i, k) = [Zgg(i, k) + Zyy (e, k)] 4
1 . . 1 . ; .
+ 5 Zoo(w —ia k) £ 2y (w—ia k)] — < [Zoo(w + ia, k) 4+ Zn (w0 + ia, k)].
Pre $pecidlne hodnoty argumentu w vychadzaja z nich v suhlase s (2,10)
a (2,11) vysledky
(Moo (w, i, k) 4= M (w, ia, k)] = 0; (3,6)

w=0

Lz 4 ia, k);

*)
&

= [Zoolia, k) — Zoy(in, k)] =& [Zyy (i%, k) — Zao(iw, K)].
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Ked pouzijeme vztahy (1,4) a (1,b), bude
Moot (w, i, k) £ T (w, ia, k)]

w=K

. sn (e, k') . enio, k') -dne, k)
ik cn (&, k') dn (e, k') +1 n(o, k') . (3a7)

e) Vyjadrenie Ily-funkcie v tvare integralu:
Na zaklade relcie

” 1 1

Zoa(v,%) + 5 Za(n—0,%) — 5 - Zan+v,2) =

x2-sn(v,%) - en (v,%) - dn (v, %) -sn®(q,%) _
1 —%2-sn% (v, %) - sn (1,%) N

= H('u(")("l» v, X.)

integrovanim dostaneme

7
[ x2-sn(v,x)-cn(v,w)-dn(v,%) - sn®(q,%) * dn
T (7, 0, ) ‘—of I — 2. sn2 (v, %) * sn% (n,%) ’
z ¢oho je

n
%x2-sn2(v, %) - sn?(q, %) -dn
1—x2-sn?(v,x) - sn%(n, %)

sn (v, %)

= o, dn () Dou(h V%) (3,8)

4. Riesenie Eulerovho diferencialneho systému.

a) Definicie:

Lagrangeovo tuhé teleso spliuje podmienky:

a) jeden bod telesa, leziaci mimo hmotného stredu telesa, je pevny;

B) elipsoid zotrvacnosti telesa so stredom v pevnom bode telesa je
rotaény s polovou osou prechadzajiicou hmotnym stredom telesa;

Y) teleso sa roztoci okolo tejto polovej osi v homogennom silovom poli.

Zavedme v priestore pevny ortogonialny pravotodivy systém osi siradnic
(z, y,z) s jednotkovymi vektormi (i, ], k), a s telesom pevne spojeny
ortogondlny pravotocivy systém (z',y’,z’) s jednotkovymi vektormi
(¢, ], k') tak, aby spolo¢ny poc¢iatok obidvoch sustav bol v pevnom bode
telesa.

Hmotny stred telesa nech je na osi z’, vo vzdialenosti s od pevného bodu
telesa.

Os z pevného systému osi s@radnic zvolme tak, aby bolo k = — g°
kde g° je jednotkovy vektor intenzity daného silového pola. Ak je hmota
telesa m a intenzita silového pola g, hybna sila mg, u¢inkujica na teleso,
posobi momentom sily

M =:[sk', — mgk]



v smere priesecnice rovin (z, y) a (z, y’), ktora je uzlovou priamkou telesa,
danou jednotkovym vektorom
iy=1%-cos¢p — [ -sing =17-cos@ - j-sino,

kde ¢, o, (¥) st Eulerove uhly.

b) Kinematické rovnice:

Pohyb Lagrangeovho tuhého telesa je rota¢ny okolo okamzitej osi
otacania, prechadzajucej pevnym bodom telesa, danej vektorom okamzitej
uhlovej rychlosti o, ¢asove premennym v telese i v priestore. Vektor w
modzZeme vyjadrit anholonomnymi slozkami v systéme (z’, y’,z’) v tvare

O=p- i +qj+rF
alebo holonomnymi Eulerovymi slozkami rychlosti v tvare
® = (¥ + k) 4 ¢F = (Y cosi + Fsingj 4 oF) 4 ¢k =
= (Y cosgi’ — dsing)’ + ¢k) + ok.
Cast v zatvorke je premenny vektor v systéme (z, y, z) resp. (z', y’, z').
Porovnanim obidvoch vyjadreni
pi' 4+ qi" + rk’ = $cospi 4 ¥singj + ok + ¢k
vychadzaji kinematické rovnice
p = ¢ -sind - sing 4 & - cosg;
q = ¢ -sind - cosp — & - sing; (4,1)
r=o-cos¥ + ¢;
alebo tiez

0 — prsing - g-cosg
L sind

¢=r — (p-sing + q - cose) - cotg;
§ = p-cosp — ¢ sing.
c) Eulerov diferencidlny systém:
Eulerov systém diferencialnych rovnic pre Lagrangeovo tuhé teleso je

A-p+(C—A) q-r=mgs-sind - cosy;

A-q+(A—C)-r-p= —mgs-sind - sing;

C-r=20,
kde A a C st hlavné momenty zotrvacnosti telesa vzhladom na osi jeho
elipsoidu zotrvacnosti, ktorého stred je v pevnom bode telesa.

Z tretej rovnice je
C - r = konét.,

teda r = r, = konst. Rotac¢na rychlost (relativna) r okolo osi z’, pevnej
v telese, a nasledkom toho aj slozka momentu hybnosti G,, v smere osi z’
st hodnoty stale.
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d) Eulerove slozky rychlosti:

Nasobme prva Eulerovu rovnicu hodnotou p, druhu hodnotou q a. séi-

tajme ich, dostaneme _
A-(pp + qf) = mgs - sind - (p - cosp — ¢ - sing) = mgs - sin$ - &,
z tohto vztahu integrovanim méame
LA -(p?+ ¢®) = — mgs - cosV 4 ¢y,
kde ¢, je integraénd konstanta. ‘

Pre pociato¢ny stav pohybu (I = 0) pri uhlovej rychlosti ®, = 7, je
Po = ¢o = 0; v dosledku toho konStanta ¢, je ¢; = mgs - cos ¥, kde ¥,
je uhol medzi osami z a z’ na zadiatku pohybu.

Ked sé¢itame druhé mocniny prvych dvoch kinematickych rovnic (4,1),
vychadza

P24 = $2 + sin2d - ®2;
na zadklade toho je
A - (§2 + sin2d - @2) = 2¢; — 2 mgs - cos. (4,2)

Moment sily M je kolmy na os z, preto je jeho slozka v smere osi z:
M, =0 a v dosledku toho je slozka momentu hybnosti G v smere osi
z konstantna

Gl =A-p- (7 B +A-q(F B +Cory (F-F) =
=A-p-sind-sing + A - q-sind-cogp 4+ C - ry - cosd = konst. = c,.

Pre pociatoény stav pohybu ( = 0) je p, = ¢, = 0, preto plati ¢, =
= C - ry - cosd,.

Z kinematickej rovnice (4,1) pre ¢ je

p - sing + q - cose = sind - @,
resp.
A -sind - (p - sing + ¢ - cosp) = A - sin?d - .

Porovnanim tohto vyrazu so vzlahom pre slozku momentu hybnosti G,
mame

A -sin?d - =cy, — C-ry - cost. (4,3)
Vylucenim hodnoty ¢ z relacii (4,2) a (4,3) bude
§2 - sin29 = sin29 - (@ — a - cosd) — (B — b - cos ¥,

kde konstanty «, a, §, b su

a=22 a=208, (4,4)
B = —%; b == -"“ngo . (4’5)

Vzhladom na vyrazy
¢, = mgs - cosdy, ¢y = Cry-cosdy je a=aqa-cosd, pf==>b-cosd,.
Zavedme substituciu

cos¥ = u, (4,6)
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takze je
— sind - § = 4,
dostaneme
2= (1 —u?)-(« —au) — (§ —bu)
Z rovnice (4,3) mame

- __B—bu __, uy—u

g=blu_p. m—t (4,7)
a z tretieho vztahu (4,1) vzhlfadom na r = r, vychadza

p=ry—b-u- 22 (4,8)

I—u?’
ked sme zaviedli oznacenie cos¥y = u,.
Kedze je vyraz pre u? treticho stupiia, cos % = u je eliptickou funkciou
¢asu. Oznaéme ho
= (1l —u?) - (@ — au) — (B — bupP=f(u). (4,9)

e) Rozbor funkcie (4,9):
Prepisme funkciu f(u) do tvaru

)
flu) = (1 — uz;

~a- (costy — u) — b2 (costy — u)? =
=(1—u?-a-(uyy—u) —b-(uyy —upP=
= (uy —u)-[a-(1 — u?) — b2 (u, — u)l

Hodnota u; = cos®, je nulovym bodom funkcie f(u), preto mdzeme
pisat
f(u) = (4, — u) - ¢(u),
kde g¢(u) je kvadraticky trojélen
g(u) = — au? + b%u — (b?u, — a). (4,10)

Rie$enim rovnice g(u) = 0 vychadza

b2 + Vbt — 4abu, + 42
2a ’

Uge =
Diskriminant tejto rovnice
D = b* — 4ab?u, + 4a*
je najmensi pre u; = 1. Vtedy je
Dy = (b* — 2a)2 20,
kedze je a > 0. Preto plati obecne
D=0

a rovnica g(u) = 0 ma dva redlne korene.

Funkcia f(u) mé teda tri realne nulové body. Je racionalnou celistvou
funkciou tretieho stupna s kladnym koeficientom a > 0 kubického ¢lena.
Preto pre argument u rastaci od — o do + « sa menia hodnoty funkcie f(u)
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od — odo + . V bodoch u = 4 1 je funkcia f(u) zépornd (pripadne sa
rovna nule, ak by sme pripustili hodnoty u; = 4 1)
[f (u)] = — b (g —uP <0.
1

=z
KedzZe pre u = u; ma f(u) nulovy bod
[fw)] =0
a v tomto bode je jej derivacia zapornej hodnoty (alebo sa rovna nule,
ak by bolo.u; = + 1)
[f (u)] = — a-sin?¥, < 0,
v intervale (—1; +1) leZia jej dva nulové body, o ktorych plati u; > u,.
Treti nulovy bod uj leZi mimo intervalu <—1; 41>.
"~ Pre u; > 0 st hodnoty u, zaporné u, < 0, alebo sa rovnaju nule u, = 0,
ak je absolatny ¢len rovnice g(u) = 0 zaporny a > b%u,, resp. rovny nule
a = b?u;. Ak je absolutny ¢len rovnice g¢(u) =0 kladny a < b2y, su
hodnoty u, kladné u, > 0. Pre u, = 0 je absolutny ¢len rovnice g(u) = 0
vidy zaporny. V désledku vztahu u, < u, je potom aj hodnota u, zaporna.

fy Vztahy medzi korefimi rovnice f(u) =0:
Upravenim vyrazu f(u) dostaneme
flu)=010 —u)-a-(y —u) =6 (4 —up =
=au® — (b* + ayy) - u®2 4+ (Rb%u; — a) - u — u, - (b*uy — a).
Pre rovnicu f(u) = 0 z toho vychadza

u’ ——(~bai—l—ul)-u2—{—(,‘Z'L::—-u,‘—1)-u———ul-(b2 -ul-—l)z().

a

Zakladné symetrické funkcie korefiov tejto rovnice su

b2
up + up +uy =+,
b2
ul-uz—}—ul-u3+112-u3=2-—&—-u1——1,
I)?.
ul-uz-u3:u1-(3—-ul—l).
Z nich dostavame
b2
u3+ Ug = a’ (4711)
Uy~ Uy + Uy - Uy — Uy Uy =1,
b2
Ug - Uy = —-uy — 1. (4,12)

a
Pomocou tychto vysledkov mdZeme odvodit vztahy
(1 4+ uy) - (1 —uy) = (uy — up) - (U3 — uy); (4,13)
(1 4 ug) - (1 —uy) = (uy — uy) - (ug + uy); (4,14)
(s + 1) - (us —1) = (us — wy) - (uy + uy);



(14 uy) (1 — ug) (uy + 1) - (uy — uy);
(1 — ) (1 4 up) = (ug — 1) - (uy — uy);
(14 uy) - (ug — 1) = (1 + ) - (ug — uy);
(1 —uy) - (ug + 1) = (1 —uy) - (ug — uy);
(1 + uy) - (uy + 1) = (1 4 uy) + (us + uy);
(1 — up) * (ug — 1) = (1 — wy) - (uy + uy).
Z relacie ug 4 u, = l)ai > 0 vyplyva
us > — Uy.

(4,15)

(4,16)
(4,17)
(4,18)

Pre zaporné hodnoty u, je —us > 0, preto je u; > 0. Pre kladné hod-

noty u, je uy < 1, —uy > —~ 1, tedy je uz > — 1.
Treti nulovy bod u, funkeie f(u) Je podla toho vidy ug > 1.

g) Riefenie diferencidlnej rovnice a2 = f(u):

Rozlozme vyraz f(u) na prvodcinitelov

flu) =a-(u—u)(u—up)-(u—Ug) =a-(u —u) (u—uy): (ug—u).

Zavedme substituciu v

ul—u=(u1—u2)-52.
Pre E=0je u=u;; pre E =1 je u=u,.
Dalej mame

u—uy=(uy — uy) — (4, — u) = (4, —uy) — (u, —uy) - B =

= (u; — up) - (1 — B);

ug —u = (ug — uy) + (w4, —u) = (uzg — uy) + (4, — u,) - 82 =

— - U, — u,
= (uy — w)-[1 + B tupe),
Na zaklade tychto vztahov je
f(u) = q- (ul — u2)2 . (u3 — ul) . 62 . (1 S EZ) (I + Il] uz EZ)
Derivovanim vyrazu u; — u = (u; — u,) - § vychadza

— U= (u; — uy) - 2E-E.
Pomocou odvodenych vysledkov je

: 1
B = e = T (e —w) (1 — &) (1 — B,

ked sme zaviedli oznadenie

Dalou ﬁpravou mame

d§
a —ll di:
Tofal —w) fi—8 (1—%-8°

Tento vyraz Je Legendreov ellptlcky diferencial, z ktorého vyplyva

»5”‘8’1[ Va (ug — uy) l,x].
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Modul % je imaginarne c¢islo

A =1 Vil’;—lz

Komplementarny modul %" je Cislo realne

9 = VU-; — uz
Vu, — uy

vacsie ako 1.
Na zaklade zavedenej substiticie u; — u = (u; — u,) - £ pre u je

u=u; — (4 — uy) -snz[-;— Va (ug — uy) - §; x].

h) Transforméacia imaginirneho modulu vo vy-
raze pre u:

Prevedme transformaciu imaginarneho modulu

T Vu, — uz
k=q1.-2 "2
i —
na modul realny
k = k = V;ll — ll; . 1 =
Vl + I‘EZ Vll — Uu u, — u
3 1 Vl + uz — uj
_Vu,— Uy, Vu,—u, _ Vu,— u, 1,
V= Va— o Va—u, (4,19)
dostaneme
0= ) 2| s ) 1],
resp. po malej uprave
u=u Uu; — U,
= u; — .
ane [ Va (= )5 1] (4,20)

Pre c¢as I =0 je u = u,; ak sa argument funkcie dn rovna hodnote
konstanty periody K Jacobiho eliptickych funkeii, je u = u,.
Komplementarny modul k' ma hodnotu

N =Ty (4,21)

Vug — u,

Odvodeny vysledok (4,20) prepisme do tvaru

— Uy — iy
U= Us = Gnt(w k)’
z ktorého je
dn2(w, k) = B, (4,22)
3
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Dalej mame
k2-sn2(w, k) =1 —dn?*(w, k) =

—1 us,—u,  uy—u
uy— u  ug—u’
z Coho vyplyva
uy — u Ug — U
sn(w, k) = =2 .3 23 (4,23)

Ug— u Uy — Uy’
cn?(w. k) =1 —sn?(w, k) =

] U Uy U
U, — u Uy — U,
Us — U u—u
e (4,24)

Uy — U Uy — Uy
chy Uprava vyrazu (4,7):

Vo vyraze (4,7) pre ¢ rozlozme posledného ¢initela na parcidlne zlomky,
potom bude

Pre menovatelov je

Lu=(1+u) — (1 —uy) 8 =

_ = (L+u)-[t — P, (4,25)
l —u=(1—u)+ (4 —u,) 8=
= (1 —w)-[t + =28 (4,26)

Dosadenim do vyrazu pre ¢ méme

v

. b fuy—u ul——u]_
?=3 [1+u+ =

— b (uy — u,) - § + (uy — u,) - E2 )
i AR FE u—mwb+%5%4ﬂ

Substituciami

u, — u, 2. o2

t. S "2 Ly, %

1 u, sn ( 1) )7
u —u 2 2
Ty, = e (g, %)

prejde vyraz pre ¢ do tvaru

&—l[*“WWM%MWJ) ﬂwﬂmwwﬂMﬂ]
Y )

2" 1 —%%-sn? (&, %) sn(m, %) - L — »%-sn% (o, %) sn*(n, %
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Vzhladom na relaciu

I
. Va (u;— u,)
Jje
dtp= b .[uz-snz(o&l,x)-snz(n,x)-dn__x2~sn2(a2,x)-sn2(n,u)-dn
Va(us— u,) Ll—2*-sn¥(@, %) sn(m, )  L—x*-snt (%) sn(n, %)}’

i) RieSenie diferencidalnej rovnice (4,7):
Integrovanim méame

~dng,

” ]
©= b [ FxZ-sn? (e, ®)sn2(n, %) -dy . %2+ s n2 (g, ) * N2 (M, %)
14

a(u;—uy)

z ¢oho na zaklade (3,8) je

1—%2-sn2 (o), %) sn?(n, %) 1—%%-8n2(wy, %) 8502 (N, %
0 0

b s n( e, %) S (%5, %)
?= Va(u,— uy) [cn (g, %) dnfe, % HOl(malv ) cn(az,,).dn(%,x)'Hox(")»“z#)]»
u; —u . ‘ - u, —u
Ak do wvztahu mﬁ sn?(oy, %) dosadime x? = — l—;;_-—i,
U, —u
dostaneme sn(o, x) = — 1T u: .
Analogicky mame z relacie %‘—_:5— = — %2 sn2(a,, %),
1
us; —u
sn?(ag, %) = 37— ull .
Z tychto hodnot dalej vychadza
u __us+ 1,

an(al,x):]."—‘snz(“l, )_1+l+u1~1+u1’

1_"1_u2_1+112.

l4u 14w’

dn?(e, x) =1 — %x2-sn?(ay, x) =

— U u; — 1,

cn?(ag, %) = 1 — sn?(a,, )—l—l—ulz_l—-ul’
o —u 1 —u, .
dn2(ay, %) =1 — %2 - sn?(ay, %) = 1 + 1——u12= l——uf’
takze je
Vu, — u;
sn(a =1 ;
(11 ) V1+U1 1
Vus+ 1
cn (o, ®) = ;
(ly ) m ’
dn(a, %) = ¥i _‘t_‘i{_ ‘
V14 u
Vu';_ul
SN (xy, ) = —_—
(21 ) Vl—lll !
. Vu,— 1
%) =1 e ;
cn (ag, %) el
1 —u,
dn (a =
(21 ) Vl-—-u,
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Pouzitim odvodenych vzfahov mame
o Vug—uy V1w V14 uy

sn (ay, %) _
cn (ay, %) -dn (ay, %) Y1+ u,-Vug+ 1-V1 F uy
. Yus+ my - V1 + 44
=1
Vug+ 1-¥1 + u,

Vzhladom na (4,17) a (4,11) konecne je

sn (e, ) _'.}/u—a_ul _'_Va(u3_7&3
enlandn on) ' Ya w6 (4,27)

Podobne dostaneme
sn (a,, %)  Vug—u VI —uy V1l — oy
cn (wy, %) - dn («,, %) Vl—u:-i-}’u:,—l'}/l—uz’

z Coho vzhladom na (4,18) a (4,11) je
. Vuy—uy .'Va(ua—u,)' (4,28)

sn (agy, %) . -
b

cn (%, %) dn (ay, x) Vu, + u,
Dosadenim tychto hodnét do vyrazu pre ¢ dostaneme
¢ =1 [H(]l (7)7 &y, ‘K.) + HOI ("2, &g, M’)]

j) Uprava vyrazu pre ¢:

Utvorme suéin
X2 sn? (og, n) - sn? (ag, x) = — AT U) T ) Mt
b 2 u; — uy 1+ u, 1—u

_ (uy — uy) = (U — ) -1
(14 w)-(1—w)
ked sme vzali do Gvahy vztah (4,13).
Z tohto sucinu vyplyva, Ze je
ay =, + 1K',

?

Vzhladom na (3,3) potom je
b =1y (0, 0,2%) + gy (0,0 + (K, %)] =
=1 '[Hm (ny @y, ) + My (n, 2, ) £ - ;]

Modul = je v pouZitych II-funkciach imaginarny. Transforméaciami podla
(3,4) a (3,0) prejde modul » = ik v redlnu hodnotu

k Vi, — u,
k= = == % L
}/l + K2 Vug— u, <5

a pre ¢ dostaneme

b =i [no0 (w, i, k) + T, (w, ia, k) + i g] (4,29)
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Argument w po transformécii je definovany vyrazom

w=7n"=79-y1+5 = i Va(ug — uy) - g Yutm

Vu — u.

= 1 Yaluy —uy) - L. (4,30)

Parameter ia je imaginarne c¢islo. Pre povodny parameter «; je

_1+u
dn? (aly %) - km .
Transformaciou na realny modul prejde «; v hodnotu ia, pre ktora plati

1 14y
dn? (ia, k) = e = T 5,

Z toho dalej mame
k?-sn?(ia, k) =1 — dn?(ia, k) =

_ __1_+u1__u1‘“”2
o I+ u, 14+ u?
resp.
2 (7 — _WL—u, uy—u, = U — U
sn® (i k) 14+ u, u —u, 14 u,’
koneéne ‘
cn? (ia, k) :1——sn2(ioc k) =
1
=1 U u; + .
+ l—}—u2 1+ u,

Jacobiho 1mag1narna transformacia prevedie parameter iz na realnu
hodnotu «, ak pouZijeme namiesto modulu k& komplementarny modul k'
Tak dostaneme

AN (% N S|
cn(ia, k) = ira = en(w#)
z ¢oho je
n_ T+ u
en (@, k) = == “ (4,31)
a dalej
— 2 _~1—|—u2=Yu3—u2 7
nla, k) =T — on* (& &) =)/1 =Tt ua)
dn (o, k') =T — % smifa, &) = |/1 — & — u3+”;_
_ 1] _ta—uw _ Vit
=1 B (4,33)

V tychto relaciach je argument a definovany vyrazom (1,6).



k) Uprava vyrazu (4,8):

V rovnici (4,8) rozkladom

*L___‘_,.[;_ 1 ]
l— w2 l-+u 1 —u

. b U, — u u— u
CPZI‘O+;2"[I . | ]

bude

1+ u 1—u
Ked dosadime za menovatelov vztahy (4,25) a (4,26) mame

o =ry + I:T (u izu . (ul—uu) fu‘, .

Substituciami

s[4 VAl =] 1] = et

Uy — U, 2 2
——— = K% SNh° (0, K),
l+u1 (b )’
u,— u

1 2 _ —7.2'8112(%., x)
1 —u =

prejde vyraz pre ¢ do tvaru

4’:"04“.3“[ uz-snz(?,,u%sn?(:q,u) + %2+ 512 (ay, %)+ s N2 (N, %) ]

I —%2-sn% (e, %) sn2{n, ») I —%2-sn?(ay, %) sn% (%)

Vzhladom na vztah

2-dy
di = ————
. Ya(u — U
Je
. b x2-sn? (a, %) - sn? (1, %) - dn
dy =l + et [ i

4 Ersn® (o, %) 150 (q, %) - dﬂ]
I —%2-8n2 (ay,%) - sn2(n, x|

I) Rie§enie diferencidlnej rovnice (4,8):

Integrovanim bude

°P=ro't+—b—— [ 'xz snz(al ‘K) snz(n,x) d']_*_

Va (u, — uy) J 1 — %2 sn2 (e, %) sn2(n,

%2+ sn2 (ay, ®) SN2 (N, %) * dy
+f : ) dn)

1 — %2-sn?( ccz, %) sn?(n, %)

z ¢oho na zaklade (3,8) je

—_ . b . Sn(“lv ) .
v =t = e i g Ton (b )+

+ . Sn)(i“:i’:)(az’ ,‘) : Hm("b Xz, x’)]

cn (e, %
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Dosadenim hodnét (4,27) a (4,28) bude
o =ro- &+ i My a, %) — g (n, @, )]
Vzhladom na relaciu a, = a; 4 (K’ podla (3,3) je dalej
@ =ro-1 4 i [Ty(m o, %) — Uy (g, + iK' )] =
— ot 4 i [ (m, o, %) — Ty (o, 0, %) F i - 5
Modul =« je imaginérr;gﬂgli. Transformaciou podla (3,4) a (3,5) prejde
Uy — U,

Us; — U,

o =ro- L+ iU (w, ia, k) — Iy (w, i, k) F i %] (4,34)

v realnu hodnotu k = , a pre ¢ dostaneme

Argument w je definovany vztahom

w = ’i‘: ° Va(U3 - U2) * t;

parameter ia je imaginarne ¢islo, pre ktoré je

sn? (i, k) = — Ss

14+ u,”
Pre hodnotu « plati (4,32)

’ Vus — U,
sn(a, k') = === ,
( ) Vus+ 1
takze je definovana vyrazom (1,6).

m) Vysledky:

Rovnice (4,20) v spojeni s (4,6), dalej (4,29) a (4,34) uréuja Eulerove
uhly; s rieSenim Eulerovho diferencialneho systému Lagrangeovho tuhého
telesa.

Uhol ¥ popisuje nutaény pohyb telesa; ¢ je uhol vlastnej rotacie a ¢ je
uhol precesie.

Ak urtime pre dany ¢as ¢ Eulerove uhly &, ¢ a rychlost & nutécie (5,3)
a precesie ¢ (4,7), moZeme z kinematickych rovnic (4,1) vypodéitat rychlosti
p a q. Rota¢na rychlost r = r, je konstantna; rovné sa pociatoénej uhlovej
rychlosti telesa.

Eulerove uhly ¢, ¢, ¢ a vektor okamzitej, uhlovej rychlosti w uréuju
polohu a pohybovy stav telesa v danom case.

5. Nutéacia.
Rovnica (4,20) popisuje nutaciu telesa. Pre periédu tohto pohybu vy-
plyva z nej
T— 4K
Va (ug— uy)

(,1)
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Pre ¢as 1 =0 je u = uy; v Case 1 = ?,'»je u = u, Pre as I = Z a
3T .
1= Je
[w],_z =[] _sr = us —Yus —wy - Yuy —uy. (5,2)
4 4

Pre nuta¢ny pohyb v jednotlivych Stvrtinich periody vychadza
u, —ur < ur __ Uar
0 P

u, — ugr < Usr __ o,
0 T
V prvej a poslednej Stvrtine periody je priemernd rychlost nutacie
mensia ako v druhej a tretej Stvrtine.
Uhlovt rychlost ¢ nutaéného pohybu uréuje vztah

§ — Va - (u, — u)f(_?‘jruz) (uy — u) ) (5,3)
V1 — a2

6. Vlastna rotaeia.

Vlastnu rotaciu telesa urCuje rovnica (4,34). Jej upravenim vzhladom
na definiéné vzfahy II-funkeii (3,1) a (3,2) podla (1,3) a (2,6), dalej (4,31),
(4,32), (4,33), (4,22), (4,23), (4,24) a (4,30) po krateni a pouziti relacii
(4,17) a (4,11) pri podiatoénej podmienke [¢l;=o = 0 vychadza

Vi, — u-Vu— u,
=ry" T . 5 6,1
P =T, (1 OA) i—{—arccothueruz‘/Tu (6,1)
Okamzita uhlova rychlost vlastnej rotacie urcuje (4,8). Vo vyznaénych
casovych okamihoch periédy nutacie je

[cpl =ry; [9] =1 _%f* Usy; [CtP]=T ro - (6,2)

z
Hodnoty uhla vlastnej rotdcie za periodu nutacie si

7], =0iel =n-(1=35) T+ 5 4 :$’§“~(1—%)-T+n.

t=0 T
t 5

Z tychto vysledkov vyplyva
o] —[¢] =1le] — el
T 0 t="T T

t=

I

2 2

priemerna uhlova rychlost vlastnej roticie v prvej polovici periédy nutécie
sa rovna priemernej uhlovej rychlosti vlastnej rotacie v druhej polovici
periody nutacie.
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Priemernt uhlova rychlost ¢’ vlastnej rotacie telesa, pnpada_}ucu na
¢asovy interval polovice perlody nutacie, udava vyraz

o= (1-5)+5 (6,3)

Na zéklade tohto vztahu moézZeme vypocitat uhol vlastnej rotacie telesa
pre dany cas .
Absolutna chyba A¢ tohto vypoctu bude

Vu,—u-Vu—u n

A @ = arc cot P — =

¥ g Vu, + uy - Vuy,—u 1

kde 7 je najmensi cas, o ktory prevy3uje dany ¢asicelistvy nasobok polovice

periody nutécie

.3 . (6.4)

t=1{—h->; h=0;1;2... (6,5)

el e

Pret=0at=" jet=h-5,resp.t=(h+1)- %;chybavjrpoétu

2
pri tychto hodnotach t je nulové
[Aag]l =[Ag¢] =0.
r=0 I=T
Pomocou absolitnej chyby A¢ vypo¢tu mozeme urcit hodnotu uhla ¢
vlastnej rotacie telesa v danom case  z relicie
=91+ Ag. (6,6)
Vyrazy (6,3), (6,4), (6,5) a (6,6) mozeme Fahko vydislit.

7. Precesia.

Precesny pohyb telesa popisuje rovnica (4,29).

Na zaklade defini¢nych relacii II-funkeii (3,1) a (3,2), podla (1,8) a (2,5),
dosadenim hodnét (4,31), (4,32), (4,33), (4,21) a (4,30), vzhladom na vztahy
(4,4), (4,9), (4,11), (4,16), (4,17) a (4,18) pri pocéiatocnej podmienke [¢] =0
vychadza t=0

S 3 ) T ’ ! E
b= 2 = (uy — up)] +Va(u ~u2)-t-[E(cp,k)—F(<p,k)-(I—R)]~

— arc cotg [cotg 5374 - tgh m‘]

K
(— 1)A—1.24k -sin IR. cinh =¥
—2 arctg ———————em K K (7,1)
h=1 (—1 h=1.2 gk - cos I—iu cosh == —}— 14+ q2h
Podla (1,7) a (4,32) pre argument ¢ v (7,1) je
_ Vus—u, 9
¢ = arc sin . (7,2)



Okamzitu uhlovu rychlost precesie telesa uréuje rovnica (4,7). V gase

m S

=0 je [(p] = 0. Pre ¢as I = 5' [ ]T = ked pO\lleeme
=3

t =0
vztahy (4,5), (4,4) (4,11) a (4,14).
Hodnoty uhla ¢ precesie telesa za periodu nutacie su
4] =0;
t

=0

+aluy —ug)- T-[E (0,k) = F (3,k)-(1 = £) = =

Z tychto vysledkov vyplyva
o] —lo] =lo] —1I9]
=

T =0 t=T
T2

S

priemerna uhlova rychlost precesie v prvej polovici periody nutacie sa
rovna priemernej uhlovej rychlosti precesie v druhej polovici periody
nutacie.

Priemernt uhlova rychlost ¢’ precesie telesa, pripadajicu na casovy
interval polovice periody nutacie, udava vyraz
.y o . 4 . , y

= 082 —(u, — )|+ 7 - [K - Ele, k) — (K — B)-F(e, )= §}

(7,3)

Na zaklade tohto vztahu mdzeme vypocitat uhol precesie pre dany cas.

Absolutna chyba A tohto vypoctu bude

A= -1 — arc colg {cotg ')—K tgh w]

o (— 1r—1.2g"-sin f}..{u_f - sinh n}g
— 2 arctg p— e (7,4)
h=1 (—1)r=1-2gh- cos 4 - cosh 'R"+l+q2h
V tomto vyraze je w definované vztahom (4,30), « relaciou (1,6), q (2,4)
T (6,5).

Pre Cast =0 a1t = ’.I} je chyba Ad vypoctu nulova
[Ad] =Tad] =0

=0 1=
T2
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Ak urdime absolatnu chybu A ¢ vypodtu, hodnotu precesného uhla ¢
pre dany ¢as I dostaneme z rovnice

=09 1+ AY. (7,9)
Vyrazy (7,3), (6,5), (7,4) a (7,5) sa mé%u lahko vy¢islit.

8. Numericky vypocet konkrétneho pripadu pohybu.

Rie$me konkrétny pripad pohybu Lagrangeovho tuhého telesa, ktorého
hmota je 1587 g, rovnikovy moment zotrvac¢nosti A = 39 032 gcm?, polovy
moment zotrva¢nosti € = 17 458 gcm? a hmotny stred je od pevného
bodu telesa vzdialeny 4 cm. Teleso sa roztoc¢i v zemskom gravita¢nom poli;
g = 981 cm - sec™2.

Konstanty telesa st

m=1587g; A =39032gcm?;, C = 17458 gcm?;, s = 4cm.
Z nich vychadza podla (4,4)
a= Qm——A—gS = 319,091 sec?;
dalej je

C
1 — o= = 0,776363.

’

Nech je poc¢iatocna uhlova rychlost telesa ry = 50 sec™ a sklon osi z":
¥y = 30°. Potom bude u; = cos %, = cos 30° = 0,86602564; podla (4,5)

b= " =223637sec. Z toho dalej je vzhladom na (4,11) % =

= ug + uy, = 1,56737.
Kedze podla (4,12) je ug-up = © -y — 1 = 0,35738, poutitim tychto
hodnot dostaneme
(ug + uy)? = 2,45665;
—4ug - u, = —1,42952
(ug — uy® = 1,02713;
u; — uy = 1,01347.
Dalgim riegenim vychadza
ug + uy, = 1,56737;
ug — uy, = 1,01347
Rug = 2,58084;
2u, = 0,56390;
ug = 1,29042; u, = 0,27695.
Podla (4,19) mame k2 = 0,681238. Z toho je
arc sin k& = 49° 40’ 31"’; arc sin k' = 40° 19’ 29"’.
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Vzhladom na (7,2) je ¢ = arc sin VU% = 41°41' 50"

Z vypocitanych hodnot vychadza
= 1,9299; E = 1,3085;

F(p, k') = 0,7544;  E(g, k') = 0,7028.
Dosadenim do (b,1), (5,2), (6,3) a (7.3) dostaneme

Ty = 0,42927 sec; ur = usr = 0,63459;

4 4
¢’ = 46,13659 sec™!; o' = 7,98957 sec.

Podla (6.2) je ¢p = 46,04841 sec”!; analogicky pre okamzita uhlovu

2

()
vychadza m,, — mes 14,2682 sec™L.

rychlost precesie v case | = o

tv['ﬂ

Periody vlastnej rotacie a precesie su
T, =0,136186 sec; T, ==0,786423 sec.

BbIBO/IbI

O61mee aHaIUTHYecKOe pelleHUe cepnyecKoro IBHIKENUA TBEPIOTO Tejia
He u3BecTHO. Chywait Jlarpamsa BefeT IpU yrile HyTalMu K SJUIAIITH-
yeckuM QyHKUMAM HKoGu, a npm yriax cOGCTBEHHOIl poraunu M mpernec-
CHHI K IBYM 3JUIMNTHYECKAM MHTeprajgaM TPeTbero poua.

IIpy HOpPMAJLHBIX MCXONHBIX YCJOBUAX [BUMKEHUs Da300p KyOHuecKoi
QYHRIMY KpajpaTa CKOPOCTH M3MeHellId KOCHHYca MIHOBEHHOI'0 3HAYEHMSA
yriia HyTaly gaeT DA COOTHOLIEHHI, IIPU MOMOIIN KOTOPBIX PeNyHHPYIOT
ofllee BBEIDAKEHUE YIJI0B Jifilepa Ha BBIPAMKCHUS, KOTOPBIE MOYKHO JIETrKO
BBICYUTATH U UYMCIEHHO.

WN3-3a 3TO0i penyKuuv ofIMe pellAuU pelleHNs BBIPAMKEHDbI uvepes
n-GyHKINM, OlpefesdeMble IPU NOMOINM TpPaHLUeHJeHT fKoO6M BTOPOro u
TPeTbero poma ¢ MHUMBIM MOAYJIEM M IapaMeTpoM.

ITocne TpaschopmMupoBanud ajTuITHYecKHX @yHKIwi fIKogu, nzera-
$ynrumit, Q-pyHKumit, 11 n-GyHKIW, Ha BUAB ¢ peallbHBIMA MOLYJIeM
H mapaMerpoM NpH yrile Ipeleccud n3era-GyHKIUU 3aMEHHAIOT 3JLIUITRA-
YeCKUMU MHTerpajaMyd IEepBOro U BTOPOrO POia ¢ IPUMEHEHHEM PeIAIun
Jlesannpa; Q-QyHKIMU BBIPAsKEHLI NMPH MOMOIM OGCCKOHCYUHBIX [3TA-TIPO-
N3BEleHN 04eHb GBICTPO CXOjAUXCA PAROB. V3 pesy/ibTaroB BHIBEICHDI
COOTHOIIIEHNS [UIS CcOBepLIAIONlerocd NBHIKEHWs B MHTepBajie Ilepuona
HyTaLUn .

Kpome penyKimu o61uX COOTHONICHUI DellieHNs1, TBUKEHNE OINICHIBAIOT
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BLIDAEHUAME, COOTBETCTBYIOUIMMU HOPMAJNBHBIM WCXOJHBIM YCIOBUAM

1ICEBIIOPEryJIAPHOI Tpeleccuy, KOTOPAA ABJISAETCS OOIUM JABUKEHMeM
TREpAOro Tesa cayuas JlarpaHka.

Jlerkocern, KCIONIL30BAHUA PE3yJIbTaTOB MWIIIOCTPUDPYETCA YHCIEeHHBIM
peuleHneNM KOHKPETHOro ciydqas JBI:KeHUHA.
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