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JÁN CHRÁPÁN 

LAGRANGEOVO TUHÉ TĚLESO 

Pohyb Lagrangeovho tuhého tělesa je sférický. Okamžitú polohu 
(a okamžitý pohybový stav) tělesa móžeme určit Eulerovými uhlami, ktoré 
dostaneme riešením systému Eulerových diferenciálnych rovnic tuhého 
tělesa. Toto riešenie vedie pri uhle nutácie na Jacobiho eliptické funkcie 
a pri uhloch vlastnej rotácie a precesie na dva eliptické integrály tretieho 
typu. Argumenty a moduly týchto integrálov sú rovnaké, ale parametre 
nie. Vyjádříme preto tieto integrály II-funkciou, definovanou Jacobiho 
transcendentami druhého a tretieho druhu, potom ich transformujeme 
(zavedením dvoch nových II-funkcií) na výrazy, v ktorých okrem argu-
mentov a modulov sú už aj parametre rovnaké. Nakol'ko počiatočné pod-
mienky obecného pohybu Lagrangeovho tuhého tělesa vedu na eliptické 
funkcie s imaginárnym modulom, prevedieme transformácie dzétafunkcií 
a omegafunkcií na funkcie s reálným modulom. Parameter zavedených 
II-funkcií je však tiež imaginárny, preto vykonáme transformácie dzéta­
funkcií na funkcie s reálným argumentom. Pri uhle precesie nahradíme 
dzétafunkcie eliptickými integrálmi prvého a druhého typu a použijeme 
Legendreovu reláciu. Pretože argumenty thétafunkcií v definičných vý-
razoch omegafunkcií sú komplexně konjugované čísla, uvažované omega-
funkcie sú imaginárně hodnoty, v ktorých vystupuje cyklometrická funkcia 
are tg s reálným argumentom. Pomocou nekonečných thétasúčinov vy­
jádříme omegafunkcie velmi rýchlo konvergujúcimi radmi. Uvedenými 
operáciami dostaneme vztahy pre Eulerove uhly v takej formě, v ktorej 
sa móžu poměrné 1'ahko aj numericky vyčíslit. 

V matematickom úvode odvodíme potřebné transformácie a vyjadrenia 
(rozvoje) Jacobiho transcendent druhého a tretieho druhu; zavedieme 
II-funkcie a odvodíme niektoré ich \lastnosti. V daíšej časti prevedieme 
riešenie systému Eulerových diferenciálnych rovnic Lagrangeovho tuhého 
tělesa s výsledky vyjádříme Jacobiho eliptickými funkciami a transcen­
dentami druhého a tretieho druhu v tvare zavedených II-funkcií. Nakoniec 
uvedieme niektoré výsledky, ktoré vyplývajú pre nutáciu, vlastnú rotáciu 
a precesiu úpravou obecných vzťahov a vyriešime konkrétny případ 
pohybu. 
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1. Jaeobiho transcendenty druhého druhu (dzétafunkcie). 

a) D e f i n i c i e : 
Definujme funkci** 

v f v d , Q / v . K'\ d j r\ f „ \ 8 ^ (_•,%) . 

Z01 (0> x} = - log 9-01 ( - - , i - - ) _ - - loge01 ( , x) = - - - ( - i y . 
* „ (., x) = £ log * „ ( - £ , i § ) _ ^ ioge0 0 <„, x) = | ; ; ; ; ; | ; 

zu(- fx, - - l i o g * . ^ . - £ ) - £ i o 8 e _ (*,x) = | $ $ ; 

zl0(c,x) = -\og%-10(rK,iT) = JT,ioge10 ( ? í x ) - - é í ^ - - ; í , 

v ktorých symboly 

S- / _ _ ; _ _ \ . 
°°M2if' l K)' 

M'̂ ' l if); 

9-11 ( A ' £"^)'' 

znamenajú Jaeobiho thétafunkcie 
n / \ v? ; i \ h i.rr h* inx-i.li 

h = —00 

Q / \ S ííírA* iir.x-2h 
\ 0 (_. x) = 21« • e ; 

tli = — 0 0 

* u (_,-) = - í - J ( _ l ) * . c
i ; " - ( * + i ) s . e ť - T * - < 2 * + 1 ' ; 

A = —00 

* 1 0 (x,z) =Žeir'T'{h + *> s • e i : T X ' ( 2 A + x ) , 
h = ~oo 

argumentu x = ~ , modulu r'"= £ -rr-, kde K a if' sú konštantv periódv 

Jaeobiho eliptických funkcií (úplné eliptické integrály prvého typu). 
Funkcie Z01 (v, x), Z00 (i>, x), Z u (u, x) a Z10 (v, x) sú Jaeobiho dzétafunkcie 

(transcendenty druhého druhu). Argument t> a modul se týchto funkcií 
móžu byť íubovoiné čísla. 

b) T r a n s f o r m a c i a d z é t a f u n k c i í n a t v a r s r e á l ­
n ý m m o d u l o m : 

Ak je modul x imaginárně číslo x = ífc, móžeme dzétafunkcie trans­
formovat na tvar s reálným modulom, ked použijeme thétafunkcie s mo­
dulom zváčšeným o 1. Tak dostaneme 

z.!.,.) - zm (,, «> - £ £ . ; « = £íg*> - zM (.-, i). (1,1) 
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k V tomto výraze je nový argument v* = 2K* • x, reálny modul k = _ 

a konstanta periody K*, ktorá patří k reálnému modulu k. 
Analogicky máme 

Z„(„, ,) _ z a (., «) = | f f = .<' • * ^ =, z» („-, /t). (1,2) 
e 4 - e n (/:;*, k) 

c) T r a n s f o r m á c i a d z é t a f u n k c i í n a t v a r s r e á l n ý m 
a r g u m e n t o m : 

Ak je argument v* číslo imaginárně v* = ix, móžeme previesť trans­
formační na reálny argument podl'a vztahu 

rj ,. TN . Vsn(<x,k') • dn(<x,k') n<x ~ , 7,."] 

Z 0 1 (ia, k) = i- [ - ^ - — - ^ 1 - ___ ; - Z 0 1 (a, * )J . 
Pre dalšie dzétafunkcie dostaneme 

Z 0 0 (ta, k) = Z01 (ta + iř, A:) = Z 0 1[i (a - t*/f). k] = 

. s n ( a — i K , k ' ) • dn(<x—iK.k') ix-(<x—iK) , . - - * / . . r ^ r ,v 

cn(<x,k') . <xr. 

sliYo?,VY7d^WYV) i • -г-^-íгг-jъ - i • . ^ __ - í • Zu (a, A') 

__ ; cniąjť) . т,(x _ . cn(<x,k') -dn(<x,k') _ . y , ___ 
£ *n (*, / / ) •'flř/î (*, k') l''ZKK' l ' sn(<x,k') l ' * o i [ * , b ) — 

______ ,S7Ž (<*, //) • cп (ж, //) гaг: . 7 , ,,_ 

- * A ^^TÃõ ^гяIř - г • Z°i (a> k ) > 

v /• /\ v / • ;\ i cn(i<x, k) • dn(i<x,k) Zn ta, A) = Z 0 1 ta, A ~ - -г—.ҷ—— = 
1 1 1 ' ; u i \ ? / • f 9 / î / 7 _ /л 

. sn(<x, k/) • dn [a. k') . r,<x ' 7 ( 1 f\ ' dn(<x,k') 

~~ l " X~m{'o^k/) l ' 2 / X I ř ~~ l ' Z Q 1 ^ ' U ' ~~ * ' $n (a, / O ^ T * , " ^ ^ 

. cn(<xj/) • dn(<x, k') . rca • v / //\ 
= — t • — '-—-•—-— : t • -TT--/-/ — t • Z 0 1 ( a , A ) ; 

,s7t(a. k ) 'IKK ui \ > / j 
-z , . 7 N v / • 7\ sn(i<x,k) • dn(i<x,k) 

Zl0 ( t a , A) = Z 0 1 ( t a , k) L
 c n { i ( > t k ) ^̂  = 

__ . sn(<x,k') • dn(<x,k') ___ . rca . ~ , ,,_ . sn(<x,k') • Jrt (<x, &•') __ 
~ l ' 7 t 7 ( a T 7 0 * " *KK' l ' Z o ^ a ' / ť / l cn(a,k') " " 

= ~~ ř " s S ^ - ̂  ZOI (a> ^) • 
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d) S ú č t y a r o z d i e l y d z é t a f u n k c i í : 
Použitím odvodených výsledkov vychádzajú Vztahy 

rj ( . i \ \ 7 (• i \ -7/ 2 *n(ocJ/) • cn (a k') Z 0 0 ( i a . k) + Z u ( i a , k) = ik 2 • 7^17-j -

. cn(ak')-dn(aj/) . .xoc <n • v / /K/\ 
— i • — - -—-,—--,-• — i • - # - 7 — 2 1 • Z 0 1 (a , n 

sn(*<k') KK' u i \ ? / » 
_. , . , N - , . 7 N . 7 , 2 sn (aj/) • cn(o.J') . ctiiaj/) • dn(aj/) 

Zoo í a
? " ) — Z n ( Í a , /n = i / c 2 — y - ~ — r , - + 7 • 7—;— ' = 

0 0 v ' y 1 M y dn [a J/) ' sn(oc.k) 
. cti(aj/j^ m , - o v 

~ l " viToiJ?T:(TiUa~k~') ' ^ ' j 

v /• 7\ 7- / • 7\ •/'2 sn (aj/) - cn(ocJ/) . „ a 
Z 0 0 ( i a , /v) - Z 0 1 ( t a , //) = i/v 2 , /„(» ,//) l * •}RK' ~ 

. -z / i/\ • *»(<* k') • dn (a I/) . . TICX I • v / J >\ 

- , , z - (a- * ) - ř ' Vní>:A>J :• + ' \> -v A" + ř • Z ° ' ( a - A") = 

_ • /V2 'S>n (*' ^ ') ' r H ^ ^ ) ' ,S77 i*' ^') ' l<!11 ( a / | / ) — 
J — l Ix * , ~; , , l * T7 — 

dn (a. k \ cn \a k } 

_ _ _ _ ; / . 2 .' *«("_/;•;) . ( i 4 ) 

cn(a,k')-dn(a 1/) ' v ' ' 

- . , . j N -z / • i \ . cn (a,, k') • dn (a. 1/) . TIOC 
Z n ( ř a , fc) — Z 1 0 U a , k) = — i • — — — ; — T T T i • - , 7 . - , — 

1 1 v ' 7 iu \ / sn(a.k) 1K K 
. ^ i 7 , x , . rcot i • v / 7/\ • cn (aj/) • dti[aj/) ,--, - N 

- i -Z01(a,fc ) + i - T ^ / + l ' Z o i ( a ^ ) = - i ^ifcfc7) ' i l ? ; j ) 

e) Z a v e d e n i e e l i p t i c k ý c h i n t e g r a 1 o v p r v é h o a 
d r u h é h o t y p u : 

Ak v prvom vztahu pod d) nahradíme dzétafunkciu Z 0 1 (a . A-') eliptickými 
integrálmi 

Z 0 1 ( a , / / ) = £ ( a , / / ) - | 5 - a 

a potom použijeme Legendreovu reláciii 

EK' + E'K - KK' = ^ , 

dostaneme 

^ t . i\ x rj (• 7N -1f9 mioL-J/)- cniaj/) . cn (aj/) - dn :aj/) 
Z00(ia,k) + _ u ( ia , /c ) _ 17c - ^ , - ý — - - i ™-{a- /?)  

_ 2 ř - [ _ ( a , ť ) - a . ( l — | ) ] . 

Zavedme označenie 

^ sn (a,//) = £ = sincp, 
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potom bude 
; <p 

kde pre argument cp platí 

cp = arcsin[s#i(a,fc')]. (1,7) 
Na základe toho je uvažovaný súčet 

7 (iOL k\ -4- 7 (iry L) — ;/.-'2 . s n ("» 7 / ) ' C n ("> ^ 
^oo (řa,ftJ + ^ n (řa.Aj — ih ďn~(*~lš) "~" 

. cn {a.!/)- rfn <xJ/\ . . ["_,, , ,. ,_, , ,. / . /_\"i 
- i - .•-,-•-_- _ ? ř . | £ ( ? , / / ) _ F ( ? , / 0 - ( l - - ^ ) J . ( 1 ) 8 ) 

r/? (<%. / / ) • d/? a. / / i 
Л7? (Л. //j 

2, Jaeobiho transeendenty tretieho druhu (omegafunkeie), 

a) D e f i n i c i e : 

Uvažujme funkcie 

o / w n v \ ] i~~. eoo_2L~___x) . 2oo to, *, *) = T • log e^T^+v;^) • 

2u fa",*) = — - l o g - 1 1 1 ' — L - y 

patriace k Jacobiho transcendentám tretieho druhu (k omegafunkciám). 
Argument rj týchto funkcií, ich parameter v a modul x móžu byť l ibo­

volné čísla. 
b) Z v á č š e n i e p a r a m e t r a f u n k c i e _ž01 o i Kf : 
Zvácšením parametra v omegafunkcie S 0 1 (ij, v, x) o řif' dostaneme 

lyi_V_iK> V 

íž01 (,, v + /Jí', x) = - • log + - ^ - ^ - | __ 

V ( — ^ # — ' T J 

— • ІOŁГ 
»-(W-т-') 
*«('-г-+н 

(
i .T li/ — V r \ 

_ _. „,„ ____ 3*111 lloo M____!) , 

+ i • ^ ± i f = Qu^M) + £ • 3 ± i~. (2,1) 
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c) T r a n s f o r m á c i a o m e g a f u n k c i í n a t v a r s r e á l ­
n ý m m o d u 1 o m : 

Ak je modul x, číslo imaginárně x = ik, móžeme previesť transformáciu 
na modul reálny, ked použijeme thétafunkcie s modulom zváčšeným o 1. 
Tak dostaneme pre prvú a tretiu omegafunkciu 

o tv. ,. ;i\ 1 w QoAn—vJk) i * e00(wj— v*,k) 
Q«ift. ", ik) = T log e^^r^y = T • log e ; 0 ; t , + v*7k) = 

= Цюíю.fV1'); (2,2) 

ц(Ч — ľ , iÃ) 1 , 

Єцtø + M*) • - ° 

г — 
, • * • Qn(w—v*,k) __ 

•Ъn{w+v*,k) 

--u fa, t', i&) = — • -og 
v l l 

= G i i K » V ) - (2,3) 

V týchto výsledkoch je nový argument w = rj • y 1 + fe2 a nový para-

meter L>* . = 2i t* • x, kde ie a; = cT^-.: reálnv modul je A: = —-.—: , 

a konstanta periody jřf*, patriaca k reálnému modulu h\] 

d) V y j a d r e n i e o m e g a f u n k c i í k o n v e r g e n t n ý m i 
r a d m i: 

Keď je parameter v* imaginárně číslo v* = ioc, uvažované omegafunkcie 
majú pre reálny argument w charakter cyklometrickéj funkcie arctg. 

Podlá definície je 
(w—i*\ 

n / • /\ ] i e 0 0(H>—za) 1 , 0 0 \ 2K / Qfi0 (w, IOL, k) = — • log~-°+ r - + - = —- • lotr + 0 0 v 7 ' y 2 b O 0 0 ( ř U + z a ) ^ - / t v + z a \ 7 

keď modul T thétafunkcie *oo (~.717~ ? T) nevyznačíme a ked konstanta 

periody K patří k reálnému modulu A:. 
Vyjádřením příslušných thétafunkcií v definičných vztahoch pre posledné 

dve omegafunkcie nekonečnými súčinmi dostaneme 

* o o ( U + a ) = f t n ( l - ^ . f i J l + ^ ^ + o . ^ ^ - c o s " ^ ' - ) ) = 

= S (1 - q2h) • H [l + qih~* + 2q2h~1 • (cos ^ • cosh L-« + 

. . . TCU; . , T c a \ l ^ ; 1 2£x yr /n| , 4 A - 2 , 
+ i • sin -£- • sm/i -^ JJ — n (1 — q ) • II ^1 + q -+-
, o 2A — l rcíD , rca . . ~ 2/i — l . TCW; . , 7 t a \ + Iq • cos --->- • cos/i—,->- + ř • 2ry • sin -•-- • sm/í -.->-) = 2 A A 2 i\ A / 

= 5 ( 1 _ g
2 * ) -flp(/0 - ^ } ; 

Л = 1 ft = 1 
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podobné je 

*oo(-^)=n(i-^)-n P (/ í )- e -- w , 
kde p(/j) znamená absolutnu hodnotu jednotlivých činitďov nekonečného 
súčinu, závislú od produkčného čísla h a cpí/i) sú ich amplitudy, pre ktoré 
platí 

<p(ň) = are tg 
2 3 • sm-^r -sin h 

i + 9**-8 + o 9 2 » - i . c o s ™. c o s / ™ 

Použitím týchto výsledkov vychádza 

•2 (y • s i n -^- • s i n /z -r--
íž0 0 (t/j, ía, fc) = i • 2 are tg — A 

>* = 1 1 , 47* — 2 1 r» 2h — 1 t ř i ? . 71 a 
1 + (/ + 2(? • COS-—• C O S / ? — 

Parameter g thétafunkcií v odvodenom súčte je 
K' 

— a- — 
q = e K ; 

Hiakolko modul fc je číslo reálné, parameter q je tiež reálny 
Analogicky máme 

lw—i%\ ' 
,,al"wr) __ 

>,4) 

íž n(to ? ia,/;) = — «log 

M 2A ) 

2 r/4 • s in 

Tr^Og f 

II ( l — q2h) • n P Í / O - C ^ ^ 

2 a 4 • si 
TI (w 4- /a) 

: ( y» - s i n - - - - - . - • - - • I I ( 1 — 9 2 * ) - l i P ( / 7 ) - e - ^ ( A ) 

= —-log 
sm 

S i l l 

71 (71' — z a ) 

2 A m *j 2íy(ft) 
71 (tv + za) 7 ř = = 1 

1 
•J log 

sin 

sin 

7t(l/J 
2K 

n(w + 

za) 

za) + 
2 A 

+ í - 2 > (/i). 
/i = i 

Pre prvý člen po převedení goniometrickej funkcie súčtov na súčet 
íujikcií 

. n{w-\-ia.) 
sm 

KW 

2 A 
sm - - • cos h - - -ř> + 1 • cos --^ • sm h —& = H - e 2 A 2 A 2 A 2 A 

Ti® 

& po logaritmovaní bude 

iz[W — z a ) 

_ . l o g 2 A 1 , R • e" 
= TT-IOS; 

- i * 

sni B - c 1 E$ 
2 A 

t • , r , nu) , , ?i«i 
= - 1 • a r c t g j c o t g ^ . t g / i - ^ j . 
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Pre určenie druhého člena máme 
i wi Zh 4 n(w—/a) , 4/i 

1 — 2 q 'COS K + 9 == 

= 1 + 9 — 2# -cos-^--cos/z-p^ — / • Iq •sin-p--sin/l-p-
A 

z čoho je 

cp (/z) = are tg 
•2 q •SПl - — - • > ] } ! / / - - : 

A A 

i i 4 A ^ 2 A TCW . Tta 
1 + / / — -2 Ow/Í • cos - — • cosh —--_-

A Iv 

Spojením týchto výsledkov vychádza 

Qn(//j. la,/V) = - i • are tg [cotg ^ - t g A- | j j + 

+ i - 2 aret; 
•2 // " • sin — - • SJJI h — -

A A 

A — 1 & i i 4 A , _ 2 h ^ w , T: a * 

e) V ý r a z y p r e s ú č e t a r o z cl i e I o m e g a f u n k c i í : 
Utvořme výraz pře súčet a rozdiel uvažovaných dvoch omegafímkciL 

Súčet je 

Q0Q{w, icc, k) + Qn{w, la, A:) = — i • are tg [cotg |~-tg/i ™ J + 

( - l , * - i . ^ . s i n ^ . s i n / i ^ 

+ z • _T aretg - --- - . (2,5). 
h ~ 1 , i s / i — 1 •> _ /_ ^ l / J 7X OC , _ , _> /, \ i i 
h-l — 1 • - rI • cos — - • cosh - - - — 1 -:- ,7 

' A A 

Pre rozdiel dostaneme 
o / • 7\ n / • 7\ l i dn(w—/a, A) 1 , sn (/v—/a, A') w00(I/j, /a, A) — yu(u/, la, A:) = —log-7+———~ -102——r^-Tv = 

U U V ' ; X 1 V ? ' y '2 & cln(w-\- ia,kj 1 l .v/7 (//;+ /a, A) 

r/H (//' — /a, A; .s/7 (//; — /a, A) ,V 

1 , 5/7 (/v—/a, A) 1 1 dn(w—/a, A) * ' 
__- — . JOP — — = • Joo — — 

•> 1 U & Hn(l1)-X- /_ M •_> 1 U © dn(w-\- za,A) 2 ° sn(w-}-i<x,k) , ,, 
sn (/D + /a, A) dn (tv + /a, A) • 

І00f 
c/г(ш—/a + Ä",A) 1 , cn(w-f-K—/a,Aj 

cn(wJ
r i a. + A', A) 

I i l 11 \ VU —1~ X _ l (A , f l y 

= — T ^Tn w'+'_Y'+Ta,A) 

1 | cп (w + Ä) • cп (a, A') + / • sn (w + A) • dn (w 4- K) • .?// (a, //) • dn (a, //) 
2 c cn (w + K) • cтг (a, //) — / • sn (w + K) • Jtг (/D + K) • sn (a, //) • d/г (a, //) 

. .9И (w + Ä, A) • ďлг (//; + A'. A) • sn (a, //) • dn (a, //) 
= — £ • аrcte- '•• • — 

' c ' cп (и; + A, A) • cтг (a, //) 

± sn(at..k') - dn(a,k') • cn(w,k) rckn\ 

1 • a r e t g — T - + 7 + T - 7 + - , . . (2,6),; 

fe cn (a, A ) • .vn (tv, A • dn (//;, A V ' ^ 
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f) D e r i v á c i e o m e g a f u n k c i í : 

Derivováním omegafunkcií podlá argumentu w dostáváme 

Q'01M(W, ia, fc) - T - N e : ; l ^ : : i ; g ] , ( " = f t ^ ^ -1*> w « 
_ l . [ l 0 g e 0 1 ( W + ,«.fc)]'M = ^.e-Mf»- '« ,*) _ l_Kmw±U,k) 

(*') __ 

801(w—/a,/c) 2 90,(w + ;'a,/£) 

= —• Z0_(a> — ía, fc) — — -Z01(w + ía, fc) ; (2,7) 

W , ía, fc) = l.[log | M ? ^ * j ] ' w = 1 . [Iog600(u, - ía, fc)]'W -

_ I . r w f l („ + ía fclTM - i - . e. _ _ « " - ' ' __ _ ! . « _ _ > _ _ « _ ) _ ., LWg^oolw + ia./fjJ - ., eoo(u,___a)&) •> e„(«>+i«)ft) 

= —'^ooí1" ~ ta,/<:) - -T'Zw(w + ía»fc) ; (2>8) 

£_«(«;, ř«,fc) _ l . [ l o g ^ g = ^ ] ' M - - l . [ l o g e u ( _ - -

_l.rioo-e (w + i* wi'(«)-l.eú(«°(»-''«.*) _ _ . _ _ _ _ + _ _ „ _ 
, Llogt_(u> + ía, fc)J - 3 . - _ - _ - _ _ - - ., 9 f t ( w + .^ f c ) _ 

= —'Zlx(w — ía, fc) — — 'Zn(w + ía, fc) . (2,9) 

Utvořme dalej súčet a rozdiel týchto derivácií 

Q'00W(w,ix,k) ±Q'nW(w,ix,k) = 

= T " [<^oo(w — ta,fc) - Z 0 0 ( w + ía,fc)} ± <Zu(w - ía,fc) - Z n ( i o + ia,fc)>] . 

Pre zvláštně hodnoty argumentu w vychádza 

[Q'00W(w,i*,k) ±Q_*>(a.,ía.fc)] = -[Z 0 0(ía,fc) ± Z u ( í a , f c ) ] ; (2,10) 
iv = 0 

[Q'06(>»(w,i«,k) ± QuW(u;,ía,fc)] = -[Z 0 1(ía,fc) ±Z 1 0 (ía,fc)]. (2,11) 
w — K 

3. II-funkcic. 
a) D e f i n í c i e : 
Podlá Jacobiho označenia 

noi(*], v>*) = ri' z*Áv, *) + Q01(yj, 0, x) 
za ve dme funkcie 

n 0 0 (i],u,x) = i j -Z 0 0 (y,x) + Q 0 0 ( i j , u , x ) ; (3,1) 

n n (ij,», x) = v Z u (0, x) + Q u ft, y , x) . (3,2) 

Argument *), parameter v a modul x týchto funkcií móžu byďubovoiné 
čísla. 
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b) T r a n s f o r m á c i a Il 0 1 - f u n k c i e z v á č š e n í m j e j p a r a-
in e t r a o iK'\ 

Ak sa zváčší parameter II01-funkcie o hodnotu iK\ bude na základe (2,1) 
1 Toi(^ v + iK', x) = 73 • Z01(v + iK', X) + Q01(ij, v + iK\ x) = 

= >3 ' ^ n ( ^ *) - i ;y^ + Qn(?}, u, *) + i • ~ J ± i -J -

= rj • Z u (u, x) + Qu (rh v, x) ± i ~ = Jln (13, y, x) ± i - | . (3,3) 

c) T r a n s f o r m á c i a I I - f u n k c i í n a t v a r s r e á l n ý m 
m o d u l o m : 

Nech je argument rj číslo reálné, parameter v a modul x = ik nech sú 
imaginárně čísla. 

Použitím výsledkov (1,1); (1,2); (2,2) a (2,3) pre transformační imagi-
nárneho modulu dzétafunkcií a omegafunkcií dostaneme 

noifo, v, ik) = n00(7j*, v\ k) = tt00(w, v\ k); (3,4) 
n u f t , v, ik) - n u (i j*, 1;*, fc) = n u ( W , v\ k). (3,5) 

Nový argument rf = tu, parameter O* a reálny modul fr sú rovnako defi­
nované, ako pri transformáciách dzétafunkcií a omegafunkcií. 

d) D e r i v á c i e I I - f u n k c i í : 

Derivácie II-funkcií podl'a argumentu w budu vzhťadom na výsledky 
J'2,1); (2,8) a (2,9) 

n0XM{w,i*,k) = 

= Z01(ťa, k) + — • Z01(w — j'a, /v) — — • Z01(w + ia, /c); 

- V 0 (">, ia, /f) = 
= ^oo(*a> * ) + - - f Z oo( w — *'«, /ť) — TT * Z o o ( w + ía. /í)5 

n u H(u;, £a,fc) = 
1 1 

= Zn(ia, k) + — -Zn(w — ia, fc) — — •Z11(w + ia, fc). 
Súčet a rozdiel týchto výrazov je 

njoM(o;, ia, k) ± Utf*»(w, ia, k) = [Z0 0(ia, k) ± Zn(i*, k)] + 

+ "T " [Zoo(^ - * a , fc) ±Zn(w - ia, fr)] - — • [Z00(w + ia, fc) ± Z n ( w + ia, fc)]. 

Pre speciálně hodnoty argumentu w vychádzajú z nich v súhlase s (2,10) 
a (2,11) výsledky 

[ n ^ } ( ^ , i«, k) ± n^(w, ia, k)] = 0; (3,6) 

[WJ">)(w, U, k) ±IlnM(w, i*, k)] = 
w = K 

= [^oo(ta» !»") - ^oi(t a, /«)] ± [^n(t a, k) - Z10(icc, k)]. 
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Ked použijeme vzťahy (1,4) a (1,5), bude 
TO") (i», ía, k) ± TS^»Hw, fa, k)] = 

w = K 
. , 2 sn (a , k') . cn{<*,k')'dn(*,k') (~ „ 

cn(*,k')-dn(<x,k') "+" l " sn(<x,k') ' ^ ' ' 1 

e) V y j a d r e n i e I I 0 1 - f u n k c i e v t v a r e i n t e g r á l u : 
Na základe relácie 

^oi(", *) + 2" * Zoi(*) - ^ *) ~ "2 ' 2 * fa + »,*) = 
x 2 • sn (u,x) • cn (y,x) • dn (u,x) • sn2 (YJ,X) 

1 — x 2 - s n 2 ( ř j , x ) -S/la(7J,x) 

= ny*>(ij,i;,x) 
integrováním dostaneme 

*x2 • sn (v,*.) • cn (i',x) • dn (i>,x) • sn 2 (rj,x) • d?? 
П0i(ł,, v,%) =fl 

1 — x 2 • sn2 (v,%) • sn 2 (TJ,X) 
o 

z čoho je 
v 

x 2 • sn 2 (y, x) • sn2(f\, x) • df\ л • x 2 • sn 2 (Ł>, X) • SП2(Yj, x) 

*ní"'x) -!!„ (ч,o,x). (3,8) cn (i>,x) • dn (v,x) 

4. Riešenie Eulerovho difereneiálneho systému. 

a) D e f i n í c i e : 
Lagrangeovo tuhé těleso splňuje podmienky: 

a) jeden bod tělesa, ležiaci mimo hmotného středu tělesa, je pevný; 
P) elipsoid zotrvačnosti tělesa so stredom v pevnom bode tělesa je 

rotačný s pólovou osou prechádzajúcou hmotným stredom tělesa; 
y) těleso sa roztočí okolo tejto pólovej osi v homogennom silovom poli. 
Zaveďme v priestore pevný ortogonálny pravotočivý systém osí súradníc 

(#, y, z) s jednotkovými vektormi (I, /, fc), a s telesom pevné spojený 
ortogonálny pra vo točivý systém (#', y', z') s jednotkovými vektormi 
(?', /', fc') tak, aby spoločný počiatok obidvoch sústav bol v pevnom bode 
tělesa. 

Hmotný střed tělesa nech je na osi z', vo vzdialenosti $ od pevného bodu 
tělesa. 

Os z pevného systému osí súradníc zvolme tak, aby bolo fc = — g°, 
kde g° je jednotkový vektor intenzity daného silového poFa. Ak je hmota 
tělesa m a intenzita silového poFa g, hybná sila mg, účinkujúca na těleso, 
pósobí momentom sily 

M = [síť, — mgk] 
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v směre priesečnice rovin (x, y) a (x', y'), ktorá je uzlovou priamkou tělesa, 
danou jednotkovým vektorom 

?! = ?'• cos cp — /' • sin 9 = l • cos (p + / • sin (p, 

kde <p, <i>, (-8") sú Eulerove uhly. 

b) K i n e m a t i c k é r o v n i c e : 

Pohyb Lagrangeovho tuhého tělesa je rotačný okolo okamžitej osi 
otáčania, prechádzajúcej pevným bodom tělesa, danej vektorom okamžitej 
uhlovej rychlosti o), časové premenným v tělese i v priestore. Vektor to 
možeme vyjádřit anholonomiiými složkami v systéme (x',y',z') v tvare 

6J = p - r + c ?./' + r- £', 

alebo holonomnými Eulerovými složkami rychlosti v tvare 
w = (^Jx -f (j>£) -f- cp&' — (á-coscpl + * sincp/ + cpfc) + cpfc' = 

= (*coscpJ' — * sincp/' + cpfc') + (í)fc. 

Část v zátvorke je premenný vektor v systéme (x, y, z) resp. (x', y', z'). 
Porovnáním obidvoch vyjádření 

pí' + q]' + rk' = írcoscpí + -á-sinři)/ + <j)fc + cpfc' 

vychádzajú kinematické rovnice 
p = <j) • sin-O- • sincp + * • cos<p; 
q = (J) • sin* • coscp — * • sincp; (4,1) 
r = o) • cos* + cp; 

alebo tiež 
p • sпiФ -I- q • coцç 

s m # ' 

cp = r — (p • sincp + q • coscp) • cotg*; 
* = p • coscp — q • sincp. 

c) E u l e r o v d i f e r e n c i á l n y s y s t é m : 
Eulerov systém diferenciálnych rovnic pre Lagrangeovo tuhé těleso je 

A - p ~\- (C — A) - q - r = mgs • sin* • cos<y; 
A - q -\- (A — C) • r • p = — mgs • sin* • sincp; 
C-r = 0, 

kde A a C sú hlavné momenty zotrvačnosti tělesa vzhl'adom na osi jeho 
elipsoidu zotrvačnosti, ktorého střed je v pevnom bode tělesa. 

Z třetej rovnice je 
C • r = konšt., 

teda r = rQ = konšt. Rotačná rychlost (relativná) r okolo osi z', pevnej 
v tělese, a následkom toho aj složka momentu hybnosti Gz, v směre osi z' 
sú hodnoty stále. 
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d) E u l e r o v e s l o ž k y r y c h l o s t i : 

Násobme prvú Eulerovu rovnicu hodnotou p, druhů hodnotou q a sčí­
tá jme ich, dostaneme 

A • (p p + qq) = mgs • sin-8- • (p • coscp — q • sincp) = mgs • sin* • *, 
z tohto vztahu integrováním máme 

\ • A • (p2 + g2) = — mgs • cos* + c1? 

kde cx je integračná konstanta. 
Pře počiatočný stav pohybu (Z = 0) pri uhlóvej rychlosti a>0 = r0 je 

p0 = q0 = 0; v dósledku toho konstanta cx je ct = mgs • cos* 0, kde * 0 

je uhol medzi osami z a z' na začiatku pohybu. 
Ked sčítáme druhé mocniny prvých dvoch kinematických rovnic (4,1), 

vychádza 
p2 + q2 = & + s i n 2 # . (p2; 

na základe toho je 
A • (a-2 + sin 2* • ei>2) = 2 q - 2 mgs • cos*. (4,2) 

Moment sily M je kolmý na os z, pře to je jeho složka v směre osi z: 
Mtz = 0 a v dósledku toho je složka momentu hybnosti. G v směre osi 
z konštantná 

| Gz | = A • p • (i' • k)+ .4 • 9 (/' • fi) + C • r0 • (F • £) = 
= A • p • sin* • sincp + .A • g • sin* • coscp + C • r0 • cos* = konšt. = c2. 

Pre počiatočný stav pohybu (l = 0) je p0 = q0 = 0, preto platí c2 = 
= C • r0 • cos*0. 

Z kinematickej rovnice (4,1) pre (j) je 
p • sincp + q - coscp = sin* • (j>, 

resp. 
A • sin* • (p • sincp + g • cos<p) = A • sin2* • <j). 

Porovnáním tohto výrazu so vzťahom pre složku momentu hybnosti (r2 

máme 
A • sin 2* • cp = c2 - C • r0 • cos*. (4,3) 

Vylúčením hodnoty co z relácií (4,2) a (4,3) bude 
* 2 • sin2* = sin 2* • (a - a • cos*) — (p — 6 - cos*)2, 

kde konstanty a, a, p, b sú 
2c j 

Vzhi'adom na výrazy 
cx = mgs • cos*0, c2 = Cr0- cos* 0 je a 
Zavedme substitúciu 

cos* 
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2m£s . (4,4) 

» - C ľ • (4,5) 

je a = a • cos^0, ß =: Ь - COS*0. 

= и, (4,6) 



takže je 
— sinfr • & = ů, 

dostaneme 
Ú2 = (! __ U2) . ( a __ a t | ) _ (p _ buf. 

Z rovnice (4,3) máme 

(p = T 5 = b • T 1 2 (4,7) 
1 1 — u 2 1 — ři2 \ ' / 

a z tretieho vztahu (4,1) vzhradom na r = r0 vychádza 
at— u 
1 — u 2 ' * = ' . - » - и - т ~ . ( 4 ' 8 ) 

ked sme zaviedli označeňie cosS-0 = uv 

Kedže je výraz pře u2 tretieho stupňa, cos fr = u je eliptickou funkciou 
času. Označme ho 

ú* = (i _ U2) . ( a __ au) - (p - buf = f(u). (4,9) 

e) R o z b o r f u n k c i e (4,9): 
Prepíšme funkciu f(u) do tvaru 

f(u) = (1 - u2) • a • (cosfr0 - u) ~ b2 • (cos&0 - a) 2 = 
= (1 - u2) • a • (u-i - u) - b2 • (ux - u)2 = 
= (uj - u) • [a • (1 - u2) - 62 • (uj - u)]. 

Hodnota ux = cosír0 je nulovým bodom funkcie /(u), preto móžeme 
písať 

f(u) = (ux - u) • gr(u), 
kde gf(u) je kvadratický trojčlen 

#(u) = - au2 + b*u - (b2ut - a). (4,10) 

Riešením rovnice g(u) = 0 vychádza 

_ b2 -f Vft4 — 4ab2u1 + 4a2 

u32 - ^ • 

Diskriminant tejto rovnice 

D = b4 - 4a6 2 u x + 4u2 

je najmenší pre ux = 1. Vtedy je 

-Dmin== (62 - 2 « ) 2 ^ 0 , 

kedže je a > 0. Preto platí obecné 

i) ^ 0 

a rovnica g(u) = 0 má dva reálné kořene. 
Funkcia f(u) má teda tri reálné nulové body. Je racionálnou celistvou 

funkciou tretieho stupňa s kladným koeficientom a > 0 kubického člena. 
Preto pre argument u rastúci od— oo do + oo sa menia hodnoty funkcie f(u) 
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od — oo do + oo. V bodoch u = ± 1 je funkcia f(u) záporná (připadne sa 
rovná nule, ak by sme připustili hodnoty ux = db 1) 

[/(«)] = - & * • ( « ! - « ) a < <>• 
u = ±l 

Kedže pře u = ux má f(u) nulový bod 

u — ut 

a v tomto bode je jej derivácia zápornej hodnoty (alebo sa rovná nuleT 

ak by bolo. ux = ± 1) 
[f'(u)] = - a - s i n 2 8 ' 0 < 0 7 

v intervale ( — 1 ; +1) ležia jej dva nulové body, o ktorých platí ux > u2. 
Třetí nulový bod us leží mimo intervalu < — 1; + 1 > . 

Pre ux > O sú hodnoty u2 záporné u2 < O, alebo sa rovnajú nule u2 = O, 
ak je absolutny člen rovnice g(u) = O záporný a > b2ux, resp. rovný nule 
a -= b2ux. Ak je absolutny člen rovnice g(u) = O kladný a < b2ux, sú 
hodnoty u2 kladné u2 > 0. Pre ux <: O je absolutny člen rovnice g(u) = O 
vždy záporný. V dósledku vztahu w2 < ux je potom aj hodnota u2 záporná. 

f) V z t a h y m e d z i k o r e ň m i r o v n i c e f(u)=0: 
Upravením výrazu f(u) dostaneme 

f(u) = (1 - u2) • a • («! -u) -b2- (ux - u)2 = 
= a u 3 — (&2 + aux) • u2 + (2b2ux - a) - u - ux- (b2ux - a). 

Pre rovnicu /(«) = O z toho vychádza 

^ - ( ^ + « 1 ) . u 2 + ( 2 - ^ . u 1 - l ) . u - « 1 . ( ^ . « 1 - l ) = , 0 . 

Základné symetrické funkcie koreňov tejto rovnice sú 

Ux + U2 + W3 = — + Mi, 

b2 

ax • u2 + řIx • a 3 + u2 • a3 = 2 • — • ux — 1, 

Z nich dostáváme 
ux • u2-u3 = ut- (—• ux — lj 

и3 + u2 = - — , (4,11) 
a 

ux • u2 + Uj • u3 — u2 • u3= 1, 

«,-«8--- j--«i — 1 - (4,12) 

Pomocou týchto výsledkov móžeme odvodit vztahy 

(1 + ux) • (1 - «0 -= (ut - u2) • (u, - u j ; (4,13) 
(1 + u2) • (1 - u2) == (ux - u2) • (u, + u2); (4,14) 
(u, + 1) • (u3 - 1 ) = (u, - tij) • (u, + u„); 
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(1 + U.) • (1 - Ut) = («3 + 1) * K - «„í (4,15) 
(1 - U j J - j l + u a ) = (u, - l)-(ut -u 
(1 + ux) • (u3 - 1) = (1 + u2) • (u, - u 
(1 - _) • («8 + !) = ( ! - «a) • (t. - «i); (4,16) 
(1 + ua) • (u3 + 1) = (1 + ux) • (u3 + u2); (4,17) 
(1 - ua) • (u8 _ I) = (1 - u.) • (u3 + u a) . (4,18) 

Z relácie u3 + u2 = ^ > O v y P tyva 

u3> — u 2 . 
Pre záporné hodnoty u2 je —1/ 2 > 0, preto je u 3 > 0. Pře kladné hod­

noty u2 je u2 < 1, — u2 > — 1, tedy j e u 3 > — 1. 
Třetí nulový bod u 3 funkcie /(u) je podlá toho vždy u3 > 1. 

g) R i e š e n i e d i f e r e n c i á l n e j r o v n i c e ú2 = /(u): 

Rozložme výraz f(u) na prvoČinitefov 
/(u) = a • (u — Uj) • (u — u2) • (u — u3) = a • (ux — u) • (u — u2) • (u3— u). 

Za ve dme substitúciu 
Uj — u = (ux — u2) • š2. 

Pre š = 0 je u = ux; pre š = 1 je u — u2. 
Ďalej máme 

u — uz= (u! — u2) — (ux — u) = ( ^ — u2) — («,_ — u2) • 5- _ 
= K - «8) • (i - -); 

u3 - u = (u3 - Uj) + (u, - u) — (u3 - Ui) + (Uj - u2) • Š2 = 

= <-.-_•[• + * _ * . ] . 
Na základe týchto vzťahov je 

f(u) = u • (ux - u 2 ) 2 - (u3 - u.) •£»• (1 - £2).(l + | - E ^ - ^ 2 ) . 

Derivováním výrazu ut — u = (ux — u2) • £2 vychádza 

- ů = (U l - u a ) - 2 g - | . 
Pomocou odvodených výsledkov je 

ked sme zaviedli označenie 

Ďalšou úpravou máme 

-'*•___ _ _ x 2 

. —• щ 

4*V«(и3 - щ)-di = dt 
•V(l — P ) - ( l —X--P)' 

Tento výraz je Legendreov eliptický diferenciál, z ktorého vyplývá 

š = sn[- i . / a(u 3 _ U l ) . / ; j t ] . 
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Modul x je imaginárně číslo 

• Ущ — u2 
x = í ' 2 

V«» — "i 

Komplementárny modul x' je číslo reálné 
, __ VM8 — u2 . 

X — , 

V«3 — « l 

váčšie ako 1. 
Na základe zavedenej substitúcie u1-~ u = (ux ~ u2) • £2 pre u je 

u = ui — iui — u2)sn2\j faVu3 — ui)'*; *]• 

h) T r a n s f o r m á c i a i m a g i n á r n e h o m o d u l u v o v ý ­
r a z e p r e u: 

Prevedme transformáciu imaginárneho modulu 

•r • VMI — u2 
K = ik = l •-============ 

V « 3 — Wl 

na modul reálny 

/c = ž = ^ i — u * . 1 = 

VT + k2 Vw3 — "i l/i _i_ " i ~ M2 
r ns — w, 

_ V l i , — U2 V1L3 — " l __ V " l — ^2 ^ 1 , , 1 m 

— ,/ •., — , / — — < l> 4,19) 
y « 3 — « , yu3 — a2 y « 3 — u2 v ' / 

dostaneme 
« = wi - ("i - «a) •

 l^Er~ • s r f 2 f-r • Va(«s —«2) *; fcJ > 

resp. po malej úpravě 

11 == řiq 
dn*í-±-• Va(u3—ii2)• t; k\ (4,20) 

Pře čas i = 0 je u = řix; ak sa argument funkcie dn rovná hodnotě 
konstanty periody K Jacobiho eliptických funkcií, je u = uz. 

Komplementárny modul k' má hodnotu 

V ^ 
k , = VUt— Ul ^ 1 

Vř/3 — U2 

Odvodený výsledok (4,20) prepíšme do tvaru 
lig Uj 

u — us — Jn*(w,k)' 

(4,21) 

z ktorého je 

dn»(ю,Л) = ^ Ä . (4,22) 
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Ďalej máme 

z čoho vyplývá 

fc2 • sn*(w, k) = 1 — dn*(w, k) = 
-j « 3 — ul ux — u 

U , 11 Íiq U ' 

cn2(a\ /c) == 1 — sn2(w, k) = 
M, — u u3 — t/2  1 

- ІZ ІL i « 2 

u — u 9 

l/o U Uг Uo 
(4,24) 

ch) O p r a v a v ý r a z u (4,7): 

Vo výraze (4,7) pre cj> rozložme posledného činitera na parciálně zlomky, 
potom bude 

b [u, — u . u, — u l 

v = ¥-LTT~ + -r-TF 
Pre menovateťov je 

1 + u = (1 + ux) - (ux - u2) • š2 = 

- (1 +« t )-[l - T Ť ^ - P ] . í4'25) 
1 — u = (1 — ux) + (ut — u2) • š2 = 

= ( l - u 1 ) . [ l + H ^ . ? 2 ] . (4,26) 

Dosaděním do výrazu pře (j> máme 

T * [ l + « + i — u J ~~ Ф 

_ b_ r (ui — u,) • S2 , (u, — u , ) - P i 

* l < l + „)-[>-^-P] (!-»,)• [l+f^f-P]J 
Substitúciami 

% = sn [— -ya(« 3 — « i ) ' l ; *] = s«( l , *). 

т + ^ 2 = x 2 " s n 2 ( a i > * ) ; 

U Í — řt 
TT-TTif = ~ ^ 2 ' 5 n 2 ( a 2 , x) 

přejde výraz pře (p do tvaru 
. b^ f" x 2 • s n 2 (<x3, x) • s n2 (IQ. X) x 2 • s n 2 (<x2, x) • s n2 (YJ, X) 1 
* 2 * LI — x 2 • s n 2 (<xt, x) • s n 2 (YJ, X) 1 — x 2 - s n 2 (<x2a x) • sri* (YJ, X ) J * 

40 



VzhFadom na reláciu 

« « - - * - • * > . 
]fa (w3 — u j 

je 
, _ b m |"x

2 • s n2 (glt x) • .9 n2 (q, X ) • dr\ ___ x2 • .9 n 2 (<x2, x) - .9 n
2 ÍY?, x) - dY)1 

¥ ~~ y ^ ^ Z T T ^ j [I — x2 • s n 2 (<xx, x) • s n 2 (YJ, X ) 1 - X ^ S ^ (<X2, X ) • s n 2 (YJ, X ) J * 

i) R i e š e n i e d i f e r e n c i á l n ě j r o v n i c e (4,7): 
Integrováním máme 

__ b T Tx2 • s n2 (a 1 ; x) - .9 n 2 (Y), X) • r1Y) __ Tx2- sn2 (q 2, x) - ^ 2 ( Y ? , X ) - dYjl . 
V _ VařWa—«Ť) LJ 1 —x»-s j i*(a x ,x) .*n*r t ,x) J 1 - x 2 . s n 2 (a2, x) -sn2 (Y,, X)J ; 

z čoho na základe (3,8) je 
b T , 9 n ( a ! , x ) rr / v . 9 n ( q 0 , x ) -r-r , t i 

y - y f l ( , 3 ^ , y U ( a l ř x ) ^ n ( a b x ; , i i o i ^ a ^ ) crc(a2,x) . * „ ( « „ * ) ' U o ^ , " 2 , * ) J * 

Ak do vztahu " * ~ " 2 = x2 • s n 2 ^ , x) dosadíme x2 = — Ul ~ ^ 2, 
l -{- řij ř/3 Í Í J 

dostaneme sn2(a-, x) = p——-. 

Analogicky máme z relácie ^ _ ^2 = — x2 • sn2(a2, x), 

Z týchto hodnot dalej vychádza 

cn-K, x) =- 1 - */!-(«., x) = 1 + - f ^ -= -ís-f-i ; 

dn-(«,, x) = 1 - x- • snHcc,, x) = 1 - ^ ^ = -j-±-j£ ; 

C « - K x) = 1 - Sn*(a2, x) = 1 - ^ J =- - ±=± ; 

dn-(a8, x) = 1 - x* • sn-(a-, x) =- 1 + ^ ^ = | = - ^ i 
takže je 

, ч . Іщ — щ 
sn (ax, x) = i - 3 -

c n ( a ь x) = 

dn(au x) = 

sn (a2, x) = 

cn (aa, x) = i • ^ = = = r -

^ t \ f l — «8 

an (a2, x) = . . 

Vi + «i 
7 

V u2 + 1 . 
Vl + и г 

J 

Vi + u2 . 
Vi + «t 

Vu3 — "l 

7 

V 1 — ux 
т 
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Použitím odvodených Vzťahov máme 

sn (g_,x) ___ . _ Vu3 — u, - VI + "i - Vl + nx 

cn (a_, x) • dn (a_, x) VF+lii"- VuT+l " Vr+~u2~ 
Vu3 + il_ • Vl + u_ 

ř 
Vu3 + 1 • Vl + u2 

Vzhl'adom na (4,17) a (4,11) konečné je 

sn (a_, x) __ . _ Vuaj--_u,_ ___ - # Vu (u 3—- u_) 
c u f a ^ J - d n (a t, x) V^3 + u 

Podobné dostaneme 

s n ( a 2 , x) ___ Vu3—• u_ • VT — u_ • Ví 
" Vl — u _ - í - V u 3 — 1 -Vl — u 2 ' 

z čoho vzhFadom na (4,18) a (4,11) je 

cn(<x2, x ) - d n ( a 2 , x) y U 3 + M; 

Dosadením týchto hodnot do výrazu pre ty dostaneme 

* = i • tnoi Ofl, *I> *) + n oi (i, a2 ? *)]• 
j) O p r a v a v ý r a z u p ř e ty: 
Utvořme súčin 

— (U_ — U 2) _ — ( U 3 — Uj) u 3 — u_ 
x2 • sя 2 (a_, x) • sn 2 (a2, x w з — Щ 1 + "i 1 ~ U l 

u-, — Uo) • ( u 2 — u/ 
1, 

(4,27) 

s n (a2, x) _ _ _ _ _ ; . УЩ — Щ _____ j- . Vu(u 3—• u_) ,^ ^g) 

(1 + U l ) - ( 1 — U_) 

ked sme vzali do úvahy vzťah (4,13). 
Z tohto súčinu vyplývá, že je 

a 2 = a i + ÍK'' 

VzhFadom na (3,3) potom je 

4> = i " tnoi fa, «i, *) + n oi (*), a i + ' # ' , *)] = 

= ' ' [noi fa, ai, *) + n n fa, ai, *) + i. * I]• 
Modul x je v použitých II-funkciách imaginárny. Transformáciami podFa 

(3,4) a (3,5) přejde modul x = ik v reálnu hodnotu 

fc-=íř-=---^Í=2<l> 

yi + &-- ]/u3-uz 
a pre <]> dostaneme 

< |>-í- [ n 0 0 („, i«, A) + n u («,, řa, /V) ± i • | ] . (4,29) 
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Argument w po transformácii je definovaný výrazom 

w = -q* -= TJ • f l +"/£- = l • ia{uz - a..) • ř Vцҙ -4- ц , 
9 ř^V^-3 " 1 / * v 
* Vu ~ и. 

= + y a ( « 8 - « a ) - i . (4,30) 

Parameter la je imaginárně číslo. Pre póvodný parameter Oj je 

^2(«i^) = [|+t-
Transformáciou na reálny modul přejde ax v hodnotu ia, pre ktorú platí 

d"2(l"a^) = S 7 ^ ^ i T t -
Z toho dalej máme 

k2 - sn2 (ia, /c) -= 1 — dn 2 (ía, A:) = 

i 1 + Щ 
l + U2 

resp. 

sn2
 (iOL k) = — Ml ~ " 2 - " 3 ~ "» _ 

V ' ' 1 + IZ2 lij — U 2 1 + M2 ' 

konečné 

tfl — щ 
1 + щy 

щ — и2 

cn2 (ía, fc) = 1 — sn2 (ía, k) = 

- 1 + щ—щ__ Щ + 1 

1 + «2 i + " 2 * 

Jacobiho imaginárna transformácia prevedie parameter ÍOL na reálnu 
hodnotu a, ak použijeme namiesto modulu k komplementárny modul k'. 
Tak dostaneme 

/ • п ІЩ + 1 
cn(*a, k) — 3 Vl + u, «"(«.*') 

z čoho je 

cn («,*') = 7 = ^ (4,31) 
V«s + ! 

a dalej 

«*(«,&') =yr=^n-"(oc7 !?) = | / l - ^ q r í = ^ = > (4>3 2) 

dn («, ť) = yi-//-.s„2(«,/c') = l / i - S ^ 7 ^ 2 = 

• '=l/ÍT»ÍZŠ'=.-—5.. (4,33) 
r "3 + i Vu3 + 1 v y -,+ 

V týchto reláciách je argument a definovaný výrazom (1,6). 
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k) Ú p r a v a v ý r a z u (4,8): 

V rovnici (4,8) rozkladom 

___!.[__ L_| 
1 — ul 2 Li + « 1 — u\ 

bude 
i _ r i h . L»i — " "i — "1 
* - ro + 2 [ T + _ ~ T=r_J-

Ked dosadíme za menovatel'ov vzCahy (4,25) a (4,26) máme 

i ___ r + ___. [___J_____i! 1H__________I 
0 * l<>+».»•['-T^-Í"] C--J-[ '+Ť_?-Í*]Í 

Substitúciami 

i = s " [-2 • Va(u3 — «i) • l; *] = *»(i.,*); 
Иl — u2 

1 -f- « 1 

щ — и2 

x ú ' s n á at, x 2 ' " i j л l > 

, = — x2 • sn2 (a0, и) 
1 — Пi V - ł / 

přejde výraz pre cp do tvaru 

<r> = r i b r x2^n2(g1,x)-^n2(Y), x) x2 - .<? n2 (a2, x) -sn*(% x) "l, 
^ 0 _ r 2 l l - x 2 - n i 2 ( a b ) c ) ' s n 2 ( . 7 , x) "^ 1 — x2 • sn* (a2, x) • ó'n2 (YJ, x)J' 

VzhFadom na vzťah 
_ . = 2 * d ч 

V a ( u 3 — _,) 
Je 

j„ = . J I , & . [*f 'S n * (« i . « ) - 8 " 8 (>..*) •<*. I 

a? r 0 _i-r _ , _ _ _ - Li - x'-sn* («_,*)• ^ ( T , , *) ^ 
, x2 • s n2 (a2, x) • ,s n2 (YJ, x) • otyl 

+ 1 — x2 • sn2 (a2,~xĵ  s n2 (q, x)J* 

1) R i e š e n i e d i f e r e n c i á l n ě j r o v n i c e (4,8): 

Integrováním bude 

« = rn . f -| * f f H ^ g n ^ ^ x l - . n V ^ x ) ' ^ . 
Va(n3 — "i) LJ 1—xa-sn«(^,x)-sn»fa.*) o 

Tx2 • .9n2 (q2, x) • sn2 (q, x) • dri\ 
•" J 1 — x2-sn2(a2, x)-sn2(.v, x)J> 

o 
z čoho na základe (3,8) je 

cp - r0 • i + , & • í (
Sn[^%\ • n 0 1 (rj, ax, x) + 

VM(M S —u_) Len (a_,x) •<**(€,, x) oi v J, i, / « 

+ cn(«*x)"dn(«a ,x) * ^ - ^ a2> * ) } 
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Dosadením hodnot (4,27) a (4,28) bude 

cp = r0 • t + i • [n01(7j, a1? x) - n01(yj, a2, x)]. 

Vzhladom na reláciu a2 = ax + líC podlá (3,3) je dalej 

cp = r0 • t + i • [n01(rj, a1? x) - n 0 1 (rj, a, + iif', x)] = 

= r0 • i + i • [ll01(^, a1? x) — n u (yj, ax, x) + i • | J . 

Modul x je imaginárně číslo. Transformáciou podl'a (3,4) a (3,5) přejde 

v reálnu hodnotu k = ~L~ u%, a pre cp dostaneme 

cp = r0 • / + l • | n 0 0 (w, ia, k) - n u {w- ía, fc) + / • - |J. (4,34) 

Argument w je definovaný vzťahom 

w = v ' Íaius - M2) •*; 

parameter ia je imaginárně číslo, pre ktoré je 

• «-(í«,/r) = — 

Pre hodnotu a platí (4,32) 

sn(«,V) = p=±, 
takže je definovaná výrazom (1,6). 

m) V ý s l e d k y : 

Rovnice (4,20) v spojení s (4,6), dalej (4,29) a (4,34) určujú Eulerove 
uhly; sú riešením Eulerovho diferenciálneho systému Lagrangeovho tuhého 
tělesa. 

Uhol -8- popisuje nutačný pohyb tělesa; cp je uhol vlastnej rotácie a ty je 
uhol precesie. 

Ak určíme pre daný čas t Eulerove uhly &, cp a rýchlosť ír nutácie (5,3) 
a precesie (j) (4,7), móžeme z kinematických rovnic (4,1) vypočítat rychlosti 
p a q. Rotačná rýchlosť r = r0 je konštantná; rovná sa počiatočnej uhlovej 
rychlosti tělesa. 

Eulerove uhly #, cp, ty a vektor okamžitej' uhlovej rychlosti io určujú 
polohu a pohybový stav tělesa v danom čase. 

5. Nutácia. 

Rovnica (4,20) popisuje nutáciu tělesa. Pre periodu tohto pohybu vy­
plývá z nej 

T = T~^- . (5,1) 
Va(u3— u2) 
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Pře čas / — O je u = ux; v čase t = * je u = u2. Pře čas t = ~ - a 
, з г . 
l = — je 

[«],_* - Щ = sт = u 8 - Уы3 -Гц~. /«, _ „,. (52) 
4 4 

Pre nutačný pohyb v jednotlivých štvrtinách periody vychádza 

ux— uT < u[T 
4 4 

tøзт <C i1зг 
1 " 4~ 

l 2 ? 

V prvej a poslednej štvrtine periody je priemerná rychlost nutácie 
menšia ako v druhéj a třetej štvrtine. 

Uhlovú rychlost -ó- nutačného pohybu určuje vztah 

& — ť " • (Щ — U){U— Ы2) (U3— U) , g ч 

6. Vlastná rotácia. 

Vlastmi rotáciu tělesa určuje rovnica (4,34). Jej upravením vzhfadom 
na definičně vztahy _I-funkcií (3,1) a (3,2) podlá (1,3) a (2,6), dalej (4,31), 
(4,32), (4,33), (4,22), (4,23), (4,24) a (4,30) po krátení a použití relácií 
(4,17) a (4,11) pri počiatočnej podmienke [cp]í==0 = 0 vychádza 

? = r ° ' \ l -2Al't + are cotg-T^--— . 1- (6,1) 

Okamžitú uhlovú rychlost vlastnej rotácie určuje (4,8). Vo význačných 
časových okamihoch periody nutácie je 

[*] - r 0 ; [ Ý ] _ r 0 - ^ - ^ [ f I r = r o . (6,2) 
t = 0 _T ° '<> 

ť ~ 2 

Hodnoty uhla vlastnej rotácie za periodu nutácie sú 

[?]o = 0;M - r o . ( l - ^ ) . f + J ; [ , ] -=rT-(l-5g-)-r + „. 

Z týchto výsledkov vyplývá 

[?] - M = [<p] - [<p]; 
_ T í = 0 t = T T 

*~2 ř ~ 2 

priemerná uhlová rychlost vlastnej rotácie v prvej polovici periody nutácie 
sa rovná priemernej uhlovej rychlosti vlastnej rotácie v druhej polovici 
periody nutácie. 
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Priemernú uhlovú rychlost <£' vlastnej rotácie tělesa, pripadajúcu na 
časový interval polovice periody nutácie, udává výraz 

*' = ro+-ár)+'y- < 6 ' 3 ) 
Na základe tohto vztahu móžeme vypočítat uhol vlastnej rotácie tělesa 

pre daný čas t. 
Absolutna chyba A? tohto výpočtu bude 

тc . L l/u.. — U • ÍU — U2 -n fn A\ 

A cp = are cotg —*- -3==- ~ ř ' T ' ( 6 ' 4) 
\uz + u2 -\uL— u l 

kde x je najmensí čas,oktorý převyšuje daný čas i celistvý násobok polovice 
periody nutácie 

x = t - / z - | ; h = 0;l;2... (6,5) 

T T T 
Pre x = 0 a x = — je / = h • — , resp. i = (h + 1) • —-; chyba výpočtu 

pri týchto hodnotách x je nulová 

[A?] = [ A ? ] - 0 . 
T T - 0 T 

T = = "2' 

Pomocou absolútnej chyby A<p výpočtu móžeme určit hodnotu uhla 9 
vlastnej rotácie tělesa v danom čase t z relácie 

<p = <p'.f + Acp. (6,6) 
Výrazy (6,3), (6,4), (6,5) a (6,6) móžeme 1'ahko vyčíslit. 

7. Precesia. 

Precesný pohyb tělesa popisuje rovnica (4,29). 
Na základe definičných relácií II-funkcií (3,1) a (3,2), podlá (1,8) a (2,5), 

dosadením hodnot (4,31), (4,32), (4,33), (4,21) a (4,30), vzWadom na vztahy 
(4,4), (4,5), (4,11), (4,16), (4,17) a (4,18) pri počiatočnej podmienke [<]/] = 0 
vychádza ť==0 

^ = ^ .^ [ 2_( U 3 _ U 2 )]+/^7I:aJ.^[E( 9 ) / í ' )-E(cp,/c ') . ( l- | ) ]-

- are cotg [cotg | | • tgh | | J -

00 [— 1)«—1 • 2 9" • s in —pr • sm/i — 
- Z aretg ±——— • (7,1) 

»=•! ( _ l ) f t - 1 . 2 g » . C O S - ^ - C O s f t ^ + 1 + <?-* 

Podl'a (1,7) a (4,32) pře argument <y v (7,1) je 

aгc sin Џå=J=ì . (7,2) 
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Okamžitú uhlovú rýchlosť precesie tělesa určuje rovnica (4,7). V čase 

t = 0 je [<j>] = 0. Pre čas t = T ) je [ý] = -—{--•, ked použijeme 
t =o - t = ^ c r « *• 

vzťahy (4,5), (4,4) (4,11) a (4,14). 
Hodnoty uhla ty precesie tělesa za periodu nutácie sú 

[<M = 0 ; 
t = 0 

Ж =7? 4-P--(«.-«.)] + 
t = 

iг ^ ђ 

+ ia («з - «2У • í • [E (?, *') - E (ф, *') • (l - I ) ] - | ; 
mgs [V] = ^ - T - [ 2 - ( u 3 - u 2 ) ] + 

+ iř7Kzrs.5•-"•[-- (9,^)-^ to,v)-(i - I ) ] ; - * -
Z týchto výsledkov vyplývá 

[cp] - [cp] = [cp] - [<p] . 
T t = 0 t = T T ' 

ř _ _ ř " 2 

priemerné uhlová rychlost precesie v prvej polovici periody nutácie sa 
rovná priemernej uhlovej rychlosti precesie v druhej polovici periody 
nutácie. 

Priemernú uhlovú rýchlosť ty' precesie tělesa, připadájúcu na časový 
interval polovice periody nutácie, udává výraz 

*' = J Žf • [ 2 - ("» ->•)] + T • [K • E^ *'> ~(K - £ > - F ( c p ' k']~ i\ 
(7,3) 

Na základe tohto vzťahu móžeme vypočitať uhol precesie pre daný čas. 
Absolutna chyba A<]> tohto výpočtu bude 

A ']> = Y ' x ~ a r c c o tS [cotS Tfi ' ^ 5 ] 
„ (— l)/ř—* • 2 " A • srn - r r • sinli ^ 

- _ 7 a r c t g — £ - ^ • (7,4) 
A = I (—l)ň-x-2g*-cos^-cosft ^ + 1 + qzh 

V tomto výraze je w definované vzťahom (4,30), a reláciou (1,6), q (2,4) 
a x (6,5). 

Pre čas T = 0 a T = - je chyba A41 výpočtu nulová 

fA«W = [A<M = 0 . 
r = 0 T 

I = 2 
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Ak určíme absolutnu chybu A ^ výpočtu, hodnotu precesného uhla <p 
pre daný čas t dostaneme z rovnice 

* = ¥' - í + A+. (7,5) 

Výrazy (7,3), (6,5), (7,4) a (7,5) sa móžu 1'ahko vyčíslit. 

8. Numerický výpočet konkrétného případu pohybu. 

Riešme konkrétny případ pohybu Lagrangeovho tuhého tělesa, ktorého 
hmota je 1587 g, rovníkový moment zotrvačnosti A = 39 032 gem2, pólový 
moment zotrvačnosti C = 17 458 gem2 a hmotný střed je od pevného 
bodu tělesa vzdialený 4 cm. Těleso sa roztočí v zemskom gravitačnom poli; 
g = 981 cm • sec-2. 

Konstanty tělesa sú 

m = 1587 g; A = 39 032 gem2; C = 17 458 gem2; s = 4 cm. 

Z nich vychádza podlá (4,4) 

dalej je 

- Ц ^ - = 319,091 sec-2; 
A ' ' 

1 - -£- = 0,776363. 
2A ' 

Nech je počiatočná uhlová rychlost tělesa r0 = 50 sec-1 a sklon osi z': 
fr0 = 30°. Potom bude Ul = cos »0 = cos 30° = 0,8660254; podFa (4,5) 

b = ^ = 22,3637 sec-1. Z toho dalej je vzhl'adom na (4,11) £ = 

= u3 + u2= 1,56737. 

Kedže podl'a (4,12) je u3 • u2 = — • Uj — 1 = 0,35738, použitím týchto 

hodnot dostaneme 

(u8 + u2f = 2,45665; 
-4u3-u2 = -1,42952 

(«, - u2f = 1,02713; 
u, - u, = 1.01347. 

Dalším riešením vychádza 

u3 -\- u2 = 1,56737; 
u3 _ u2 = 1,01347 

2u3 = 2,58084; 
2u2 = 0,55390; 

u3 = 1,29042; u2 = 0,27695. 

PodFa (4,19) máme fc- = 0,581238. Z toho je 

are sin k = 49° 40' 31" ; are sin k' = 40° 19' 29". 
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YzMadom na (7,2) je cp = are sin hi^Jh = 41° 41' 50". 
V" 3 + i 

Z vypočítaných hodnot vychádza 
K = 1,9299; E = 1,3085; 

F(cp, k') = 0,7544; £(cp, k') = 0,7028. 

Dosadením do (5,1), (5,2), (6,3) a (7,3) dostaneme 

TV = 0,42927 sec; UT = uw = 0,63459: 
4 4 

cp' = 46,13659 sec"1; <j>' = 7,98957 sec"1. 

Podta (6,2) je cpT = 46,04841 sec-1; analogicky pře okamžitá uhlová 
2 

rychlost precesie v čase / = —vychádza cop = - g s = 14,2682 sec-1. 

Periody vlastnej rotácie a precesie sú 

Ty = 0,136186 sec; 7\ = 0,786423 sec. 

ВЫВОДЫ 

Общее аналитическое решение сферического движения твердого тела 
не известно. Случай Лагранжа ведет при угле нутации к эллипти­
ческим функциям Якоби, а при углах собственной ротации и прецес­
сии к двум эллиптическим интергалам третьего рода. 

При нормальных исходных условиях движения разбор кубической 
функции квадрата скорости изменения косинуса мгновенного значения 
угла нутации дает ряд соотношений, при помощи которых редуцируют 
общее выражение углов Эйлера на выражения, которые можно легко 
высчитать и численно. 

Из-за этой редукции общие реляции решения выражены через 
п-функции, определяемые при помощи транщенденг Якоби второго и 
третьего рода с мнимым модулем и параметром. 

После трансформирования эллиптических функций Якоби, дзета-
функций, Й-функций, ити п-функций, на виды с реальными модулем 
и параметром при угле прецессии дзега-функции заменяют эллипти­
ческими интегралами первого и второго рода с применением реляции 
Лежандра; Й-функции выражены при помощи бесконечных гэта-про-
изведений очень быстро сходящихся рядов. Из результатов выведены 
соотношения для совершающегося движения в интервале периода 
нутации. 

Кроме редукции общих соотношений решения, движение описывают 
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выражениями, соответствующими нормальным исходным условиям 
псевдорегулярной прецессии, которая является общим движением 
твердого тела случая Лагранжа. 

Легкость использования результатов иллюстрируется численным 
решением конкретного случая движения. 
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