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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, XII, 4, 1962 

O RACIONÁLNYCH FUNKCIÁCH 
OPERÁTORA DIFERENCOVANIA 

J O Z E F ELIÁŠ, Bratislava 

V práci [1] bola uvedená operátorová metoda riešenia diferenčných rovnic. Pri 
praktických výpočtoch bolo potřebné zistif, aké funkcie odpovedajú operátorom 
tvaru: 

1 1 s 

(S _ af [ ( s _ a ) - + /j-]* [ ( s _ a ) - + fy 

kde a, f} =t= 0 sú čísla a k prirodzené číslo. V tejto práci zavedieme pojem algebraickej 
derivácie, pomocou ktorého sa táto úloha velmi iahko rieši. Všetky označenia 
a definície budu rovnaké ako v práci [1]. 

Nech {a(n)} je funkcia z K. Položme 

D{a(n)} = {/(#,)}, 

kde/(O) = 0 a/(«) = -na(n - 1), pre n = 1,2, ... 

Lemma 1. Nech a, b sú funkcie z K. Potom platí: 

a) D[a + b] = DA + Db; b) D[ab] = [Da] b + a[Db]. 

D o k a ž . Počítajme pre n = 1,2, ... 

a) D[a + b] = {-n[a + b](n - 1)} = {-na(n - 1) + (-n)b(n - 1)} = 

= {-na(n - 1)} + {-«£(« - 1)} = Da + Db. 
n - l 

b) D[ab] = {-n[ab] (n - . ) } - { - / . £ a(n - / - 1) &(/ - 1)} -
i = l 

= {YJ-(n-i)a(n-i-\). b(i - 1) + X a(« - / - 1) (/) 6(/ - 1)} = 
i = l i = l 

= { X [!>«(« - /)] b(i - 1) + £ o(» - / - 1) [D/j(/)]} = 
i = 1 1 = 1 
« - l 

= { X [IM« - Ol !>(i - 1) - [Da{0)] b(n - 1) + 
í ' = l 

n - l 

+ X fl(/i - . / ) [Db(j - 1)] - a(n - 1) [oé(0)]} = 
1 = 1 

= { X [oa(« - /)] 6(i - 1) + X a(« - 1) [Db(j - 1)]} = 
i = l i = l 

= [Oa] 6 + a[Db]. 
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Pre n = O sú tvrdenia vety zřejmé. 
Nasledujúca lemma dává vztah medzi operáciou D a súčtom radu funkcií (pozři [2], 

str. 288). 
Lemma 2. Nech a. sú komplexně čísla a a. sú funkcie z K, pre i = 1,2, — Nech 

rad _\ a.a. konverguje. Potom platí: 
i = 1 

° [ i«,«,] = í <*,[->«,]• 
/ = i / = i 

Dok a z. Pre n = K 2, ... platí 
a: a> (/:• 

D[ X a(a,] (n) = {-/.[ X a,«,] (« - I) = {-« L a, f l.(" - ')} = 
i = I ' ' i = 1 ř = 1 ' ' 

= ít «,[-««,(" - ')]} = { É a([0fll(»)]} = f a,W-
/ = 1 / = 1 / = 1 

Pre n = 0 je dokázaná rovnost' tiež zřejmá. 
Rozšiřme definíciu operácie D na fubovolhé operátory tvaru a = /Vq, kde /7 

a q 4= 0 sú funkcie z K, takto: 

[Dp] </ - /;[£></] 

Táto definícia je nezávislá od vyjadrenia operátora ako podielu dvoch funkcií. 
Bez ujmy na všeobecnosti nech /?, q, px, ^ t sú funkcie z K rózne od nuly. Nech je 
F/q = PI/VÍI potom pqx = qpx. Ak na poslednú rovnosť použijeme operáciu D 
a urobíme úpravu, dostaneme: 

Dp Dq _ Dpx Dqi 

gi ч P\ 

Keď vynásobíme íavú stranu poslednej rovnosti s p/q a pravú stranu s px/q{, dosta
neme: 

[Dp] q - p[Dq] = [Dpx] qY - qx[Dqx] 

q2 ql 

Veta 1. Nech je / e K. Potom D/ = Df. 
D o k a ž . Nech /, p, q =(= 0 sú funkcie z K a / = F/q; máme dokázaf, že /)/ = 

= D [p/q]. Podía předpokladu p = /q. Ak na tuto rovnosť použijeme operáciu Z), 
dostaneme: 

Dp = [D/]q+/[/)g] . 

Odtial' vyplývá: q[D/;] = [D/]q2 + /q[Dq] = [D/]q2 + f>[F>g]. Z poslednej rovnosti 
dostáváme: 

D f = . Й : . . # ł ] =Ď 
2 

Of 
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V ďalšom v dósledku dokázanej vety bez obav z nedorozumenia budeme namiestoD 
písať D. 

Operácia D má podobné vlastnosti ako derivácia. Budeme ju preto nazývať 
algebraickou deriváciou. 

Veta 2. Nech a, (i sú číselné operátory. Nech a, b sú operátory. Potom platí: 
a) Da = 0; 
b) D[ab] = a[Db] + b[Dá\; 
c) D[aa + fib] = oc[Da] + p[Db]; 

d) D ak 6 + 0. 
[Da] b - o[Dó] 

) . 2 

Dókaz. a) Číselný operátor a sa dá napísať v tvare oc = {a}/{l}. Potom podfa 
definície 

{«} _ [D{«}]{1}-{«}[D{1}] = {-,,«}{!}__ {«}{-„} _ 

{i}2 U}2 

/í /I 

r 

Da = D 
{П 

-« __ (л - o + « I (' - 0 fn, 
Í = I І = I \ u / = o. 

{i}2 {i}2 

b) Položme a = p/q, b = pjq_, kde p_ p_, q + 0, qx #= 0 sú funkcie z K. Po-
čítajme: 

D\_ab] = D P Pi 
q q{ 

D PPi 
ЧЧi 

[D(pp_i_)]jf5_..-j_pjI_°Í9_?_i)l 
2 2 

9 Ч\ 
[Dp]qq_p_ + pqq_[Dpx] - pp_q_[Dq] - pp_q[Dq_] 

2 2 

Ч Чi 
[Dp]q - p[Dq] p_ p [Dp_] q_ - p_[Dq{] 

= D 

ql I 

_h_ 

Ч\ q 

P\ 

_ f l i _ 

d\ 

= [Da] b + a_Db_ = a_Db] + b[Da]. 

c) Najskór si všimnime, že z a) a b) ihneď vyplývá, že pre fubovolný operátor a 
a každý číselný operátor a je D[aa] -= aDa. Stačí teda dokázat', že D[a + b] = Da + Db 
pre fubovofné dva operátory a, b. Nech a = pq, b = pjq_, kde p,px,q^0, qi + 0 
sú funkcie z K. Počítajme: 

pql + pxq 
D[a + b] = D j__ + _P_i_ 

<7 « i 
= D 

t7<_i 

_ _ [ % i + Pit/)]g<_i - [P<7i + Pi*7] J>[ggi] _ 
<?2<7i 

_ _[/_p] 5*7. + [Dp_ l i ^ - M i M - fj^LI^/i] 
2 2 

q . i 

[Dp]. - p[lV] , [Dpijc/! -PiEo^i] 

+ 

+ чì 
D 

p_ 

_q_ 
+ D ÌҺ 

_ 4 i _ 
= Da + Db. 
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b) Nech r = ajb, kde a, b =t= O sú operátory, t. j . a = rb. Potom podlá b) platí; 
Da = [Dr] b + r[Db]. 

Odtial' vyplývá: Da - r[Db] = [Dr] b. 
Z poslednej rovnosti dostáváme: 

_ Da - r[Db~ _ Dú ~~ T ^ _ [Da]\b - a~Db~ 

''~~ b~ ~ b - tf 

Vsimnime si, že DI = { — n}, kde / = {1}. Odtiaí podía predošlej vety dostáváme: 

Ds = D 
[ D I ] / - 1 [ D / ] = {,_}_ 

Ѓ {„} 

V práci [1] sme zaviedli polynom operátora s. Prvou deriváciou polynomu ope
rátora s P(s) = a0 + avs + ... -\-%aks

k nazýváme polynom P'(s) = ax + 2a2s + 
+ ... + kaks

k~~. Analogicky zavádzame druhu deriváciu polynomu s ako prvú 
deriváciu z prvej derivácie. Podobné definujeme vyššie derivácie. Na základe uve
dených viet móžeme tvrdiť, že DP(s) = P'(s), kde P'(s) je derivácia podlá s. 

Ak F(s) = P(s)IQ(s), kde Q(s) je nenulový polynom operátora s, potom platí: 

DF(s)= VDP(s)]Q(s) - P(s)[DQ(s)-\ _ P'(s)Q(s)-_P(s)Q'(s) 

Q-ls) Q\s) 

V práci [2] na str. 292 je dokázané, že každý operátor /; e T(k) sa dá napísať 
00 

v tvare p _>] a.l\ kde a. sú komplexně čísla a v je celé číslo. Následujúca veta dává 
i = v 

vyjadrenie pre Dp, ak operátor p je napísaný v takomto tvare. 
00 

Veta 3. Ak je p = _>] a.l\ kde a. sú komplexně čísla, v je celé číslo, potom 
i = v 

00 

Dp= - £ ,V+1. 
i = v 

O oo 

Dókaz . Položme p = /?_ + F2, kde/?_ = £ a./1 a p2 = _>_ a./1. Podlá predošlých 
ť = v ť = 1 

poznámok 

D P l = D [ Í a,/'] = D [_; a , r ' ] = £ - / a ^ - ' - 1 = - £ ř a ,/ , + 1. 
ť = V ť = V ť = V ť = v 

oo 

Podlá [2] rad ]T a./' konverguje pre íubovofné čísla a_, a 2 , ..., preto podía 
ř = v 

lemmy 2 
00 00 OO OO o o 

!>/>2 = - ? [ ! «,/'] = Z a, [/>/'] = Z a ( [Ds- '] = - X i a ^ - ' - ^ - £ ía,./'^. 
i = l i = l i = l i = l í = l 
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Podía c) vety 2 dostáváme dokázané tvrdenie. 
Ukážeme příklady na použitie dokázaných tvrdení. 
P ř í k l a d 1. Pre prirodzené číslo k a komplexně číslo a 4= — 1 platí: 

i 
(s - ocf fc - 1 (« + 0" 

Dokážeme to indukciou. Pre k = 1 tvrdenie platí podlá [1], str. 213. Predpokla-
dajme, že tvrdenie je správné pre k = / — 1, kde / > 1, t. j . že platí: 

( « + 1 ) ' 
n-l + 2 

(s-af-1 I V - 2 

Dokážeme, že tvrdenie platí i pre k = l. Počítajme: 

1 1 „ l 1 _ ./ n 
•D D 

( S _ a ) ' ( / - 1 ) ( s - a ) ' " 1 Є - l ) I V - 2 
(« + 1)" 

í ) (/^-(^("ľ.)^^^1}- / - 1 (« + 1) л-l + í 

Výsledok sa zhoduje s tvrdením vety 5,3 v [1], str. 213. 
P ř í k l a d 2. Pomocou algebraickej derivácie Iahko odvodíme vzorce pre mocniny 

operátora \/(s2 -h /i2). Totiž 

2P2 

D- ß 2 s2 
1 

OdtiaГ 

s2 + ß2 (s2 + ß2)2 (s2+ß2)2 s2 + ß2 

—L--_-LГ_-_ + _. 
Л , „2̂ 2 Џ2 [ s 2 + / ? 2 (s2 + ßzf 2ß s' + ß2 

alebo 

- JL J-ÍJL 
(s2 + ß2)2 2ß2\ß 

(Vl + ß2)"ún nę + D [(Vl + /?2)"cos и<p]l = 

- - ~ ( V l + /J2)nsinH<p - -L-í?(Vl + p2)n-lcos(n - 1) <p, 

pričom (D je argument komplexného čísla 1 + /ii. Výsledok sa zhoduje so vzorcom 
K2(a, /?, s) v [1], str. 216 pre a = 0. 

K tomu, aby sme odvodili vzorce pre vyššie mocniny operátora l/(s2 + /?2), 
počítajme: 

D2 — - L _.__ _ D 
(s^+ß2)"'1 D 

1 _ 1 _ Ð Г _ = _ _ _ _ _ ) _ 1 Ł _ 1 J L 0 2 + Л * J (s^ + ß2)"-1] L (s2 + ^ 

2(2fc- l ) ( f c - 1) 4ß2k(k - 1) 

"(s2 + /?2)fc ~~ (s2 + ß2f+1 

2Ö7 



OdtiaF vyplývá, že 

1 (2k-\) 
DŁ 

(s2 + ß2)k + l 2ß2k (s2+ß2f 4ß2Ңk~\) (s2 + ß2) ,k- 1 

prefc = 2 , 3 , 4 , .... 
Pre k — 2 dos t aneme: 

D2 - . - = } ..r_ (\ | + p2)" sin n<p 

-g^4 " ( v l " + / ? 2 ) " - ' c o s ( „ - \)cp - -~n(>> - l ) ( v ' ; í + / / 2 ) - 2 s i n ( i i - 2)<p\. 

Pre k = 3 dos taneme: 

/У 
(.s2 + />>2)4 вß2 (s2 + ß2У 24ß2 (s2 + ß2) 2 \ 2 

16/У 
--(v i + /) !2)"sin mp - ••••"- m ( v 1 + Z?2)""* cos („ - ! ) < / > -

16/; 

- - •- и (и - 1) (V 1 + / П " " 2 sin (и - 2) </> + 
8/?' 

- 4 /»(// - l ) ( и - 2 ) ( v í l + / i 2 ) " - 3 c o s ( / / -Ъ)<p\. 
48/7 

Vzorce sa zhodujú so vzorcami K3(a, /?, .y) a K4(a, /i, s) v [1], str. 216 pre a = 0.* 
P o z n á m k a . P o m o c o u predchádzajúcich vzorcov a algebraickej derivácie od

vodíme vzorce pre o p e r á t o r s/(s2 + /? 2 )\ k = 2, 3, .... 

Počíta jme: 

O d t i a í vyplývá: 

D 
(sl+ßz)' 2 ^k - 1 

-2(k- \)s 

(s2 + (f-f 

D 
(s2 + p2f 2(k-\) (s2 + p2f-i 

Pre k = 3 z predchádzajúceho vzorca dostáváme: 

prc k = 2, 3, .... 

_ / _J -т-D 

S ="> Л * 
4 (,v2 + / / 2 ) 2 

1 

(.s'2 + / ^ ) 3 

( V I + ß )" SІП //</> - , И (V 1 + ß )" ~ COS (/! - i ) </> 

I џ' 

2fí~ 

(VI + 7 Í 2 ) " - ' S Í I I ( / Í - ! ) < / ) 

2/Г 

Ь//2 
//(// - i ) ( v ' i + / í 2 Г 2 c o s ( / j - 2 ) < / > L 

* Vo vzorcoch pre K3(a, /;, s) a K4(u, /j, .y) v [1] na str. 216 sú však chyby. Vo vzorci pre K3(.a, /i, s) 
koeficient pre sin nť/> má byť 3/8/;5 | a I 1 |M . Vo vzorci pre K4(a, />, .v) koeficient pri sin (// — 2) cp 
má byť —í/sp5n(n— 1) | a •? 1 j " - 2 a koeficient pri cos (n - 3 ) ^ ™á byť l/48//4//(" - l)(/7—-
— 2) |cf + 1 | n " 3 . 
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Vzorce sa zhodujú so vzorcom Q3(0, /i, s) v [1], str. 219. 
P ř í k l a d 3. Pomocou algebraickej derivácie sa dajú odvodit" aj vzorce pre ope

rátor \/[(s — a) 2 + /?2]), kde a, /? + 0 sú reálné čísla a k je prirodzené číslo. Podlá 
pomocnej vety 1 na str. 214 z [1] platí: 

/c= 1,2,3,..., - — = Y 
[(s-a)2 + ß2f Ml(x-a)j (x-a)Jj 

A, Aj 

pncom 
r2k-j - l\ _ l 

(2/0 
A j l k - 1 / (?í<Ýk~Jk 

pře 1 = ./ =- ^ -47- je konjugované číslo k A7- a a = a + /?.; a, /? + 0 sú reálné čísla. 
Ak použijeme výsledky příkladu 1, dostaneme: 

K^-+>r-{I.C- <)[y,/'+ """*,+^ + *"'*+ 
= [?,(. í - i) 2 R e W " + i r " , ] } -

Pre k = 2 posledný vzorec má tvar: 

', , , = { Y ( " )2RclAta + l ) "- J + 1]j = 
Us-*)2 + p2y \M\j-i) L A J J 

= \ 2 Re A,(« + 1)" + ( " ) 2 Re A2(a + 1)"' 

'•-, \u + 1 |"sin/i<o - ---IÍ/ + 1 I" cos(/i - l)(p}, 
z./) 2/) J 

kde (/? je argument komplexného čísla a + 1 a \a + 1| jeho absolutna hodnota. 
Vzorec sa zhoduje so vzorcom K2(a, /i, .?) v [1], str. 216. 

P o z n á m k a . Podobným spósobom sa dajú odvodit' vzorce aj pre operátor tvaru 
s/[(s + a) 2 + fi2]), kde a, /? + 0 sú reálné čísla a k je prirodzené číslo. 
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О Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И Я Х О П Е Р А Т О Р А Д И ФЕ Р Е Н Ц И Р О В А Н И Я 

Йозеф Э л и а ш 

Р е з ю м е 

В работе [1] определено поле операторов Т(К) как поле отношений над кольцом 1С всех 

комплексных функций, определенных на множестве всех целых неотрицательных чисел. 

Сложение и умножение в К определяются по формулам а \ Ь {а(п) -\ Ь(п)}, аЪ = 
м 

= ! X а(п — /) Ь(1 — 1)}, для всех с/, Ь е К. 
/ = 1 

В настоящей статье введена операция ^ следующим способом: Если {а(п)\ е К, то {^а(п)} = 

!/(//)}, где.АО) 0 и/(//) —па(п— 1) для // 1,2, ... 

Далее, если оператор а р/с], для р е Кщ О Ф и е /С, го полагаем Ра ^(р/2) [(Ор) ^ — 

- Р(Щ)]/сг. 

Доказываются следующие теоремы: 

Если а, // числовые операторы и а. Ь произвольные операторы, то ^а 0, ^[аЬ] 

а№Ь]-\-Ъ№а]< 0[аа ' /Щ а[Оа] ••! /'[О/ф Р(а/Ъ) • [(^а) 1> — а(^Ь)]/Ь2

ч Ь ф 0. 
<Г' 

По [2] всякий элемент ре Т(К) может быть представлен в виде р X ахГ, где 1 {1}, 
I - ~ V 

V = 0 — целое число и а-, /' г, г |- 1, ... - - комплексные числа, ау Ф 0. Для оператора р 

в этом виде справедлива формула: ^р — X /а./'+ ' . 
/ —" V 

С помощью операции Д выведены формулы для степеней операторов: 1/(.у — а), а Ф — 1 

комплексное число; 1/(л2 •!-/; 2), л/(л2 ! />2),к к 1,2,..., 1/[(л — а ) 2 -!•• [>2]к, где а, () -\= 0 

вещественные числа, к натуральное число и оператор .V 1/1. 

ОЫ Я А Т Ю ^ А Р Е ^ N С Т I О N 5 ОН 0 1 Р Р Р К Е Ж : Р О Р Е К А Т О К 

1о/еГ ЕПаз 

З и т т а г у 

1п рарег [1] 1пе Гю1с1 Т(К) оГ орега1ог§ 1$ а'еппео! ах 1Ье диоЦеп1-пе1с1 оуег 1Ие п\л% А оГ а11 

сотр1ех^а!иео! 1ипс1юп5 ^сипеа! оп 1Ье 8е1 оГ а11 поп-пс§аиус т1е§ег8. ТЬе ао'сШюп апс! тиШ-
п 

рйсаиоп т К аге о!еппес1 Ьу ГогтЫае а \ Ь \а(п) -\- /?(//)} апс! аЬ { Е а(п — /*) /)(/' —1)} 
1= 1 

ге8ресЦуе!у (Гог еVе^у а,ЬеК). 

1п 1Ыз рарег гфе орегаОоп ^ 15 с1еппес1 т 1Ье Го11о\ут§ \уау: \{а е К 1Ьеп ^а /, ууЬегеДО) 0, 

апс! /(//) —па(п — 1), // V 2. ... Риг1пег. \{ а р/д, ре К, 0 ф де АГ, УУС ри1 ^а ^(р|^) 

(^Р)Ц — Р^Ц))/Ц

2. 

ТЬе гЫ1о\ут§ 1Ьеогет8 аге ргоуеа\ 

11 а, [) аге питепса1 орега1ог8 (питЬегз), апс1 я, Ь агЬЬгагу орсга1огя, 1пеп ^а 0, ^(аЬ) 

фа)Ъ \ а(рЬ), Р(аа \ (1Ь) а(йа) ! (1№Ь\ 0(а',Ь) (Ш)Ь — афЬ))1Ь2, Ъ ф 0. 
<Г) 

Ассогшп§ [2] еуегу е1етеп1 р е Т(К) т а у Ье у/пНеп т 1Не Гогт р X а{1
1, \уЬеге 1 {1}, г = 0 

1 = V 

15 ап 1п1е[>ег апс! а-, 1 =••-• г, V -\- ! , . . . , аге сотр1ех питЬег8, ау |= 0. Рог аа орега(ог р т 1гп8 Гогт 

1Ье Гогти1а ^р — X Ш;/'1* 15 ргоуса*. 
1 = V 

Ву а!с! оГ 1Ье орега1ог О 1Ье Гогти1ае Гог 1Ье орега1ог8 1/С?— а ) \ 1/(д-2 I [12)к, 8/(х2 ф /^2}А; 

1/((л- — а ) 2 4 [>2)к, Уу'Неге а, р ф 0 аге геа! питЬег8 апс! /: 15 а розШуе 1п1еёег апо* д* — 1/1 агергхгуес1 
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