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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY Č A S O P I S SAV, VII, 2 — 1957 

O P R V O Č Í S E L N Ý C H M Ř Í Ž O V Ý C H B O D E C H 
NA K U Ž E L O S E Č K Á C H 

MILOŠ LÁNSKÝ, Praha 

Nechť P je množina všech prvočísel, C množina všech celých, R množina 
všech reálných čísel. Každý prvek kartézského součinu C X C nazýváme 
mřížovým bodem, každý prvek množiny P x C, resp. C X P nazýváme zleva, 
resp. zprava prvočíselným mřížovým bodem. Prvky množiny P x P na
zýváme prostě prvočíselnými mřížovými body. 

Z teorie diofantických rovnic je známo (viz na př. [1], str. 130 nebo [2], 
str. 88), že existují neomezené regulární kuželosečky, na nichž leží nekonečně 
mnoho mřížových bodů. Takovou kuželosečkou je na př. Pellova hyperbola 

y2 — dx2, = 1, 
kde d > 0 není čtvercem celého čísla. 

Snadno bychom dokázali, že tato hyperbola prochází však jen konečným 
počtem zleva prvočíselných mřížových bodů.,1 J e tedy na místě otázka, zda 
a které kuželosečky obsahují nekonečně mnoho zleva, resp. zprava prvočísel
ných mřížových bodů. Částečnou odpovědí na tuto otázku je věta, kterou nyní 
zformulujeme. 

Veta. Nechť r je racionální číslo; existuje-li regulární kuželosečka, která pro
chází bodem (0; r) a obsahuje nekonečný počet zleva prvočíselných mřížových bodů, 
pak je to parabola, jejíž osa je rovnoběžná s osou y. 

Dříve než přistoupíme k elementárnímu důkazu této věty, odvodíme celkem 
samozřejmou pomocnou větu: 

Pomocná vela. Nechť r\ C C X C je funkce, pro niz platí v R x R vztah 
lim rj(x) = m 6 R. 

X-+ + OO 

Pak 
a) je m 6 C, 
b) existuje takové číslo n € C, ze pro všechna x větší nez n z definičního oboru 

funkce r\ platí 
r/(x) = m. 

1 Důkaz na tomto místě neuvádíme z toho důvodu, že tvrzení je přímým důsledkem 
vety, kterou v dalším dokážeme. Viz důsledek 3. 

121 



D ů k a z . K e k a ž d é m u s > O existuje podle p ř e d p o k l a d u přirození* číslo H. 
t a k ž e p r o všechna x větší než n a současné z definičního oboru funk je >/ ])latí 

| )j(x) — )ti | < ř, »/, € H. ( 1 ) 

Označme symbolem O(m, C) vzdálenost m od C. Je-li /// 11011 G í . p a k je 
d(m. (1) > 0; zvolíme-li ť fg O(m, ("'), p a k ze v z t a h u (1) p lyne, že ])latí 

| t/(.r) — m j < o(w, C), 

k d e ^(x) 6 (7, což je spor. T í m je d o k á z á n a prvá část tv rzení . 
Položíme-H e ^ 1, ])ak ze v z t a h u (1) obdržíme 

\rj(x) - m | < 1, 

k d e r/(#) 6 C, m € (7. O d t u d p lyne rj(x) — ?H, c. b . d. 

Pře jdeme n y n í k d ů k a z u v lastní v ě t y : 
D ů k a z . Nechť// C P x C je n e k o n e č n á m n o ž i n a zleva prvočíselných mřížo

v ý c h b o d ů ; nechť pro všechny u s p o ř á d a n é dvojice (x, y) 6 /i p la t í vz tah 

anx
2 + 2a12£?y + 2 a13x + a22H

2 + 2a23/y + a33 -= 0. (2) 

k d e p r v k y symetr ické mat ice \\ aik \\ jsou komplexní čísla a d e t e r m i n a n t 
A = | aik | je r ů z n ý od nuly . 

P r o t o ž e ju obsahuje alespoň p ě t r ů z n ý c h b o d ů a p l a t í /i C C x <". d á se 
na zák ladě ú v a h z l ineární a lgebry s n a d n o odvodi t , že p r v k y mat ice i| aik \\ 
j sou v p o m ě r u celočíselných d e t e r m i n a n t ů ; m ů ž e m e t e d y v y n á s o b e n í m vhod
n ý m f a k t o r e m d o s á h n o u t t o h o , a b y koeficienty v rovnici (2) by ly celými čísly. 
V dalš ím b u d e m e p ř e d p o k l á d a t , že t a t o ú p r a v a již b y l a p r o v e d e n a . 

Prochází-H kuželosečka (2) b o d e m (0; r). p a k r je rac ioná ln ím k o ř e n e m poly
n o m u 

p(y) --•= avJř + 'la^y + % 3 ; 

označíme-H An = a22a22 — a | J ? p a k | —An je celé číslo. 
Zře jmě p l a t í p r o všechny dvojice (x, y) € ju v z t a h 

a22 . (anx + 2a12?y + 2aVÁ) + 

+ (a22y + a23 - \!—An) . (a22y + a23 + \r—An) = 0 (3) 

a t e d y x \ (a22y + a23 — [ —Án) . (a22y + a23 + \'—Án). 

Pro tože je x € P, p lyne ze z n á m ý c h v las tnos t í děl i te lnost i , že p la t í b u d 

x \a22y + a 2 3 + \'~AU, (4) 
n e b o 

# I a22.¥ + a23 ~~ I —Án. (5) 

O z n a č m e symbolem N., m n o ž i n u všech čísel x, k t e r á se vyskytu j í n a prvních 
mís tech dvojic (x, y) € /i, symbolem Y^ množinu všech čísel y, k t e r á se vy
skytu j í n a d r u h ý c h mís tech dvojic (x, y) € /i. Množina ju je n e k o n e č n á . K d y b y 

122 



množina Xfl byla konečná, pak Yfi by byla nekonečná a existovalo by 
takové číslo x € Xu, že pro nekonečné mnoho // 6 7 / ( by platilo (x. //)€/./: 
to ovšem odporuje předpokladu v4 + 0. Množina X„ je tedy nekonečná. 
V dalším nyní dokážeme, že platí a22 = avl --= 0. 

I. Nechť je O22 + 0; pak ])ro všechny dvojice (.r, y) € // platí bud 

—a12x — O23 -f i—A^x2 + 2A13.x — Au 

a 22 

nebo 
— «12.r — O23 - - | —-433 :t'2 + -A1:vx — _An 

a22 

V těchto vzorcích značí Aik doplňky determinantu A. 
Definujeme nyní množiny Xfy\ i, x = 1,2 těmito předpisy: 

X)] je množina všech x, kde (x, y) vyhovuje vztahům (4) a (6), 
X)f je množina všech x, kde (x, y) vyhovuje vztahům (4) a (7), 
X'jf je množina všech x, kde (x, y) vyhovuje vztahům (5) a (6), 
Xff je množina všech x. kde (x, y) vyhovuje vztahům (5) a (7). 

Zavedeme-li s,x. O'*, i. x = 1.2 takto: 

(ß) 

(-) 

H - I I - U - D - »*• i!-(.:.)• 
můžeme dále definovat funkce rfy CCxC, i,x=- 1,2 s příslušnými definič
ními obory Xly; funkčním ])ředpisem 

= ~a12x + + * (-'T-^U + O ^ j ' - ^ 3 : ^ 2 + ^"i3? ~"-4'i, 

Ze tyto funkce jsou celočíselné, odvodíme snadno, dosadíme-li ze vzorců (6) 
nebo (7) do vztahů (4) a (o). 

Protože platí X'.. -= JT],1 u KJ,2 u Xj.1 u X*f, je alespoň jedna z množin Xjf 
nekonečná. Tuto množinu, která je shora. resp. zdola neomezená, označme 
dvojicí indexů i0, * 0 . 

Pak zřejmě platí vztah 

l i m YjtoH,i (x) r.~ —avl + řVoíf» | / — ^ 4 3 3 , 
r-->+oo 

resp. lim ?;'»"» (x) ~-= —avl — O'°*° ]'—^433. 
.r—> - x 

Podle pomocné v e t y existuje číslo n € C. takže pro všechna x > H. resp. 

x —n. x€ X**0 platí 

>/o-o(.r) -= -rt12 + ,>'«*« | r - A 3 3 , 

123 



res]). 
>/-*o(.0 - -<h2 ~ ^ , ; ' ° l - ^ 3 3 - -

P r o t o ž e t e n t o v z t a h p l a t í pro více než dvě x, d o s t a n e m e po j e d n o d u c h ý c h 
algebraických ú p r a v á c h 

AnA„ - AU = 0; 
protože v šak p l a t í 

a22A = AnA^ A.i.,. 

pjyne o d t u d A = 0, což je spor. 
I I . Nechť a22 = 0. a12 4= 0; ])ak pro všechny body (x. y) € y Is eventuá ln í 

vý j imkou t ěch bodů, pro něž je x = -—I, p la t í 
a 1 2 / 

___ _ a L 1 : T
2 + 2^13___+_a_33 ( S ) 

2(a1 2^ + a23) 

Označme Xfl = Xfl — <— ------>. Ze vztahu (2) plyne, že pro všechna x £ X„ 
l #12 I 

platí 
* I 2«23?j + «33 • (9) 

Dosadíme-Ji z (8) do (9). dospějeme k závěru, že je možno funkční n před
pisem 

7]{X) = 
a1j6t'2QtX "I ^*'i'?^33 —jťLioO'03 

a 1 2 . r -f- a-23 

definovat celočíselnou funkci ty C O X O, jejímž definičním oborem je m n o 
žina Xfl. 

P r o t o ž e m n o ž i n a Xf, je nekonečná, je shora, resp. zdola neomezená a p la t í 

l i m )](x) = — ——- . 
.>'->__ CO # _ > 

Podle pomocné věty existuje n € C, takže pro všechna x > H. resp. x < — /*. 

o: € X ; / , platí 

11 23 Г](X) = -
a,o 

P r o t o ž e t e n t o v z t a h p l a t í pro více než jedno x, d o s t a n e m e po s n a d n ý c h alge
bra ických ú p r a v á c h 

A = a'l2a„ — 2a12a13a_3 + ai\a%\ — **• 
což je spor. 

I I I . Je-l i a 2 2 = a 1 2 = 0, p a k A = —ana$:,: z p ř e d p o k l a d u A 4= 0 ])lyne 
a2S 4= 0, an 4= 0. 

2 Zároveň je o d t u d p a t r n o , že } - A 3 3 je celé (racionální) číslo, a t e d y kuže losečka 
nemuže být e l iptického t y p u . 
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Pro všechna (x, y) € JLI p la t í ted\T podle (2) 

V = - 1T— (ttll-^2 + 2ai*X + «33)-
^ 2 3 

J a k je známo z ana ly t i cké geometr ie , jde o rovnici pa rabo ly , jejíž osa je 

rovnoběžná s osou y. 
r r n . v , T o v v . v J I v j í l . i . *̂"11 ^*Tí 'too . , 

l e n t o pri])ad muže zrejme n a s t a t n a pr . t e h d y , jsou-li — , , - — cela 
čísla. T ím je d ů k a z v ě t y p r o v e d e n . 

Důsledek 1. Nechť r je racionální číslo; existuje-li regulární kuželosečka, která 
prochází bodem (r; 0) a obsahuje nekonečný počet zprava prvočíselných mříž >-
vých bodu. pak je to parabola, jejíž osa je rovnoběžná s osou x. 

Důsledek 2. Neexistuje regulární kuželosečka, která, protíná souřadnicové osy 
v racionálních bodech a obsahuje nekonečný počet prvočíselných mřížových bodů. 

Důsledek 3. Neexistuje hyperbola, která protíná aspoň jednu souřadnicovou 
osu v racionálním bode a obsahuje nekonečný počet prvočíselných mřížových 
bodu. 

Důsledek \. Pellova hyj)erbola y'1 — dx2 = 1 obsahuje konečný počet zleva 
prvočíselných mřížových bodu. 

Důsledek o. Nechť (x0. y0) je mřížový bod Pellovy hyperboly s nejmenším 
kladným x0. Pak v posloupnosti celých čísel {xl. x2. . . . | , určených vztahem 

тrZU'+>ì("m"'v" 
je povze konečný počet prvočísel. 

D ů k a z y důs ledků 1—4 jsou očividné. D ů k a z důs ledku 5 p l y n e o k a m ž i t ě 
z důs ledku 4, uvážíme-li, že všechny mřížové b o d y (x, y) Pel lovy hyperboly 
jsou určeny v z t a h e m 

;// + x \'d = (Ho + x0 )d)r 

(viz [2], str . 88). 

P o z n á m k a . Věta je zároveň řešením úlohy, k t e r o u p ř e d časem předložil 
doe . dr . K. Černý. J d e o d ů k a z t o h o t o t v r z e n í : 

Nabývá-l i k v a d r a t i c k ý trojčlen ax2 + bx -f- c s celočíselnými koeficienty 
p r o všechna celá x h o d n o t , k t e r é jsou čtverci celých čísel, p a k je t e n t o trojčlen 
( h o j m o c í l ineárního p o l y n o m u . My j sme v las tně dokázal i v íce: s tačí tot iž , 
a b y trojčlen n a b ý v a l č tvercových h o d n o t v bodě 0 a pro n e k o n e č n ě m n o h o 
prvočísel. 

J a k m n e upozorni l a k a d e m i k Stefan Schwarz, nelze ovšem v ě t u dokáza
nou v t é t o práci o b r á t i t v t o m smyslu, že b y k a ž d á p a r a b o l a procházející 
bodem (0: r). jejíž osa je r o v n o b ě ž n á s osou H, obsahova la n u t n ě nekonečně 
m n o h o zleva prvočíselných mřížových b o d ů . J a k o p ř í k l a d slouží p a r a b o l a 
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// — l (— 1 + -•t'2)- ktei'á prochází Ixuleni (O; —\) a neobsaliuje žádný 
mřížový- bod. 

L I T V KATU HA 

l. S c h w a r z Š., Algebraické čísla, P r a h a 1950. 2. V i n o g r a d o v .1. M., OOIH BI.I Tcopnn 
•iiiec.i 1949. 

Došlo 6. 9. 1956. 

о II сое т и х ць;.;| и х т о ч к л х , 
Д Е Ж Л Щ И Х мл К Р И В Ы Х и го П О Р Я Д К Л 

М И Л О Ш .4 А Н С IV II 

И ы в о д ы 

11:? теории у р а в н е н и й Диофанта известно, что в доГк I вито. 1ЬНой евклидовой п.юско( ги 

с у щ е с т в у ю т р е г у л я р н ы е к р и в ы е 11-го п о р я д к а , проходящие через бесконечное мно

жество целых точек'. 

Примером т а к о й . п и ш и с л у ж и т гипербола Нелли 

у* - (1х* ^- 1, 

где г/ целое положительное, не являющееся квадратом целого числа. С д )\том с т 

ропы не т р у д н о п о к а з а т ь , что ата гипербола содержит только коночное чи 'ло таких 

целых точек, первая координата к о т о р ы х проста. А в т о р вводит понятие с.кчм (справа) 

простой целой т о ч к и , к а к целой т о ч к и первая (вторая) координата к о т о р о й проста. 

А в т о р потом формулирует с л е д у ю щ у ю проблему: к а к о г о рода к р и в ы е I 1-г > п о р я д к а 

вообще м о г у т содержат», бесконечное количество точек введемого типа. 

О п и р а я с ь па лемму о продело целочисленной ф у н к ц и и , доказывается теорема: 

Теорема. Пусть г рациональное чист; ест существует регулярная крива ч /1-го но 

ря(Ь;а, проход.чн{ая чера точку (0, г) и содерж'сицая бесконечное количество слеас просты.г 

целых точек, потом ото обязательно парабола, ось ноторон параллельна ос ч у. 

Ота теорема имеет ряд интересных следствий, напр. такое следствие, что I о сущест

вует р е г у л я р н а я к р и в а я 11-го п о р я д к а , пересекающая к о о р д и н а т н ы е оси в рацио 

нальных т о ч к а х и содержащая бо(-конечное количество совместно олова и справа простых 

целых точек. 

ON P R I M E LATTICE P O I N T S LYING ON T H E CONIC S 

MI LOS L A N S K V 

S u m m a r y 

It is well known from the theory of diophantic equations that there exist i a the real 
cuclidean plane regular conics containing an infinite number of lattice points. 

'Take1 for an example the so called Pelle's hyperbola 

{f — dx- = 1, 
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whc rc <l - 0 is no t t l i c q u a d r a t e o f a who le n u m b e r . On t h e o the r h a n d we could easi ly 

p rove , that such a h y p e r b o l a contains o n l y a f i n i t e n u m b e r o f l a t t ice p o i n t s whose first 

coordinates are p r i m e . 

T h e a u t h o r in t roduces t h e t e r m o f the left resp. r ight p r i m e la t t i ce po in t l ike a point 

whose first resp. second coo rd ina te is p r i m e and f o r m u l a t e s t he p r o b l e m o f f i n d i n g a l l 

conies wh ich have an in f i n i te n u m b e r o f such p o i n t s in genera l . 

On the base o f a l emma a b o u t t he l i m i t o f a f u n c t i o n , t he values o f w h i c h can be 

on l y in tegers, l ie proves t h e f o l o w i n g t h e o r e m . 

T h e o r e m . Let r be a rational number: if there exists a rex/ular conic containin<j the 

point (0 ; r) and an infinite number of left /rr'nne lattice points, then it is a parabola with 

the a.vis puralell to //. 

T h i s t heo rem impl ies a series o f i n te res t i ng cor ro lar ies , such as: T h e r e exist no regu lar 

conies in te rsec t ing t he coo rd ina te ax is in ra t i ona l p o i n t s and c o n t a i n i n g an i n f i n i t e 

n u m b e r o f (b i la te ra l ) p r i m e lattice4 po in t s . 
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