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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, 11, 1, 1961 

P O Z N Á M K A O £-ROZMERNEJ M I E R E V En 

BELOSLAV R I EČAN, Bratislava 

V poznámke je podaný elementárny dokaž tvrdenia, že k-rozmerná Hausdorffova 
miera k-rozmernej plochy sa rovná jej plošnému obsahu. 

V celom článku En znamená w-rozmerný euklidovský priestor, ó(A) priemer mno­
žiny A, Lk k-rozmernú vonkajšiu Lebesgueovu mieru. 

Najprv zavedieme definície dvoch dóležitých pojmov, ktoré budeme používat*. 

Definícia 1. Nech B a En. Označme 

mk(p, B) = inf l S(Aif, 
i = 1 

kde infimum je utvořené cez všetky postupnosti {AJ^ii n-rozmerných gúl' také, že 
00 

S(A;) < p pre i = 1, 2, 3, ... a u At- => B. Položme 
í = i 

tnk(B) = Vk sup mk(p, B), 
p>0 

kde Vk je obsah k-rozmernej gule priemeru 1. Číslo mk(B) nazveme k-rozmernou 
mierou množiny B. 

Definícia 2. Množinu B a En nazveme k-rozmernou plochou, ak existuje zobra-
zenie (p týchto vlastností: ip je prosté zobrazenie definované v okolí G borelovskej 
množiny Z c= Ek do En také, že má na G spojité prvé parciálně derivácie, příslušná 
funkcionálna matica má hodnost' k a B = cp(Z). Číslo 

А Í -O- І Ї z 
J \j i <...<;,. 

D(ipu,...,(pL^ 

D(u ! H*) . 
dLk 

nazveme k-rozmerným plošným obsahom B. 
Množinová funkcia mk definovaná na všetkých podmnožinách En je vlastně von-

kajšia miera, ktorá indukuje na m^-meratelných množinách istú mieru, ktorú budeme 
značit" tým istým znakom. Pokial" však výslovné nepovieme, že ide o mieru, budeme 
pod mk rozumieť vonkajšiu mieru. 

Číslo pk(B), ktoré je definované pomocou zobrazenia (p, nezávisí od volby zobra-
zenia (p, čo vyplývá napr. z vety uvedenej v tomto článku. 
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Tvrdenie následujúcej vety je známe.* Tu uvedený dókaz je však elementárny, 
využívajúci jednoduché a známe vlastnosti uvažovaných pojmov. 

Veta. Nech B a £., je k-rozmerná plocha, B = (p(Z), Z otvorená množina. Potom 

mk(B) = pk(B). (l) 

Dókaz. 1. Nech B je k-rozmerný simplex. Potom existuje taká k-rozmerná nad-
rovina, že B je jej časťou. V tejto nadrovine však platí ([1] 163) 

mk(B) = Lk(B) a Lk(B) = Pk(B). (2) 

Teda vzťah (1) je splněný pre všetky k-rozmerné simplexy. Ďalej nech B je k-rozmerná 
simplexová sieť, t. j . konečný systém k-rozmerných sirnplexov, ktoré sa buďto ne-
pretínajú, alebo sa pretínajú v simplexoch nanajvýš (k — l)-ho rádu. Označme 
B = u B. Definujme pk(B) = V pk(h). Z L^-merateínosti k-rozmerných sirnplexov 

bili 

a z prvej formule v (2) vyplývá ich w^-merateínosť. Pretože (k — 1 )-rozmerná miera 
(k — l)-rozmerného simplexu je konečná, k-rozmerná miera (k — 1 )-rozmerného 
simplexu je 0 (pozři [2] 141). Z aditívnosti mk na m^-meratelných množinách, z po­
sledně povedaného a z platnosti (1) pre k-rozmerné simplexy vyplývá platnosť 
vztahu (1) pre súčet íubovolnej simplexovej siete. 

2. Nech B = cp(Z) je k-rozmerná plocha, Z súčet konečného počtu kompaktných 
intervalov. Nech Z je simplexová sieť, u Z = Z. Ku každej simplexovej sieti de-

k+ 1 
linujeme bodové zobrazenie i// na Z takto: nech tezeŽ, t = __//x,-, t, = 0, 
k + 1 _ k+í i--=\ 

__/, = ^ xi s u vrcholy simplexu : .** Potom \jj(t) = ]T t.</>(x,-). 

Nech {Z()'a" je postupnost' simplexových sieti, u Z(. — Z. F7unkciu ij/ prislúcha-
júcu sieti Ž. označme i//(. Položme Mí = ^ ř(Ž/), M{ = i//,(Z). Zostrojme {Žt.]-'=1, 
resp. { M j ^ , tak, aby platili tieto podmienky: 

lim max ó(z) = 0, (3) 

pre / e Z je lim («//,(/) - <p(tj) = 0, (4) 
í >00 

limp t(Ař,.)=p*(B).*** (5) 

* Pozři napr. |4l odst. 3. Pre // 2, A 1 a pre // - 3 a k - 2 podal jednoduchý dókaz už 
Hausdorff ([1] 164—165). 

** Uvědomme si, že takéto vyjadrenie je jednoznačné. 

*** Konštrukcia takejto postupnosti je uvedená napr. v [3]. 
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Nech sú teraz p > O, v, > O [libovolné čísla. Z vlastností iníima vyplýui evistencia 
spočetného systému //-rozměrných gul [B,]/. i tej vlastnosti, že 

i-. ! - > ( « ; ) < yknhU>.U,+ U (6) 

Z konstrukcie zobrazenia i//,- a z (3'i iahko vyplývá, že lim (//,(/) ^ </)(/) na Z rovno­

měrné. Existuje teda také prirodzené číslo i,. Že pre '.selky i > i] je 

Mi cz v_; S , . 

Zo (6) a (7) vyplývá, že 

Vknh{f>,M-)< \km.(f>. t$) + 

Prechodom k suprému dostaneme 

mk(M:) S. '•''/.(A) + hi: 

Podlá prvej času dókazu platí 

nh(M,) = P.(M,). 
Podlá (9) a (10) je 

/>*(M/)Š m,(AJ)-;- i ,,<•:. 

pre všetky / > /', . Odliaf vyplývá, že 

l i m P t ( M , ) < / i Í A ( B ) . 
I — r 

Spojením (12) a (5) dostaneme 

Pk(B) í nh(B). 

( м 

(;;> 

(9) 

(10) 

( П ) 

(12) 

(13) 

3. Ostaňme při označení definovanom na začiatku druhej časti dókazu. Nech 
i: > 0 je íubovoíné číslo. Z (5) vyplývá existencia takého prirodzeného čísla i2, že 
pre všetky i > i2 je 

\ih{Mi)- Pk(B)\ <H. (14) 

Z rovnosti (4), ktorá ako sme už spomenuli, platí rovnoměrné na Z. a z trojuhol-
níkovej nerovnosti lahko vyplývá, že 

p(ф(Г), ę(г)) - p( (,!/,(/). i/ЛC1))! < ľ- (15) 

pre všetky / , / e ~, všetky r cz Z., i > i3, i3 dostatečné veíké, kde p(N, y) znamená 
vzdialenosť dvoch bodov v En. Nech m e /V/y je [libovolný simplex, / pevné, i > i0 = 
— max (i2, i3). Uzavrime teraz m do spočetného systému k-rozmerných gúf (v rovině 
simplexu) {A,-],-, i so stredmi N; a priemermi (>(/f;) = r, < D, ktorých k-rozmerné 
objemy splňujú podmienku 

1 Ы ^ / ) = : Ук ) , П < Р:А»*) -г y •-'• 
~] 

( i б ) 

i б 



kde p je vopred dané kladné číslo. Pretože m je kompaktná množina, existuje 
konečný systém gúí z {A,},*!, označme ho {A,-},€, taký, že {A,-},-e0f c {A,-},°L i 
a u Ai; =3 ni. Přitom 

X pt(A;) ^ í Pk(A,). (17) 
/'ca i = l 

Utvořme teraz systém n-rozmerných gúí {B,].ea so stredmi v y, = (p(\j/ (xř)) a prie-
mermi O(B,) = '*,- + 2e. Podlá (15) pokrývá {B,]/ea množinu b = <p(t/y_1(m)). Teda 
pódia (16) a (17) platí 

Vkmk(p + 2e, b) ^ V, I < W - V, X (>/ + 2e)* = 
íea ů s 

= n I >•) + r(r,, e) < P*(w) + e + F(p, e), (18) 

kde F(D, v) je polynom dvoch premenných D, s a lim F(D, s) = 0. Z (18) vyplývá 

(p. 8) > ( 0 , 0 ) 

Kt»nt(p + 2e, B) < pt(M,) + e + F{p, e). (19) 

Zo (14) a (19) vyplývá 

Vkmk(p + 2e, 6) < pk(B) + 2e + F(p, e). (20) 

Limitným prechodom pri p -> 0, e -» 0 v (20) dostáváme 

m,(B) á Pk(B). (21) 
Z (21) a (13) vyplývá (1) pre všetky k-rozmerné plochy B = <B(Z), kde Z je súčtom 
konečného počtu kompaktných intervalov. 

4. Nech je teraz Z a Ek lubovoiná otvorená množina, B == <B(Z) k-rozmerná 
plocha. Potom je Z súčtom neklesajúcej postupnosti súčtov kompaktných inter-

'30 

valov {Zj}(=i. Pretože potom tiež {cp(Zi)}l,= \ je neklesajúca cp(Z) = u ^(Z,), platí 
/ == i 

mkcp(Z) = lim /n,(<p(Z,)) = lim pk(ip(Zt)) = pk((p(Z)), 
i >cf i - / 

čím je naša veta dokázaná. 
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З А М Е Т К А О Ь М Е Р Н О И М Е Р Е В Е„ 

Белослав Р и е ч а н 

Р е з ю м е 

В этой статье дается элементарное доказательство следующей известной теоремы: А-мерная 

мера Хаусдорфа /:-мерной поверхности в я-мерном Эвклидовом пространстве равна ее пло­

щади. 

А N О Т Е О N Т Н Е к- О I М Е N 8 I О N А V М Е А $ 1 Л * Е Ж Е„ 

Ве1о81ау К1еса.1 

8 и т ш а г у 
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