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JOZEF KOVÁČ 

PRÍSPEVOK K DÓKAZU HARTMANNOVEJ VETY 

Hartmannova veta hovoří: Spojnica koncového bodu kolmého 
priemetu vektora postupovej rychlosti ů okamžitého středu otnčania S 
po pevnej poloide hpy do kolmice v bode S na normálu YÍA dráhy (a) 
1'ubovoFného bodu A nepremennej rovinnej sústavy 2J pri jej pohybe 
v rovině, s koncovým bodom vektora rychlosti v bodu A, přetíná nor
málu fiA v střede křivosti SA dráhy bodu A (obr. 1). 

Obr. 1. 

Zvolme v rovině nákresnej 2J0 bod 0 a polohové vektory íubovof-
ného bodu A a okamžitého středu otáčania S pohybujúcej sa nepre-
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mennej rovinnej sústavy _7 v jej určitej okamžitej polohe označme 

<H = O A, os = 0 5 " . Je potom 

ós = óA + r8, (1) 
kde r 9 - = AS je polohový vektor bodu S vzhfadom na bod A (obr. 1). 

Deriváciou rovnice (1) podlá času, 

u = v + r J 

dostáváme vektor postupovej rychlosti ů okamžitého středu otáčania S 
po pevnej poloide; pričom oA = v je vektor rychlosti bodu A. 

Vektor uhlovej rychlosti sústavy 2 označme co. Vektor rychlosti v 
bodu A móžeme písať 

V = ^ x ř , (3) 
kde ř = S A je polohový vektor bodu A vzhFadom na okamžitý střed 

otáčania S a je SA = — AS, čiže 

r = - rs. (4) 
Po dosadení zo (4) do rovnice (3) dostáváme 

v = ~ F x < o . (5) 
Vynásobme rovnicu (5) vektorové vektorom to: 

V X co = (řs X «>) X ">. (6) 

Pravú stranu relácie (6) móžeme písať 

( r * X w ) X ^ = (ř s ' . čo) to — (co . co) ř * , 

a pretože uhol sovretý vektormi to a ~p je -^, je 
_ 

( r * . to) to = O , 
C l ž e ( r* X a>) X í5 = — <*>2 rs. (7) 

Po dosadení zo (7) do rovnice (6) je 

v X w = — w2 r 5 , 

z čoho _ - to X V / 0 v 
- * = - - - • ( 8 ) 

Převeďme deriváciu rovnice (8) podťa času 

^ _ ___ - * oŕ 

Г ~ dt ăt 
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:(_> X V + Í O X Y ) - ^ + (<o X v) tø 
ft>2 ' ч y (îć 

= CíXv + 5X»)-^- + (i5Xv)(--^) 

— ' 3- («> X v ) . 
co" ar ty 

Po úpravě je 
_Í.„ «> X a , T "*" 2 í t o \ 

kde íó = ¥ je vektor uhlového zrýchlenia sústavy 2 a v = a je vektor 
zrýchlenia bodu _4. 

Zaveďme jednotkový vektor k orientovaný súhlasne rovnoběžné 
s vektorom co. Vektor uhlovej rychlosti co a vektor uhlového zrýchle
nia e, ktoré sú na rovinu 20 kolmé, móžeme potom písať 

ío = cok, (10) 

* = £ k . (11) 

Dosadením výrazov (10) a (11) do rovnice (9) dostáváme 

^ _ _ w ( k X á ) , (sk 2ecok 

, k X ã 

fek 2 £ « k \ y 

[l* _ H X T ' 

i Oř Xv). (12) 
O) CO 

Rovnicu (2) móžeme potom písať 

i i _ t + _X__£(Ex«. (13) 
V druhom člene právej strany rovnice (13) rozložme vektor zrýchle

nia a bodu A v složku normálnu a tangenciálnu 

á = a n - f á ť . (14) 
Rovnica (13) je potom 

, . . + -*<fc+'__^(Exf), 

i _ t + ÍXi + ±[E x i l _JL( E ) < f ) ]. 05) 
í/T —' — 

Pretože uhol sovretý vektormi v a a, je -^ , je vektor k X an 

rovnoběžný s vektorom v, cize s tangentou dráhy bodu A. Vektory v 
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a a< sú tiež rovnoběžné s tangentou dráhy bodu A a preto vektory 
k X V a k X a< sú rovnoběžné s normálou dráhy bodu A. Previedli sme 
teda rozklad vektora postupovej rychlosti íi okamžitého středu otáčania S 
po pevnej poloide do dvoch vzájomne kolmých vektorových složiek, 
z ktorých jedna je rovnoběžná s tangentou a druhá s normálou dráhy 
bodu A 

u = uť + u„, (16) 
k X &n 

u. v + 

i-[kXH.~ 
ft» 

s 
0) (kXv) 

(17) 

(18) 

Keď poznáme vektor rychlosti y, vektor normálneho zrýchlenia a„ 
bodu A a okamžitý střed otáčania S sústavy Z*, móžeme sostrojiť tan-
genciálnu vektorová složku uť vektora postupovej rychlosti u okamžitého 
středu otáčania S po pevnej poloide (obr. 2). 

Obr. 2. 

Druhý člen právej strany rovnice (17) označme 

- k X án 

* ~~~ O) 
(19) 

Absolutna hodnota vektora p, pretože uhol sovretý vektormi k a an 

-5 I = T I I íX,n I 

(0 
(20) 
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z čoho absolutna hodnota vektora uhlovej rychlosti co je 

o>=\H> (21) 
IPl 

Z rovnice (3) absolutna hodnota vektora rychlosti v bodu Ay pretože 
fy 

uhol sovretý vektormi (O a f je — . je 

| v | = t » | ř | . (22) 

z čoho absolutna hodnota vektora uhlovej rychlosti čo je 

o»-=M-=tga. (23) 

Porovnáním rovnic (21) a (23) dostáváme 
|v|_ = l a ^ = t ( 2 4 ) 

| r | | p | 

a absolutnu hodnotu vektora p sostrojíme ako priFahlú odvěsnu pravo
úhlého trojuholníka SKL. Orientáciu vektora p určuje rovnica (19). 

Tangenciálna vektorová složka uť podlá rovnice (17) je potom 

úť = V + p . (25) 

Zaveďme vektor r kolmý na rovinu 2J0 

ř = r k (26) 
tak, aby platila relácia 

v = r X ( > , . (27) 
—-=»-

kde v J e vektor rychlosti bodu A a Q = SAA je polohový vektor bodu 
A vzhfadom na střed křivosti SA dráhy bodu A. 

Absolutna hodnota vektora rychlosti v bodu A, pretože uhol sovretý 

vektormi r a Q je — , je 

I?I = 1*1 Iř i • (28) 
Vektor normálneho zrýchlenia an bodu A móžeme potom písať 

5« = Ť X ( r X ^ ) = — *2Q (29) 

a keď jednotkový vektor rovnoběžný s normálou dráhy bodu A a oriento
vaný súhlasne s vektorom Q označíme ii, je 

án = - * 2 | ě | S - ( 3 0 ) 
Po dosadení z (23), (28), (30) do rovnice (19) dostáváme 
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p = |^(kxa-) = --íi?U^-(kXň) = - | Ť | | ř | ( k x ň ) . (31) 

Pódia relácií (3) a (27) je 

c o X ř = rX<? 

a teda, keď vektory ř a ~Q SÚ rovnako orientované, sú aj vektory a> a ř 
súhlasnej orientácie, resp. keď vektory v a Q sú opačnej orientácie, je 
aj vzájomná orientácia vektorov ío a r opačná, podFa toho, či body SA 

a S ležia na tejže straně od bodu A alebo na stranách opačných. V pří
pade súhlasnej orientácie vektorov f a Q a teda aj vektorov ío a x je 

| r | k = r ; | ř | S = r , (32a, b) 

resp. keď vektory r a p a teda aj vektory ío a ř sú vzájomne opačnej 
orientácie, je 

| r | k = — r ; | r | "u -= — r , (33 a, b) 

takže v obidvoch prípadoch, keď dosadíme (32 a, b), resp. (33 a, b) do 
rovnice (31), dostáváme 

p ==—(řXr). (34) 

Rovnica (17) po dosadení z (27) a (34) je 

\\í = řXQ — ( ř X r ) , 
ňt = rX(Q — r), (35) 

a keď rozdiel vektorov druhého činitela právej strany tejto rovnice 
označíme ^ ^ ^ ^ 

Q — T = SjA — ŠA = sT2 +AS = SAlÍ=o, (36) 
dostáváme 

ú* = ř X ^ . (37) 

Absolutna hodnota vektora ut, pretože uhol sovretý vektormi ř 
_ . 7t 

a <* je -s-, je 
|u , | = | í | ! t f : . (38) 

Porovnáním relácií (27) a (37), resp. absolutných hodnot vektorov 
V a ůť z rovnic (28) a (38), dostáváme 

|r|=j|i = M = tg/J, (39) 

a keď dosadíme za \Q\ = SAA a \o\ = SAS> je 

\f\:SлЛ = \Ћt\:SA8. (40) 
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Keď označíme vektory y = AAV a ut — S SV
A (obr. 3, 4, 5), potoiri 

spojnica koncových bodov AVSV
A vektorov y a ut přetíná v každom pří

pade normálu dráhy bodu A v střede křivosti SA dráhy bodu A, pretože 
podlá (40) trojuholníky 

&SAAAV~ &SASSV
A 

sú podobné a tým je platnost Hartmannovej vety dokázaná. 

Obr. 3. 

Obr. 4. Obr. 5. 
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^8^аV (ЛезкггрШпе^ деотеШе 

В^епзке^ Vу8оке^ зко1у Ьескпгске] 

V В^а^^8^аVе 

ВЫВОДЫ 

В статье методом векторного анализа доказывается теорема Гартманна 
которой ПОЛЬЗУЮТСЯ ДЛЯ простого построения центра кривизны траектории 
точки неизменной системы при ее движении в плоскости. 
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