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PRÍSPEVOK K METODIKE RIESENI/V STOKESOVHO 
PROBLÉMU P R E TROJOSY E L I P S O I D 

T. K O L B E N H E Y E K 

I. Ú v o d . 

Majme uzavretú plochu S, ktorá je hladinovou plochou tiaže. Potenciál 
tiaže nech na tejto ploché má konštantnú hodnotu Wa. Ak vsetky přitažlivé 
hmoty sa nachádzajú vo vnňtri plochy S alebo na jej povrchu, podlá Stoke-
sovej teorémy [l], [2] existuje jediná funkcia W — W(x>},;/) definovaná v ce-
lom vonkajsom priestore. spojitá včítane svojich prvých derivácií a vyhovujúca 
týmto podmienkam: 

a) V celom vonkajsom priestore je AW = 2<o2, kde <o je uhlová rychlost 
rotácie. 

b) Ak r je vzdialenosť vonkajšieho bodu (x, y, z) od osi rotácie, R jeho 
vzdialenosť od rubovoíneho pevného bodu rotujúcej sústavy, pri fubovolným 
spósobom vzrastajúcom R je: 

( ^ - 2 < < > 2 > - 2 ) lim R í IV - -- <o2r2\ - konšt, 

c) Vo všetkých bodoch plochy S je TV(V)ri/) ^ W0. 
Funkcia IV je potenciálovou funkciou poía tiaže hmotnej sústavy uzavretej 

vo vnňtri y)lochy AS' (včítane jej povrchu) vo vonkajsom ])riestore. Konstanta 
na [)ravej straně vztahu uvedeného pod b) sa preto rovná súčinu z gravitaěnej 
konstanty x a celkovej hmoty sústavy M. rfeda je: 

lim Filw — l <o2Á -= xM. (1) 
n-^x> \ 2 / 

Zvláštny význam Stokesovej teorémy pre teóriu tiahových polí spoéíva 
v tom, že pri zachovaní podmienky c) potenciálová funkcia W je nezávislá od 
usporiadania hmot vo vnňtri plochy S. 

Problém zistenia funkcie IV, vyhovujúcej vsetkým uvedeným podmienkam, 
v teorii tiahových polí sa nazývá Stokesovým problémom pre plochu S. V dal-
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šom sa budeme zaoberať riešením tohto problému pre trojosý zemský elipsoid. 
V aplikácii na trojosý zemský elipsoid dává toto riešenie potenciál normálneho 
póla zemskej tiaže vo vonkajšom priestore a na povrchu zemského elipsoidu, 
a preto jednoznačné určuje normálně pole zemskej tiaže v tejto oblasti. 

Riešenie Stokesovho problému pre trojosý elipsoid je možné viacerými spo-
sobmi. Často sa napr. používá já rady s gulovými funkciami [2], [3]. Metoda 
udaná v tejto práci je analógiou metody riešenia toho istého problému pre 
sploštený rotačný elipsoid vedúcej ku známému Somiglianovmu vzorců [1], 
[2], a preto má tu výhodu, že dává riešenie aspoň scasti v uzavretom tvare. 

Uvažovaný trojosý elipsoid 8 nech má rovnicu: 

-_L. + t. + *_ = i (2) 
A ^ B ^ C K ' 

(A, B, C > 0). Pre celý vonkajší priestor včítane plochy *S' možno definovat 
funkciu X — A(v y z ) vyhovujúcu identicky vzťahn: 

A + X l B + X ' C + X K } 

a v celom vonkajšom priestore kladnu, pričom na ploché 8 musí zrejme byt 
X = 0. Ako sa dokazuje v teorii eliptických súradníc, A je přitom jednoznačnou 
funkciou súradníc x, y, z. Vztah 3. představuje pri konštantnom X rovnicu 
elipsoidu konfokálneho s 2. 

Zavedieme ešte výraz: 

N( _-= — — f- —^— 4 — (4) 
( x ' J ' , 2 ) (A + Xf ^ (B + Xf f (C + xf K } 

a elementárnym spósobom sa [přesvědčíme o platnosti týchto vzťahov: 

(ìX 2x дX _ 2y дX __ 2z 
Jx ^ (A -{--" X)N ' Ђ ~~ (B"+1)Ñ ' ~дï ~~ JC+~X)N (5) 

V priebehu neskorších úvah budeme sa střetávat s funkciou parametra X 
definovanou vo vonkajšom priestore vždy existujúcim nevlastným integrálom 

7<~> = / íҖ 
x 

kde 

d,u 
(6) 

• ( » ) 

RM = (A + u)(B + u)(C + «). (7) 

Ako je známe, funkcia /(^hrá význačná álohu v teorii potenciálu elipsoidálnych 
átvarov (potenciál homogenněj vrstvy ohraničenej dvoma nekonečné blízkými 
sástrednými, sáosými a podobnými elipsoidovými plochami). Trocha zdíhavým, 
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ináe však elementárnym postupom možno na základe (4). a (5). dokázat, že/(; } 

vyhovuje v celom vonkajšom priestore Laplaceovej rovnici a teda v tejto 
oblasti je funkciou harmonickou [2], 

Pri riešení předloženého problému budeme používat tiež niektoré iné harmo
nické fuukcie. Pri ich odvodení budeme vychádzať z funkcie /' definovanej 
opať v celom vonkajšom priestore a na ploché elipsoidu N ne vlastnýmintegrálom 

ľ - / (/.;.>•,</,->) 

X 

_ _ _ + -V" . + z 

A + u r B + u G + u 
du 

iK) («) 

(o existencii tolito ne vlast ného integrálu možno sa Fahko presvedciť). V teorii 
gravitačného ])oía homogénneho elipsoidu sa dokazuje, že /' sa zhoduje až na 
konstantuý faktor s [)otenciálóm homogénneho elij)soidu definovaného rovnicou 
(2). V dósledku toho táto funkcia je v celom vonkajšom priestore harmonická 
a vzhladom na definíciu X danú vzťahom (3). má okrem toho tiež vlastnost: 

öľ 
(>À 

I 

'ҖX) 

x* , yй zù 

A + Я [ B + À + G + ;. 
(9) 

Okrem súradnic x, y, z možno však / ' považovat tiež za funkciu A, B, G ako 
dalších troch nezávisle premenných (parametrov). Potom, pravda, derivácie: 

Oľ <ìľ oľ 
oA ' oB' <,C 

sú tiež harmonickými fuukciami v celom vonkajšom priestore, pretože napr. 

A 

V ďalšom budeme označovat: 

h -

oľ 
o"Ä oA 

<ľ 

(ziľ) - 0. 

(! B . h 
oľ 
<,C 

(10) 

a vypočítáme obe tieto funkcie derivováním (S). podlá příslušných parametrov, 
pričom prihliadame k tomu, že X je teraz funkciou nielen súradnic x, y, z, ale 
v dósledku (3). tiež parametrov A, B, G. Máme preto napr. 

oľ 
7)È 

oľ o\ 
7a ' тгв -\ 

()BJ l = koiût., 

a preto vzhladom na vzťahy (7). (8). (9). a (10). 

h Г ojj 
J oB[fҖ.) A + u B u G + u 

1 du. 
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Po derivovaní za integracným znamienkom dostáváme: 

kde 

Ii = 2 x2LiW + 2 //2L!(i) + Y zaA(~) — ~4- Li(A) 

т - f du 

•/ (A + «)-(B + tt)2(í? + »)s 

Qo 

du 
l d ^ ) = / " " " • - • - . 

f (4 + H)2 (-6 + w)2 (C + w)2 

^ 3 ' / ) = | (.4 + tø)2 (B + W)2 (C + M)2 ' 

^ Я ) ^ / 

/ (4 + tt)2 (B + tt)2 (C + UY 

du 
i . _ ,з 

( i i ) 

; i la) 

Podobným spósobom móžeme odvodit: 

kde 

Iг = ~ ЃІ 1 ( 1 ) + | tMг(X) + 4 2-if,{A) - | MiW, 

Җщ = I 
du 

{ (A + «)- (B + M)Î (C + «)-

Mm = 

00 

/ 
du 

л . ~ з 
f ( 4 + U)2 ( 5 + W)2 (C + UY 

du 
i _ " i 

^I3(A) ^ = 1 
j (A 4- Uf (B + tt)2 (C + W)'J 

i¥4<; 
Г du 

{ (A + «)- (B + гф (G + «)-

(12) 

(12a) 

Objasníme si este fyzikálny význam funkcií Fx a I2, ktoré budeme přitom 
interpretovat ako potenciály gravitačného póla dvoch hmotných sústav. 
Obe tieto funkcie sú definované v oblasti zvonka elipsoidovej plochy S a sú 
tam harmonické. Preto tiež obe funkcie predstavujú potenciál príslušnej 
hmotnej sústavy vo vonkajšom priestore a celá táto sústava leží vo vnútri 
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elipsoidu alebo na jeho povrchu. Potenciál vo vnútri 8 uvažujeme v prvom 
případe v tvare: 

1 3 1 1 
h --•= v xHj^o) + --j- y2Wo) + 2" z2JMo) - -2 Li{o), 

aby sme na ploché *Sy (t. j . pri X •— 0) vyhověli podmienke spojitosti I} 71. 
Hustota vo vnútri elipsoidu podlá Poissonovej rovnice je: 

tí ••=•• — * A h =- — ./ rA(„) -I- 3L2(c l ) + L3(o)] - konňt., 

teda ide opáť o homogénny elipsoid, ktorého hmota je: 

4.JT , ÍABC> 

Avšak okrem priestorovej hmoty vypíňajúcej homogenně vnútro elipsoidu 
vystupujú na jeho povrchu aj plošné hmoty. Ich povrchová hustota je: 

__ 1 /r)Ii ()l\ 
ájix \dn On 

kde n je normála plochy v uvažovanom jej bode. Celková hmotu systému I7!/,, 
t. j . súčet všetkých priestorových a plošných hmot, móžeme zistiť zo vztahu: 

K M1 =-- lim RIX. 

Přesvědčíme sa bez váeších ťažkostí. že integrály Lv L> a L, konvergujú 
5 

pri X -> 'X" k nule ako X-, teda ako R 5, kým štvorce súradníc .r, y, z 
vzrastajú ako R2. Integrál L 4 konverguje súčasne k nule ako X >l, teda 
ako R 3. Preto pri R -* <x (A -> co) síičin IÍIX konverguje k nule ako R 2 a v dó-
sledku toho celková hmota systému je: 

Mx= —l im IČI! =-= 0. (13a) 

To znamená, že súčet všetkých povrchových hmot sa rovná záporné vzatej 
celkovej objemovej hmotě. 

Analogická úvaha platí tiež pre integrál I2. Příslušný výraz pre potenciál 
vo vnútri elipsoidu tu je: 

I2 --- - x2Mí{o) -f -- y2M2{o) -f -'2 z*Mz{o) - 2- MA{o) 

a pre hustotu 
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kým celková hmota systému je tiež nulová: 

M2 = - lim RI2= 0. (13b) 
K H-+00 

2. I n t e g r á l y L^) a M^) p r i e l i p s o i d o c h m a l e j n u m e r i c k e j v ý s t ř e d 
n o s t i . 

Štvorce numerických výstředností elipsoidu 8 daného rovnicou (1).(2) bu
deme označovat ex a e2. Definujeme teda: 

A - B A - C 
ex----j--, e2- j 

a máme: 

B = A{i - e-),C = A (1 - e2). (1) 

Hodnoty splošténí A2 a A2 definujeme obvyklým spósobom vzorcami 

b = a (l — cxj, c = a (1 — a 2), (2) 

kde a2 = A, b2 = B, c2 — C. Umocněním vzorcov (2). a porovnáním s (1). dostá
váme medzi veličinami e a ť\. tieto vztahy : 

* l = 2 a 1 - « ; , e2 = 2 * 2 - - « ; - (3) 

Pri elipsoidoch malej výstřednosti eY a e2 sú malé veličiny toho istého rádu 
ako \x a ť\2, ako vidíme zo vzťahov (3). 

Niektoré naše ďalšie úvahy, ako napr. odvodenie Clairautovej teorémy pre 
trojosý elipsoid, budu sa vztahovat na elipsoidy malej výstřednosti a malej 
rychlosti rotácie. Sploštenia xx a <%2 budeme přitom považovat za malé veličiny 
prvého rádu a právě tak aj veličinu q' definovánu vzorcom 

, uj2a 
2 = • — > 

Yo 

kde (o je uhlová rychlost rotácie, y0 středná normálna hodnota zrýchlenia tiaže 
na rovníku uvažovaného elipsoidu. Ukáže sa neskór, že vo vzorcoch pre po
tenciál a zrýchlenie tiaže na povrchu trojosého elipsoidu vystupujú integrály L 
a M definované v 1.(11 a) a l.(12a) v súčine s malou veličinou prvého rádu q'. 
Pretože v svojích, úvahách budeme sa vždy obmedzovat na členy prvého a 
druhého rádu a zanedbávat malé členy vyšších rádov, stačí tieto integrály 
s presnostou vypočítat na členy prvého rádu. 
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Uvažujme najprv napr. integrál: 

00 

Lm = j 
åu 

{ (A + up (B + u)* (C + uY 

ktorý móžeme napísať-tiež takto: 

_ exA \ 2/ e2A \ % áu 
IJl(X)"] [1~A+~u) V~A + u) {A + rf 

00 

/ (' 

Avšak s presnosťou na členy prvého rádu platí: 

/. eiA V * /. M \~- . , A / 3 
V-A+u) V-A+u) =-1 + A + u\-2^ 

eda s presnosťou toho istého rádu 

£ 2 > 

/ ' d« , / 3 , 1 \ . i dít 
'iW = -• • •-— + t2 £ l + T*-) A " " " » ' 

/ (A + «)- \ 2 2 I • (A + «)-

Integráciou z toho dostáváme: 

2 
LlU) = 

5 (A + А)-

3 1 \ A 

\ 7 7 l M + AV-(A + A)'І 

Pri odvodení vzorcov pre potenciál a zrýchlenie tiaže na povrchu trojosého 
elipsoidu budeme potřebovat hodnoty L(o ) a M(o). Spósobom, ktorý sme právě 
naznačili, možno odvodit: 

2 T 15 5 1 2 [ 5 15 
L l ( 0 ) = 5_7S L1 + Í4 £[ + Ti H "*-<•> = 5 7 i L1 + l i £l + 14 "• 

[1 + I i e »+n e »] ^-c.) = ;y s [»+ H («»+-.) Í A 2 
E 

2 г 15 I 1 r 
LЗ(o) = -~-6 - + 7 7 (£1 + £ä) Ж 3 ( 0 ) = 5 

54H 1 4 J 5A*L óA 

i«» , =
 3 ^ | 1 + K>e i+uie» 

I I 5 • I 2 ð 

1 + 14 £l + I i *• 

I ™ 2 r 3 9 

J - f 4 ( o ) - - 3 ^ [ i + - e i + - 8 | 

(4) 
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Pri výpočte zrýchlenia tiaže na povrchu hladinového elipsoidu sú okrem 
toho potřebné aj hodnoty derivácií L a M podlá premennej k pri X = 0, ktoré 
v dósledku 1.(11a) a 1.(12a) možno písať takto: 

Ľ1І0)=-A-*B~ìC-*= -A~* 

L:(n) = — A~* B~* C'"* = — A 2 J2(o) 

Lku) 
i :Ì :І 7 

A "-B~- ( Г - = - A~2 

L;(o) = - A - - B - - o - - = - A -

i + - 2 - Є , + - 2 - в - ] 
5 1 

1 + -9 Єl + T Є2 

1 + ү (Єl + Ч 

3 1 I 
2 £ i + -2Є-J 

if;(o) = - A - - B - - c - - л-ï 
1 з :, 7 

- A--B~- D--= - A"-

ж ; ( o ) = - A - - B - - C Г -

І Щ Ы = - A - - B - Ì 6 ' - -

4--

A--

1 3 
1 + TЄl + "2£2 

3 1 + Y («1 + £2) = Lá(o) 

1 + \ H + I et] 

1 + I £l + § e8] 
3 . P o t e n c i á l t i a ž e . 

Ak os 2; je polárnou osou uvažovaného hladinového elipsoidu, potenciál póla 

odstředivých sil W možno vyjádřit vzorcom: 

1 «, « . «. 1 
i) W = -- (o2(a,2 + y~) = — w-r-. 

Uvažujme teraz funkciu W, definovánu vo vonkajšom priestore rovnicou: 

IV - W + kl + k{Ix + k2I2, (2) 

kde k, l\ a k2 sú předběžné lubovolné konstanty, kým I, Ix a I2 sme definovali 
vzťahmi 1.(6), 1.(11) a 1.(12). Poukázali sme už na to, že všetky trifunkcie 1", It 

a I2 sú vo vonkajšom priestore harmonické. Preto TV vyhovuje prvej požia-
davke kladenej na potenciáloví! funkciu Stokesovým teorémám: 

AW = A W = 2w-. 

V dósledku definici! v 1. však funkcie /, Ix a I2 konvergujú pri neobmedzene 
a lubovolným spósobom vzrastajúcom R rovnoměrné k nule, pričom: 

lim RI = 2, lim RIX = lim RI2 = 0. (3) 
li —> c* R—> 00 H - * oo 

Preto platí: 

lim R Iw - -~ w-Á ~= 2 k (4) 
H-> QO \ 2 / 

a druhá požiadavka Stokesovej teorémy je tiež splněná. 
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Přesvědčíme sa, že konstanty k\, k2 a h možno zvoliť tak, aby na elipsoidovej 
ploché 8 danej rovnicou 1.(2) funkcia W malá konštantnú hodnotu W0. Po-
užijúc vztahy 1.(11), 1.(12) a 3.(1) píšeme najprv: 

W - j x\<»* + k.L^ + k2Mm] + i y\<o* + U\L2{1) + fc2Jf2W] + 

+ \ z\k\L,{l) + Zk2Mm] - I [ ř ^ + ř 2J/ 4 ( A )] + HU). 
(5) 

W bude mať konštantnú hodnotu na 8 vtedy a len vtedy, ak zvolíme k\ a k2 

tak, aby bola splněná podmienka: 

K + k\Ll{o) + A-2JI/l(o)] : IV + *KWo) + M*2<o)J - [V^,) + »M^(0)1 = 
1 1 1 

" " A : B '' "G", 

vedúca k sústave dvoch lineárnych rovnic pre k\ a k2: 

(3i?L2 - ALJ l\ + (BM2 - AMX) k.2 =-- (A - B) <»* } 
(CL, - ALX) k\ + (3C,¥3 - ^ J f J k2 - A <»\ \ K >j 

kde namiesto Z-^,,), Mx{0), . . . sme jednoducho písali Lv Mx, atd. Riešením 
tejto sústavy na k\ a k2 a vsadením ich hodnot do (2). dostáváme funkciu W, 
ktorá má na 8 konštantnú hodnotu, závislú ešte od konstanty k. Avšak / má 
hodnotu vždy odlišnú od nuly (kladnu), ktorá je na 8 konštantná (X = 0), 
a preto možno vždy voliť k tak, aby funkcia IV malá na elipsoide 8 [iibovolnú 
konštantnú hodnotu JV0, čím je potom splněná aj tretia požiadavka Stoke-
sovej teorémy. 

Pri riešení sústavy (6;. obmedzíme sa opáť na členy prvého rádu v t\ a e2. 
V dósledku 2.(1) a 2.(4) máme najprv: 

З B L 2 - A L . = - - A - - 1 + 
14 14 

BM2- AMX 
35 Ќ A 2 £ 1 

CL3 -ALX = - *- A - ea 

-) 

(7) 

WM^-AM^-A-^l + - e 1 + 14 

A - B = Aet 

Vsadiac tieto hodnoty do (6) a riešiae sústavu dostáváme: 

*i = - 7 ° A'1("2^' 

(«) 
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Pravda, postup, ktorý sme tu uviedli, potřebuje ešte určité doplnenie. Po
tenciál tiaže na zemskom elipsoide nie je bezprostředné daný, a preto kon
stantu W0 předběžné nemóžeme považovat za známu, ako sme předpokládali. 
Vyplývá to z toho, že obvyklými spósobmi merania nezisťujeme potenciál 
tiaže, ale jej intenzitu. Preto konstantu k v rovnici 2)., resp. (5). zistímetak, že 
z tejto rovnice odvodíme najprv vztah pre normálnu hodnotu tiaže v Tubo-
volnom bode hladinového elipsoidu. Ak je normálna hodnota tiaže známa 
v jedinom bode povrchu (alebo všeobecnejšie v jedinom bode vonkajšieho 
priestoru), hodnota konstanty k je tým jednoznačné určená. 

4. T i a ž n a h l a d i n o v o m s f é r o i d e . 

Zložky zrýchlenia tiaže yx,yy a yz v Tubovoinom bode vonkajšieho priestoru 
dostáváme ako záporné vzaté derivácie potenciálu W podlá jednotlivých 
súradníc. K odvodeniu příslušných vzorcov vychádzame z rovnice 3.(5), pričom 
máme na zřeteli, že A je funkciou súradníc x, y, z a že příslušné derivácie tejto 
fnnkcie sú dané vzťahmi 1.(5). Takto napr. dostáváme: 

- - "^ - - 4<"2 + *,L, + M^l " [ ~^L[ + к2М[) +1у-(ЗВД + 

1 1 к I 2r 
M L ) + -- z\k,L't + МгМ'3) - -9- (KL'4 + k2M[) - fЩІ (A + Å)N' 

kde L[, M[ atď. sú derivácie příslušných funkcií L a M podlá ?.. R^ sme de
finovali vzorcom 1.(7). 

Pre stručnost a lepšiu prehladnosť zavedieme tieto pomocné výrazy: 

рх -= кгЬ[ + к2М[ 
р2 = им + кгм'% 

Р, = клил + мгМ'3 

P i =-- A.-.L; + k2M'á K 

Na hladinovom elipsoide S potom je: 

y.y = — Po* — (Pi** + ihy2 

Po = ш2 + k,Lг + k2мx 

q0 = vŕ + U,L2 + kгMt 

ru =--- Är.Lз + дkгM3 

2k 

VR 

V%z 

Yy = — 1oV - (PJX2 + p2y
2 + p3z

2 

Pi 

VІ 

So) AN 

s) У-S°> BN 

Y, = — r„z (Vx^ + Pď + ř>3z
2 - PІ - s0) 

GN 

(1) 

(2) 

kde vo všetkých výrazoch p, ako aj v q0, r0 a N, kladieme ?, = 0. Absolutnu 
hodnotu zrýchlenia tiaže y v bode x, y, z, ležiacom na ploché S, dostáváme 
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ako súčet priemetov všetkých troch zložiek do normály plochy v uvažovanom 
bode: 

y = yx cos (nx) -j- y cos (ny) + y.z cos (nz). 

y 
BfÑ 

~ : , COфì/) = _ - ?
7 i , , C0S(И2) •= 

Směrové kosínusy normály sň však podlá známých vzorcov: 

cos (nx) 

Z rovnic (2). a (3), preto najprv dostáváme: 

з 
c }'Ў 

1 Z ^ 2 1 ^ 2 1 r " z ! 

,/Ar'VA" "h "B ' O 

N }'N 

ďalej vzhladom na 1/4) 

= (p,.-ť2 + P-ÌУ2 + ӮЛ̂ 2 — VІ - *0) 
æ- ?/-

A3 B2 ; C2 

ľ = 
1 

ГN 
Pl + -ÏИ-( ?vf IV/Ч-IP:, P4 ~ 5 , 

Použijeme este identitu 

(ř>4 + O a- y-
il ' B ' C 

a vzorec pře zrýchlenie tiaže píšeme v tvare: 

r-U(^~^''')X' + ̂ -
H(»+'^r*)« 

î>4 + ò'" 

Чo — Vi — 8„ 

fì ) y2 + 

(3) 

(4) 

(5) 

Hodnoty zrýchlenia tiaže vo vrcholoch hladinového elipsoidu budeme nazývať 
jeho hlavnými hodnotami a budeme ich označovať y}, y2 a y.Á. Dostaneme ich 
z rovnice 5), ak v nej za (x, y, z) kladieme trojice hodnot (\/A, 0, 0), (0, \! B, 0), 

(0, 0, }C), pričom hodnoty N sú , n , -., . Máme leda: 
fl. 1J \j 

K = --4 Чл+ • * " " ? " * 

ľ 2 = -Bф2 + 

r. = -c !йł-°-

tfo — VA — *O 

B 

2>4 - * 

(6) 

c • ) • 
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V dósledku toho vzorec (5). možno písaí tiež v tvafe. 

alebo zavedením dlžky poloosí a, b, c v tvare: 

A~-ľl x2 + B--ľsy- + čHľзe
2J 

ľ 

У 
ľз" 

C" 

(7a) 

(7b) 

w + Л a4 64 c* 

5. H l a v n ě h o d n o t y z r ý c h l e n i a t i a ž e . 
Vzorce (4\(6) udávajú hlavně hodnoty zrýchlenia tiaže yx, y2 a y3 na troj oso vom 

hladinovom elipsoide a platia pri akýchkolvek kladných hodnotách A, B, Ct 

V týchto vzorcoch teraz vyjádříme všetky v nich vystupujúce konstanty 
pomocou A, ev s2 a Oj. Budeme sa přitom opat obmedzovať na cleny druhého 
rádu v E1; f2 a O>2 a zanedbávat členy vyšších rádov (napr. B\OJ2, exe\, e^oj* 
a pod). Takto zjednodušené úvahy a vzorce platia potom pre elipsoidy s malým 
spíoštením pri pomalej rotácii, a preto tiež pre zemský elipsoid. 

Použijeme teda vzorce (4),( T, ktorými sme definovali konstanty vystupujúce 
na právej straně vzorcov (4),(6) a ďalej tiež vzorce 3,(8), 2,(4) a 2,(5). Pre sQ 

napr. jednoduchým výpočtom dostáváme: 

5 » = \Třm^- = " ( 1 _ £ l ) ( 1 ~ £ž) 
] ABC A\ 

_ 2fc Г 

" ІTL Af L 2 

kým vzorce pre ďalšie konstanty sú takéto: 

3 

1 + -- (£l + es) + - (e\ + є]) + ү W 
8 4 J 

(la) 

( 1 + ' 2 T £ I + T 4 
3 2/1 , 2 9 , 1 \ 

(h = 2
 M y + 21 £l + T £ T 

8 8 
2І" f l + "7 £2 I' 

Vi = — 

Vt = -

Pз 

ř»4 

( ' ^ ( ч - v . + í 

4Л co- 1 + 
32 

f . + - ғ 

~й-( 11 
1 -+"2T e - + 

~4 

13 \ 

Tsf 

( lb) 

9 6 
1 + y Єi + 7 в-
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Hlavně hodnoty zrýchlenia tiaže yl9 y2, a y3 dostáváme vsadenim výrazoV 
(la),(lb) do vzorcov 4,(2), pričom si súčasne vyjádříme B a C pomocou A, er 

a e2 podlá vzorcov 2,(1). Výpočty, ktoré sú zdíhavé, avšak ináč celkom jedno
duché, neuvádzame. ale obmedzíme sa na ich výsledky: 

1 
>'i = x [ ! + 2 - ^ + f3) + | (*1 

3 
2<o°-}A 

2k ľ 1 
Л 1 + 2e- + 

1 -J- - e, 
' 21 Є l 

ғh 

1 
... ť . 

8 e - | - 2 w - ř 

73 = J [l + |*i + | *l] + WA [l - \ 
Zavedieme teraz tieto pomocné veličiny: 

ľo -= "2 (ľi + ľг). 

s,e. 

4:з 
42 Є> 

4 Є > 

ÍÄ 

4 
14 e -

(2) 

ľo 
(3) 

ktoré budeme ďalej považovat za známe. Prvá z nich představuje strednú 
normálnu hodnotu tiaže na rovníku hladinového elipsoidu, druhá analógiu 
podobným spósobom definovanej veličiny v teorii tiahového póla pri rotačnom 
elipsoide. Z prvých dvoch rovnic (2). potom vyplývá: 

ľo = x | / + 4 Є l Г 2 Є - + 16 Є i - нf, 

.yУoЧ 

z čoho: 

9 l I 
2 8 Є l + 7 Є » 

1 
¥ 2 

2k_ 
A ľo 1 + - Í ' 

1 
8 l 

2Є» 

•el + 

• 7 " ? « 1 - 2 8 - ï « 2 

8 ř l t J • 
(4) 

Ak tento výraz vsadíme opat do všetkých troch rovnic (2)., vyjádříme tým 
hlavné hodnoty tiaže pomocou y0, q', et a E2. Trocha zdíhavým, ináč však zase 
velmi jednoduchým výpočtom, pri ktorom zanedbáváme všetky malé veličiny 
tretieho a vyšších rádov v el9 e2 a q\ dostáváme tieto výsledky: 

ľi 

Уг 

ľз 

ľo i - + 4 e i + -8
 £í 

H) , I 
28**} 

Гi l l • i_ 1 9 ,' I 
= ľ o [ l - T в i - - 8 - « ï + 28"* e-} 

ľ» Һ + V ? ' 
17 

(5) 

4 Є l V ^ - г s ^ ^ - г ö*^ 
1 ì 

- - £ 2 £ 2 

8 ' 8 г 
•8-V,} 
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Ukazuje sa velmi účelným vykonat v rovniciach (5). ešte ďalšiu úpravu, 
Zavedieme v nich namiesto Lx a £2 hodnot}^ sploštení ocx a a2 použitím vzťahov 
(2).(3), Súcasne namiesto q' definujeme ďalšiu základnu veličinu 

ч 
z čoho 

;>'+''4 (6) 

q 1 f 

Přitom je q opat malá veličina toho istého rádu >°ko q'. Po vykonaní pří
slušných výpočtov dospievame k výsledku: 

ľl = ľo (1 + П ľ2 = ľo (1 - П ľo (1 + ß), 
kde 

1 1 17 17 

ß' ^ o *i + 14 г ЧЧ-

(?) 

(8) 

Vztahy (7). a (8). móžeme považovat za riešenie predloženej otázky. Avšak 
vzorce (8), dajú sa ešte ďalej zjednodušit zavedením sploštenia a 3 druhého hlav-
ného meridiánovélio řezu, t. j . poludníkovej elipsy ležiacej v rovině (y, z), 
namiesto sploštenia rovníkovej elipsy ocx (oc2 je sploštenie meridiánovej elipsy 
ležiacej v rovině x, z). V dósledku definície sploštenia potom je: 

a (1 — \2) = b (1 —- a3) = a(l — oc±) (1 — ^3) == c, 

a preto s presnosťou na členj^ druhého rádu v oc2 a ť\3 

1 — oc„ 
л-. =-- 1 = ť\2 — 0C3 -f- CK2OC3 — 0i\ , (9) 

Po vsadení tohto výrazu do vzťahov 8. vypJýva: 

ľ> = «, ч н) 
J 17 

4 (<*2 - «з)2 - 2 g («2 + Äз)<7, 

/?' - 2 (*2 - <V«) f \ (<%l ~ *-) - Í | (<*2 - « 8 )? . 

Napokon 

•- (*., -f a3) = л 

(10) 

(11a) 

znamená středná hodnotu oboch hlavných meridiánových sploštení a ich 
rozdiel je: 

#2 ~" <*3 = -4#- ( l i b ) 
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Rovnice (10). možno preto písať v jednoduchom tvare: 

? - i ł 17 
Ï 4 <xq w, 

^-=i.4«[i + «~Hff]. 
(12) 

Prvý z týchto vzťahov představuje Clairautovu teorému pre trojosý hladinový 
elipsoid. 

Ako je dalej dobré známe, pri zemskom elipsoide je Ax malá veličina druhého 
rádu. Pre tento elipsoid teda s presnosťou na cleny druhého rádu platí: 

ß' = \л*. 

17 

Ï 4 
<xq, 

(13) 

Clairautova teoréma, vyjádřená prvým zo vzťahov (13)., zhoduje sa teda s pres
nosťou na členy druhého rádu so známým tvarom odvodeným pre rotačný 
hladinový elipsoid [1], [2]. Špeciálny tvar tejto teorémy pre rotačný elipsoid 
tu preto platí s tou istou presnosťou aj vo všeobecnejšom případe trojosého 
elipsoidu, ak veličiny q a a definujeme vzťahmi (6) a (Ha) . 

6. C e l k o v á h m o t a vo v n ú t r i t r o j o s é h o h l a d i n o v é h o e l i p s o i d u . 

Vzhladomna vzťahy 1.(1), 3.(1) a 3.(2) celkovú hmotu M, uzavretú vo vnútri 
uvažovaného hladinového elipsoidu, možno vyjádřit vzorcom: 

xM = lim R (kl + kjt + kj2), 

teda v dósledku vzorcov 3.(3) platí: 

xM = 2k. (1) 

Konstantu k sme však vyjádřili rovnicou 5.(4) pomocou A, y{), q, EX a e2. Zavedúc 
v tejto rovnici namiesto % a e2 opáť sploštenia a1 a oc2, najprv máme: 

2k = Ay0 
1 + ^ ? ' - - 2

L * i - * . 
1 1 
4 л i + 2" W* 

12 
q лj 14 

î ' ' s 

a dalej vzhladom na vzorec 5.(6) 

2k == Ay0 J - + - 2 - У - { « i oc2 - - a\ -f OÍ.OÍ,, 
27 
28 ?*i 

15 
1 4 ^ 
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Ukazuje sa velmi účelným vyjadriť tu konstantu A súčinom poloosí elipsoidu ab 
podlá vzorca 

A =_ a2 = —2 = ab(i -f ^ + (x\), 
1 — a1 

pričom možno písať: 

2k •-= aby„ 
, , 3 , 1 1 1 15 15 1 
1 _|_ ^ . q + ._. a . ___ л<i _|_ ^ . Л2 ___ _ , % л + __. q % i ___ ___ g Л з I 

V tomto vzorci vyjádříme opáť (y,x pomocou hlavných nieridiánových sploštení 
ť>2aa3 podlá vzorca 5.(9). Po vykonaní příslušných elementárnych výpočtov 
dospievame k výsledku: 

2k = aby() ] + %— q - - (a2 + * 3 ) - - (*a - * 3 ) 2 - — K + «»)? • 

Ak v tomto vzorci zavedieme strednú hodnotu sploštenia <x a rozdiel sploštení 
hlavných meridiánových rezov A a podlá vzorcov 5.(lla) ( l ib), vzťah (1). na-
dobúda tvar: 

_-_^-[,+»,_„_ •«,,->,.].. (2) 

Z příčin, o ktorých sme sa už zmienili, pri zemskom elipsoide móženie za
nedbat v rovnici (2). člen s {Aes) a písať: 

"-Ч-V+Һ—тA (2a) 

Pravda, pretože přesnost, s akou možno nateraz zisťovať hodnotu gravitačnej 
konstanty x, zodpovedá přibližné přesnosti na členy prvého rádu v <x a q, 
člen s (xq má tu len teoretický význam. Pre praktický výpočet hmoty Země 
možno použiť vzorec: 

м = ? ( « + Ï H - ^ 
dobré známy z teorie vypracované j pre rotaěnú sféroidovú hladinovú plochu. 

7. V z o r c e p r e n o r m á l n u h o d n o t u t i a ž e n a h l a d i n o v o m e l i p s o i d e . 

Směrové kosínusy normály n v lubovolnom bode {x, y, z) plochy hladino
vého elipsoidu sú: 

cos {nx) -- -'-____ , cos {ny) == —--______ , cos {nz) — 
AIN' BÍN ' CÍN ' 
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kde N znamená výraz definovaný rovnicou 1.(4). Šířkový uhol 99 (zemepisnú 
sirku) uvažovaného bodu definujeme obvyklým spósobom ako uhol, ktorý 
zviera normála n s rovníkovou rovinou (x, y). Preto je: 

cos (nz) — SІП <p = 
CІN 

(la) 

Dlžkový uhol X definujeme však na trojosom elipsoide ináč ako na rotačnom. 
Myslíme si napr. v střede elipsoidu rovnoběžku s normálou n. Dlžkovým 
uhlom X (zeměpisnou dížkou) bodu (x, y, z) nazýváme uhol, ktorý zviera 
rovina přeložená touto rovnoběžkou a polárnou osou z s rovinou (x, z). Klad
ným smerom pri meraní tohto uhla nech je směr otáčania kladnéj polovic 
osi x o 90° do kladnej polovice osi y. Teda je: 

cos (nx) = cos <p COS X 

cos (ny) — cos 99 sin X = 

~ÃŢN' 

У 

B 7{N 

(Щ 

Z rovnic (lb) je jasné, že body hladinového elipsoidu, ležiace na jednom a tom 
istom meridiáne, majú rovnakú dlžku X. 

Zdvojmocníme rovnice (la) (b) a píšeme ich takto: 

NA cos2 99 cos2 X — 

N B cos2 rp sin2 X — 

A ' 

B' 

NC sin- <p 
C 

(2) 

Vzhladom na rovnicu elipsoidu dostáváme sčítáním týchto troch rovnic 

Л7 = 
À cos2 f cos2 X -Ą- B cos2 cp sin2 X + C sin2 cp ' (3) 

Pre zrýchlenie tiaže v bode (x, y, z) na hladinovom elipsoide odvodili sme 
už vzorec 4.(7)a). Ak do tohto vzorca vsadíme hodnoty x2, y2, z2, vyjádřené 
rovnicami (2), dostáváme vztah vyjadrujúci závislost normálnej hodnoty tiaže y 
od sirky (p a dlžky X: 

y = ýW [iA yx cos 2 tp cos 2 X + fB y2 cos 2 <p s in 2 A + Í<3 y3 s in 2 q>]. 
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Vsadíme tu za iV z rovnice (3). a zavedieme namiesto A, B, C dížky poloos! 
a, b, c podlá vzorcov ^A — a atď. Dostáváme takto obdobu Somiglianovho 
vzorca pre trojosý elipsoid, ktorá má tvar: 

ayx cos2 (p cos2 Я + by2 cos2 9? sin2 Я + cy3 sin2 99 

]/a2 cos2 (p cos2 Я + ò2 cos2 99 sin2 Я + c2 sin2 99 

Pre rotačný elipsoid (b — a) tento vzorec nadobúda známy tvar [1], [2] 

ayx cos2 99 + cy3 sin2 99 
j/or cos"5 99 + cl slnJ 99 

Kým úvahy a výsledky, ku ktorým sme dospěli v predchádzajúcich kapi
tolách 5. a 6., platili len pri malých hodnotách sploštení a pomalej rotácii 
vzorec (4). platí samozřejmé pri flibovolných'hodnotách a2, a3 a OJ. Vyjádříme 
v ňom teraz a a b pomocou c, .\2 a \3, obmedzujúc sa opat na veličiny prvého 
a druhého rádu a kladúc: 

a= = c(I +• * 8 + «J), 6 = c(l + «8 + <x\). 

Súčasne vyjádříme tiež yl9 y2 a y3 pomocou y0, /3 a /?' podlá vzorcov 5.(7). Po 
úpravě dostáváme: 

1 + jff sin2 99 + Mj cos2 99 cos2 A + ^ 2 cos2 <p sin2 A 
(/1 + vl cos2 99 cos2 A + v2 cos2 99 sin2 A 

kde ^ j , w2, v l 9 v2 sú dané vzorcami: 

w, - CÍ2 + /?' + <%* + * # , V l - 2oc2 + 3*J, I 
u2 -= «3 — /T +- ťx| — ťXg/i', v2 = 2*3 + 3*2. J 

(5a) 

Ak v rovnici 5. vyjádříme cos2A a sin2A pomocou cos 2A, po ďalšej úpravě do ' 
stáváme: 

1 + /? sin2 99 +~ U1 cos2 9 9 + ^ 2 c o s 2 <P c o s 2^ 
]/1 + Vj cos2 99 + F 2 cos2 99 cos 2X 
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kde 

lЛ = j (Щ + щ) = ~ [«2 + «3 + *î + «î + («2 - «8) ß'l 

U2 = j (Щ - щ) = j [«2 - «3 + 2ß' + «« - «i + («2 + «3) ß'], 

Yi = «г + «з + ү И + «І), 

3 
F 2 = «2 — «3 + -2 И — «!)• 

(7) 

Vo vzorcoch (7). móžeme namiesto oc2 a &3 zaviest středné sploštenie x a rozdiel 
hlavných hodnot sploštenia Ax, vychádzajúc z ich definícií (5.1Ja),(b), Vsa-
denim 

x + -^ Ax, , - > 

tieto vzorce nadobúdajú tvar: 

Vl = * + a* + -(Лocf + ~Л* . ß', 

Uг = - Æ « + ß' + cк . Лк + «/?', 
ZІ 

Vг = 2л + 3«2 + — (Лcкf, 

(7a) 

F 2 = Zla (1 + 3a). 

Keďže U1, U2, Vl9 V2 a /3 sú malé veličiny prvého rádu, reciprokú hodnotu 
odmocniny vystupujúcej vo vzorci (6). možno vyjádřit binomickým radom. 
S presnosťou na členy druhého rádu takto po vykonaní příslušných elemen-
tárnych výpočtov najprv dostaneme: 

(1 + V! cos2 (p + V2 cos2 <p cos 2A)~2 = 1 jrV1 cos2 cp —— V2 cos2 <p cos 2k + 
JJ z 

3 3 3 
+ -- V\ cos4 cp + -- V\ cos4 cp cos2 2A + -- VXV2 cos4 ip cos 2X 

8 8 4 

a dalej 
y = y„ [1 + Ä. + (0 - Ä )̂ sin-gj - Д sin2 2^ + | 

I (/ř2 + !tз cos2g9) cos 2Я + A4 cos4 <p cos 4ЯJ, ) 
(8) 
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kde 

hl=U1-^V1+
3~V\-^U1Vl + ~ V \ - \ u t V t = 

K = U, - \ V, - -~pVt = /?' - \ (« + P) • Ax + «(}', 

h = - •• (iVt + £ Vt V, - * Ux V, - 2 l+W, = \ (* + /?). J « - «/?', 

A, = | | YS - \ U,V, -== - ] /f. / I* + i é ( ,4*)- = - A,, 

1 „ „ 3 .. . 1 „ „ 3 ,. . 1 
f^»fy- + iiv--l>a-r' + 5iv'--T»a'T' 

8 
•*ß 

64 
(Лъ)2 

1( 
Y . Am. 

(9) 

(i a /?' sme však vyjádřili nž v Clairautovej teoréme pomocou základných 
veličin ne, Ax a q. Do vzorcov (9). móžeme preto vsadiť tieto hodnoty zo vzťahov 
5.(12) a písať: 

1 
Í6 * i = -A-4 = ^ W > 

1 / 73 \ 
h,= -Aa\l + 2oc---q\, 

*» = j--"(4 ?-") = !/>•--« 
(9a) 

A = -g «? 
1 1 

64 
(Лocf 

Pri zemskom elipsoide je, ako sme už opátovne podotkli, Aoc malá veličina 
druhého rádu. Preto, ak sa obmedzíme nadalej na presnosť zodpovedajúcu 
členom druhého rádu. vzorce (9a) sa zjednodušuji! takto: 

hл ^ hл -- Л4 :-- 0, h2 2 / l л = / i ' , ß1 = --.aq--(X*. (9b) 

Závislost normálnej hodnoty tiaže od zeměpisných súradníc cp a X nadobúda 
v tomto případe známy tvar: 

)' : ^ Yo t 1 + P s i n 2 9' — A shi2 % + F cos2 q> cos 2AJ. 

Došlo 10. X . 1954. 

(10) 

Katedra baníckeho meraČstva a geofyziky 
VŠT, Košice 
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IV M K T O ^ I I K K P E I I I E I I I I / I If PO BJT E M IM CTOKCA 

T^IH T P E X O C M O r O :)JIJTHIICOM/JA 

T. KO/lCEIilTAJEP 

H L I B O ; I B I 

Hpod.iOMa (IroKca rpöxorHoro :vi.Tiin<oii;ia ;KIH peinoHH o IIOMOHIMO rpex rapMonniie<'KTi.\ 
(J)VHKIIHH / , I1? /2 , OiqKVlO.IHO.MBIX ('OOTHOllieHIOIMll I . 0, 1 .7 , II 1,10. 1 loTeHUIIM.'l TH>KO( TU BM-
paH\aoTCH KHK cyMMa noToiinna.Ta ii.om'pooV/KiioM on.:n>i n ynoono Bi.iöpamioii JIHHOIIHOH 
KOMomiairnn npHBejreHHi.ix rpex (jrynKiufü. \'\:\ no.'iyqeiiHhix OCHOBHI.IX cooTHoineHiiii in,i-
BO;IOHI>I iviaBHMo :niaiieHHH BO.THHHHBI ycKopoumi TH>KOCTH na ypoBOHiioM CL'UHIIICOH/IO H BI>I-

IHVIOHa TOOpOMa K.'DpO (' TOMHOCThK) ;TO lLT0H()B BTOpoYO HOpH-TKa. (DopMV.Ta Co.MIIJIHIia o6oo-
iiieHa ;I/IH ciynafi Tpexoenoro :).i.Tniicoii;ta n II.T ee o6in,ero Bii;ta Bi.iBo;tem»i cooTHonieinm 
;I,.;I>I HopMajiLHoro ;uiaiiomiH BO.TIIMHHLI TH>KOOTH. ,'-)TII COOTHOIIIOHHH TOMIIM BII.IOTB ;IO q.io 

HOB B'roporo nopH;iKa. 

B E I T R A G ZUR L Ö S U N G D E S S T O K E S S O H E N P R O B L E M S 
FÜR KIN D R E I A C H S I G E S N I V E A U E L L T P S O I I) 

T. K O L B E N H E V E l i 

Z u s a m m e n fassu ng 

Das Stokessche Problem wird für den allgemeinen Fall eines dreiachsigen Niveau-
ellipsoides mittels der in 1.6, 1.7 und 1.10 näher definierten harmonischen Funktionen I, 
I! und J2 gelöst. Das Schwerepotential wird dabei als Summe des Potentials der Flieh
kraft und einer zweckmäßig gewählten linearen Kombination der obenerwähnten drei 
Funktionen dargestellt. Auf Grund der abgeleiteten Beziehungen werden die Haupt
werte der Schwerkraft auf dem Niveauellipsoid und das Clairautsche Theorem bis auf 
Glieder zweiter Ordnung ausgedrückt. Die Formel von Somigliana wird für den Fall des 
dreiachsigen Ellipsoides verallgemeinert und schließlich wird die übliche Formel für die 
Normalschwere abgeleitet. 
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