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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K V Č Í S L O 3 

P O Z N Á M K A O A B S O L U T N É 

K O N V E R G E N T N Í C H R A D O C H 

JÁN J A K U B Í K , Košice 

co 

Nech {ai} je postupnost kladných čísel, nech rad Y at je konvergentný. 
00 i— l 

Označme lin = 2 ^ ; - Označme ďalej znakom TŶ TVg) množinu všetkých čísel 
7 = ; ? f - l oo 

w, ktoré sa dajú vyjadriť v tvare w = 2 &*> kde 
í=i 

bi -- a-i alebo bt = O (b, = a, alebo bz = — a-) pre i = 1,2, . . . 

P. K e s a v a M e n o n v práci [1] dokázal tvrdenie: 
(M) Ak pre i = 1, 2, . . . p l a t í an ž 22„, potom množina IVX )e perfektná. 

T. S a l á t v práci [2] dokázal tvrdenie: 
(>S) Množina JV2 je perfektná. 

Pri dókaze tvrdenia (M) sa v práci [1] postupuje tak, že sa dokáže, že kom-
plement množiny Wx je súčtom dizjunktných otvorených intervalov bez spo-
ločných koncových bodov. V práci 12] je dókaz tvrdenia (Š) vykonaný oklukou 
zavedením vhodnej metriky na množině všetkých postupností {c,}, kde c, = 1 
alebo c.; = — 1 a použitím niektorých viet o spojitom zobrazení metrických 
priestorov. V nasledujúcej poznámke uvedieme jednoduchý a priamy dókaz 
vety, ktorá zahrnuje ako speciálně případy tvrdenia (M) aj (Ř). J e to táto veta: 

Veta. Nech {Ct) (i = 1,2, . . .) je systém množin komplexných čísel, pre ktoré 
platí: 

00 

(A) 1. Množina C = u Ct je ohraničená, 2. každá množina Ctje kompaktná, 
i=i 

3. medzi množinami Ct je nekonečné mnoho takých, ktoré obsahujuviac ako jedno 
číslo. 

Nech {a{\ je postupnost prvkov úplného normovaného vektorového priestoru X, 
00 

nech rad 2 II a* II ')e konvergentný. Nech W je množina všetkých prvkov w€X, 
i— 1 00 

ktoré sa dajú vyjádřit v tvare w = 2 ^ > kde bi = c ;a i ? ct€Ci, i = 1,2,. , . 
i = i 

Potom množina W je perfektná. 
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I ) ó k a z . 1. Nech sú splněné předpoklady vety. Používajme oznacenia, zavó-
00 

děné v znění vety. Lahko sa zistí, že každý rad tvaru ^ ciai (1) j e konvergentný. 
i=i 

Totiž označme znakom sn n-tý čiastočný súčet radu (1). Nech R — sup \z\, 
z e C 

nech n, m sú prirodzené čísla. Z nerovnosti 

n + m n + m 

\\s„+m - s„\\ á j Www ž i ž 2 Ha'-ll 
í '=n4-l í = n-f l 

vyplývá, že postupnost {sn} je cauchyovská, teda konvergentná v X. 
2. Nech w € TV, w = 1,2, . . .vw

T1 -> w'. Dokážeme, že platí: w' Q IV. Nech 

wn 2C"ar (") 
i = l 

Zaveďme tieto oznacenia: Ak {w} je postupnost všetkých prirodzených čísel 
(s obvyklým usporiadaním), znakom {n(\)\ označíme postupnost, vybránu 
(predpísaným spósobom) z postupnosti {n}\ analogicky označíme symbolom 
{n{2)} postupnost, vybratú určitým spósobom z postupnosti {n(\)\ atď. Zo-
strojme predovšetkým postupnost {c,} takto: z postupnosti {cn} vyberieme 
konvergentní! čiastočnú postupnost {c^1)} a jej limitu označíme cx; z postupnosti 
{c^1)} vyberieme konvergentnú čiastočnú postupnost {c^2)} a jej limitu ozna
číme c2, atď. Označme: 

00 

w° = 2c>a>' w 
i=l 

3. Označme znakom 8£, resp. e§g k-ty čiastočný súčet radu (2), resp. (3). Nech 
s je Tubo volné kladné číslo. Vyberme index k tak, aby platilo: 

2 iкн< є 
4R i=k+l 

Potom je zrejme pre n = 1,2, . . . 

I l « ' " - * i l l < f . H-™°\\<j- (4) 

£ 

Vyměřme index nx tak, aby pre n > ni platila nerovnost J| w' — wn \\ < - (5). 

Podfa odseku 2 pri zvolenom k je: 
k k 

stk) = 2 cfk)aî -* 2 c л ^ t9^? ayŁ n W 
г = l i-1 
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Z postupnosti {n(k)} móžeme teda vybrat také čislo m > nx, že platí || s% — 

— s\ || < — (6). Z nerovnosti |[ w' — w° || _g || w' — wm || + || wm — 8£z || + || 8£2 — 

— st II + II st ~~~ w° II a z nerovností 4, 5, 6 vyplývá || w' — w° \\ < £, w' = iv°, 
w G IV. Teda množina IV je uzavretá. 

4. Nakoniec dokažme, že množina IV neobsahuje izolovaný bod. Nech w GIF, 
00 

w =-- ^ C A > nech e > 0. Nájdime index k taký, že pre i > k je || at || <^ —-̂  . 
i = i ^ 

Vyberme ďalej index Z > k tak, aby množina Cy
/ obsahovala viac ako jedsn 

prvok. Nech c\ € Ct, c\ 4= C/. 
Utvořme rad 

CjO, -f . . . + c^ty.- + c; t t/ + c m « / + 1 + . . . — w'. 

Potom platí || w — ÍI/ || — || cfli — c\al || <: 2J? || a/ || < E. 
P o z n á m k y . 1. Z predošlej vety vyplývá, že předpoklad an ^ Rn je v tvrdení 

(M) nie potřebný. 
2. Množina IV je zrejme ohraničená. Ak lineárny priestor X má konačný 

počet dimenzií, potom z ohraničenosti a perfektnosti množiny IV vyplývá^ že 
množina IV je zároveň kompaktná. V lineárnom priestore s nekonečným počtom 
dimenzií móžu, ako je známe, existovat množiny, ktoré SLI ohraničené a'per
fektně a nie sň kompaktně. Pre množinu IV však vždy platí: Množina W je 
kompaktná. Nech je totiž {ivn} lubovolhá postupnost prvkov z množiny W\ 
používajme rovnaké označenia ako v dókaze predošlej vety (bez předpokladu, 
že {wn} je konvergentná postupnost). Na základe časti 2. a 3. dókazu predošlej 
vety sa lahko zistí, že čiastočná postupnost {w'n}, w'n = w1^ postupnosti [wn\ 
konverguje k prvku w°. 

3. Na príkladoch sa lahko zistí, že žiaden z predpokladov 1., 2., 3. pod-
mienky (A) nemóžeme vynechat, ak má byť zachovaná platnost uvedenej 
vety. Přitom ohraničenost množiny C neslúži len na to, aby sme zaručili kon-
vergenciu všetkých radov tvaru (1). Ak volíme napr. an = 2~n, Cn — {0,27}, 
potom IV — {(), 1, 2, . . .}, t. j . IV nie je perfektná množina. 

4. Nech sú splněné předpoklady vety. Zrejme platí: ak každá množina 
Ch i — 1, 2, . . . je konvexná, potom tiež množina W je konvexná. 

5. P. K. M e n o n v práci [1] vyšetřuje tiež mieru množiny W±. Ak předpo
kládáme, že X je množina všetkých reálných čísel a C C X, nerobilo by taž-
kosti zovšeobecniť postup P. K. Menona pri vyšetřovaní miery aj na množinuIV, 
vyhovujúcu podmienkam nasej vety. 

6. Naskytuje sa otázka, či pre kazdú ohraničenu perfektná množinu A úplného 
lineárneho normovaného priestoru X existuje taký rad (1) a systém množin kom-
plexných čísel {C\}, vyhovujúci podmienkam uvedenej vety, aby v zmysle tejto 
vety platilo W =- A. 

Došlo 18. X . 1954. 
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1 Р. К е я а у а М е п о п : Оп а с1аяя оГ регГеог, «егй, Ви11. Атег. МатЬ. Яос. 54 (1948), 
706-711. 2 Т. Йа1ат,: О вйстюеп штусЬ коп\тег#еп(пуоп. га(1о\г, Матет. Гуя. саяор18 
8АУ, 1954. 

ЗАМЕТКА ОБ АБСОЛЮТНО С Х О Д Я Щ И Х С Я Р Я Д А Х 

ЯН Я К У Б И К , Кошице 

В ы в о д ы 

оо 

Пусть 1аЛ -~ последовательность положительных чисел, пусть ряд ^ а! сходится. 
1 - Х 

оо 

Обозначим Нп~ ^ а,, обозначим дальше знаком И ̂ (И^) множество всех чисел и\ которые 
%-п+\ 

00 

можно выразить в виде го = ^Ьп

 гДр ^^ ~ (1' и л и ^ ~ ( ) №; ~ а1 1 1 1 И ^г '~ ад ^ л н 

2 = 1 

г = 1,2,... 
П. К е с а в а Менон в статье [1] доказал утверждение (М): Если для г — V 2 , . . . 

выполняется ал «> Впу тогда множество Ц\ совершенно. 
Т. Шалат в статье [2] доказал: (Ш) Множество 1Г2 совершенно. 
В заметке доказана следующая теорема, которая содержит как частные случаи 

утверждения (М) и (III). 
Пусть /СЛ (г = 1,2,...) — система множеств комплексных чисел, для которых 

00 

имеет место (А) 1. множество С = V С; ограничено 2. каждое из .множеств (•; ком-
г—\ 

тактно 3. среди множеств находится бесконечное4 число таких, которые содержат более 
одного элемента. 

Пусть 1аЛ — последовательность элементов полного нормированного пространства X, 
00 

пусть ряд 2 II а1 II сходиться. Пусть 1Г--- множество всех элементов гее Л', которые 
г = 1 

00 

можно выразить в виде го = 2 ^ " Г ^ е ^; ~ °*а» с>€ ^ г "̂  *' 2,. . . Тогда множество (V 
1 = 1 

— совершенно. 
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