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Matematicky &asopis 19 (1969), No. 3

CHARAKTERISIERUNG DER VERALLGEMEINERTEN
STONESCHEN HALBVERBANDE

TIBOR KATRINAK, Bratislava

G. Gratzer und E. T. Schmidt haben in [2] die Stoneschen Verbande
mit Hilfe minimaler Primideale charakterisiert. Dieses Ergebnis wurde bisher
in zwei Richtungen verallgemeinert. In [3, Satz 3] fur die verallgemeinerten
Stoneschen Verbinde und in [4, Satz 7] fir die Stoneschen Halbverbande.
In dieser Note zeigen wir, dafl auch die verallgemeinerten Stoneschen Halb-
verbidnde dhnliche Charakterisierung zulassen und dafl man die erwahnten
Satze als Spezialfille betrachten kann. Weiter zeigen wir noch, dall man
[2, Satz 3] fir die relativ Stoneschen U-Halbverbande verallgemeinern kann.

Wir beginnen mit einigen notwendigen Begriffen und Resultaten, welche
meistens aus der Arbeit [4] stammen.

Der Einfachheit halber werden wir weiter den Termin Halbverband fiir die
U-Halbverbinde vorbehalten. Die Halbverbinde kann man als teilweise
geordnete Mengen betrachten, wenn wir die Ordnungsrelation folgendermafien
einfithren: @ < b genau dann, wenn a U b = b. Wenn es in einem Halbver-
band § fiir irgendwelche Elemente a, b € S die grofite untere Schranke gibt,
dann bezeichnen wir dieses Element mit a N b.

Eine Teilmenge J des Halbverbandes S hei3t Ideal, wenn es gilt: a U b e J
genau dann, wenn a, b e J.

Es bezeichne Io(S) bzw. I(S) die beziiglich der mengentheoretischen Inklu-
sion teilweise geordnete Menge der simtlichen bzw. der simtlichen nichtleeren
Ideale des Halbverbandes S. Io(S) bildet einen vollstindigen Verband (siehe
z. B. [4, 1.2]). Die Operation ,,U‘‘ in I4(S) werden wir ,,verbandstheoretische
Vereinigung‘‘ nennen.

I(S) bildet genau dann einen Teilverband von Io(S), wie man leicht ein-
sehen kann, wenn S nach unten gerichtet ist.

Ein Halbverband S heif3t distributiv, falls es fir ¢ << a, ¢ < b, ¢ < aUb
(@, b, ceS) solche Elemente a;, b, €8 gibt, dal a; < @, b1 < b und ¢ =
= a1 Ub gllt

Aus [4, 1.6, 1.7] folgt
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Hilfssatz 1. S sei ein Halbverband. Io(S) bzw. I(S) bildet genau dann einen
distributiven Verband, wenn S distributiv ist, bzw. wenn S nach unten gerichtet
und distributiv ist.

Ein Halbverband 8 mit dem Nullelement heilit pseudokomplementir,
falls es fiir jedes Element a €S ein Element a* €S gibt, so dafi folgende
Bedingung erfullt ist:

a Nz = O genau dann, wenn z < a*.

Ein pseudokomplementéirer Halbverband besitzt immer das gro3te Element
I = 0*.

Wenn in einem Null besitzenden Halbverband S jedes Intervall [0, a]

(@ € S) pseudokomplementér ist, dann nennen wir den Halbverband S ab-
schnittpseudokomplementér.

Ein distributiver pseudokomplementéirer Halbverband S heifit Stonescher
Halbverband, wenn fir jedes a €S a* U a** = I gilt. Ein Halbverband S
mit dem Nullelement heifit verallgemeinerter Stonescher Halbverband, wenn
fiir jedes a € S das Intervall [O, a] ein Stonescher Halbverband ist. In [4, 3.6]
wurde gezeigt, dafl jeder Stonesche Halbverband auch einen verallgemeinerten
Stoneschen Halbverband darstellt.

Man kann leicht sehen (siehe z. B. [4, 2.6]), daf3 fiir einen distributiven
und Null besitzenden Halbverband S8 der Verband I(S) pseudokomplemen-
tar ist.

Fir x €8 bezeichne (x] das von dem Element x erzeugte Hauptideal.
Offenbar stellt die Abbildung x — (] einen U-Isomorphismus von Sin Io(S) dar.
Es bezeichne L(S) den kleinsten Teilverband von I¢(S), der alle Hauptideale
des Halbverbandes S enthélt. Wenn S nach unten gerichtet ist, bildet L(S)
sogar einen Teilverband von I(S).

Mit derselben Methode wie in [4, 1.13] (dort wurde S nach unten gerichtet)
kann man folgenden Satz beweisen.

Hilfssatz 2. Es set S ein Halbverband. S ist genau dann distributiv, wenn L(S)
ein distributiver Verband ist. Falls S distributiv ist, dann kann man jedes Element
a € L(S) in der Form a = ay U ... U ay (ay, ..., a, € L(S)) schreiben, wobei fiir
jedes 1e€{l,...,n} solche Elemente w;,...,x; €8 existieren, dall a;=
= (Tl O ... N (x;,] ist.

Hilfssatz 3. ([4, 2.7]). S sei ein distributiver Halbverband mit Nullelement.
S ist genau dann ein pseudokomplementdirer Halbverband, falls fir jedes a € S
das Ideal (al* (1) ein Hauptideal ist und in diesem Falle gilt (a]* = (a*].

(1) (a]* bezeichnet das Pseudokomplement von (a] in I(S).
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Hilfssatz 4. ([4, 3.8]). S set ein distributiver Halbverband mit Nullelement.
S ist genaw dann ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband, wenn es fir
jedes z €8 (x]* U (x]** = 8 in I(S) gilt.

Hilfssatz 5. a) L sei ein relativ pseudokomplementirer Verband. Dann gilt
Jiir beliebige xz, y, a € L

(@ N a)yy) N a = (xey) N a (3).

b) In einem pseudokomplementiren Verband L gilt fir jede zwei a,
zel:(xNa)*Na=zx*Na.

Beweis. a) L sei ein relativ pseudokomplementérer Verband. Aus ¢ < d
(c, d, y € L) folgt dann c,y > d,y. Daraus ergibt sich ((x Na),y)Na >
2 (xey)Na. Sei t< ((xNa)yy)na ((eLl). Dann t < a, t < (xNa)yy.
Daher xNt=(xNa)Nnt <y. Also t < x,y. Wegen ¢ < a ist auch ¢ <
< (z,y) Na. Damit haben wir bewiesen, daBl ((x Na),y)Na < (x y)Na
gilt und daraus folgt unsere Behauptung.

b) Den Beweis kann man analog wie im Falle a) durchfithren, wenn wir
erwigen, dal z* = 2,0 (z € L) gilt.

Hilfssatz 6. Sei L ein pseudokomplementdrer Verband und P sein Teilverband
mit dem groBten Element a € L und kleinsten Elementen O. Wenn z, z* N a,
z** N aeP, dann ist x* N a bzw. z** N a das Pseudokomplement von z bzw.
2*Nain P.

Beweis. Ausye P, y Nz =0 folgt y < a, y < «* und daraus ergibt sich
y < z* N a. Offenbar z N (x* N a) = 0. Das bedeutet, dall * N a das Pseudo-
komplement von x in P ist. Analog kann man den zweiten Fall behandeln.

Hilfssatz 7. Wenn L ein distributiver pseudokomplementdirer Verband ist
und wenn fir r1,...,2ne L 2f Uy = ... = af Ual* = 1 gilt, dann ist
(@mN...0x)*=2fuU.. .Uzl

Beweis. Bezeichne a =z N ...Nz,. Infolge [4,2 .5]ist a* = (1N ... Nxp)* =
— (@FU...uxk)** Nach[4,Satz 4]ist a** = (1 N ... Nz)** =27 N .. Na)™.
Setzen wir ¢ = 2f U ... Ux}. Offenbar ¢ < a*. Daraus folgt a** N a* =
= a** N ¢ = 0. Aus der Distributivitit und aus I = 27 U 2]* firs = 1,...,n
bekommen wir a** Uc = (z¥* N ...Nnaf*)Uc=@f*Uc)Nn...N (@* U )=
— I. Weil ¢ < a* ist, mull auch a** U a* = I gelten. Infolge [1, IX, §1]
gilt ¢ = a*.

Hilfssatz 8. S seir ein verallyemeinerter Stonescher Halbverband. Dann gilt
in I(8) a* U a** = 8 fir jedes a € L(S).

(2) Ein Verband he@t relativ pseudokomplementér, falls es fiir beliebige zwei Elemente
a, b € L ein solches Element axb € L gibt, daBl a Nt < b genau dann ist, wenn ¢ < axb.
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Beweis. Der Verband I(S) ist distributiv und pseudokomplementir.
Dem Hilfssatz 4 nach ist (x]* U (x]** = 8 fiir jedes x € S. Nehmen wir an,
daB b = (z1] N ... N (x4] fir irgendwelche 1, ..., z, € 8. Aus dem Hilfssatz 7
bekommen wir b* = (z1]* U ... U (xx]*. Nach [4, Satz 4] ist b** = (z(]** N
N ... N (zx]**. Aus der Distributivitat von I(S) und aus dem Hilfssatz 4 folgt
b* U b** = 8. Sei nun a € L(S), d.h. a = a1 U ... U am, wobei a; = (zin] N
NN (xg] fir 1rgendwelche X1, .oy Ly, €S (Hilfssatz 2). Aus [4, 2.4]
folgt a* =af N ...Na’* und aus dem Hilfssatz 7 bekommen wir a** =
=a™ U ... Uat*. Wir haben schon a/* U a* = 8 (i = 1, ..., m) bewiesen.
Daraus folgt unmittelbar a* U a** = S.

Sei S ein distributiver Halbverband mit Nullelement. Fur y € S bezeichnen
wir mit L(Sy) den kleinsten Teilverband von Io([0, y]), der alle Hauptideale
(] (* < y)enthilt. Wennc, d € L(S)und ¢ < d ist, dann setzen wir < ¢, d > =
= {x e L(S); ¢ < « < d}. Offenbar (¢, d) = [¢, d] N L(8S). Selbstverstindlich
enthilt der Verband L(Sy) das kleinste (gréBte) Element (0] ((y]) und ist ein
Teilverband von {(0], (y]).

Das folgende Beispiel zeigt, daBl L(Sy) ein echter Teilverband von
(0], (y]> sein kann. Sei 8 = {0, =, y, I, a1, a2, ..., @n, ...}, 0 <y < @ae <
<...<z,y < I und die Elemente z, y seien unvergleichbar. Dann ist S ein
Halbverband und z Uy = I. Offenbar (z]N (y] =1{0, a1, ..., a,, ...}€
€ (0], (1> aber (x] N (y] ¢ L(Sy).

Hilfssatz 9. Sei S ein distributiver abschnittspseudokomplementirer Halb-
verband. Dann 1ist L(S) ein distributiver und abschnittspseudokomplementdrer
Verband, wobei fir b € (0], a) (a € L(S)) b* N a(3) das Pseudokomplement von b
n (0], a> darstellt.

Beweis. L(S) ist ein distributiver Verband (Hilfssatz 2). Wir miissen be-
weisen, daf fur jedes a € L(S) der Teilverband ((0], > pseudokomplementir
ist. Zuerst setzen wir voraus, dafl a = (y] (y € S) ist. Sei b € {(0], (y]>. Dann
b="5bU...Ubn, wobeib; = (yn] N ... N (yglfuri =1, ..., m (Hilfssatz 2).
Setzen wir weiter y =y U yn U ... Uy,, . Offenbar ist ((0], (y]> ein Teil-
verband von {(0], (#]> und (y:;] € {(0], (7]>. Es bezeichne ¢+ das Pseudokomple-
ment von ¢ € [0, 7] in [0, 7]. Ahnlich bezeichne J+ das Pseudokomplement
von J € [(0], (#]] in [(0], (#]1]- [(0], (#]] und I(S) sind pseudokomplementire
Verbande. Wenn J € [(0], (¥]] und J* das Pseudokomplement von J in I(S)
bezeichnet, dann J+ = J* N (5] (Hilfssatz 6). Fir ¢ e [0, 7] ist (¢+] = (¢]*
(Hilfssatz 3) und daraus folgt (t+] = (¢]* N (7). Betrachten wir das Element
c= (t] N ... N(E] far 1, ..., tx € [0, 7]. Dann ist nach [4, 2.5] ¢* = {(t1]* U
U ... U (t]*}**. Wenn wir mehrmals die Hilfssitze 3 und 5b verwenden,

(3) b* bezeichnet das Pseudokomplement von b in I(S).
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bekommen wir ¢+ = c* N (7] = {(]* Y ... U (t,]*}** 0 7] = {t]* U ... U
U G0 @D*F 0 @] = [{t]* YV gF 0 @D*F 0 @11 0 @ =
— WG A @) Y. U (GO @D 0@ A @] = HETU .. U G 0
AN @l ={t V... VNGO G = (V..U ]*n @ =
= (tF U ... U )] e (0], @D Also bf =bF n (Fle€ L(S) fir ¢ = 1, ..., m.
Aus [4,2.4] folgt b* =bf N ...Nb,. Daher bekommen wir * N (7] =
=@*n@ENN..0@EN@)=bNn...0b:. Weil bf,..., 05 eL(S) ist,
so auch b*e L(S). Folglich auch b* N (y]e L(S) und endlich b+ N (y] =
= (b* N (7]) N (y] = b* N (y] € (0], (y]>. Dem Hilfssatz 6 zufolge ist b* N (y]
das Pseudokomplement von & in {(0], (y]>. Damit haben wir bewiesen, da$}
{(0], (y]> ein pseudokomplementirer Teilverband von L(J) ist.

Sei nun a e L(S) beliebig. Betrachten wir {(0],a), a=a1 V... U an,
wobeia; = (xn] N ... N (g ]fiure =1, ..., m. Setzen wir y = a1 U ... U Z,,.
Offenbar ist (0], @) ein Teilverband von (0], (y]>. Sei & € {(0], a). Wir haben
schon bewiesen, daBl b* N (y] das Pseudokomplement von & in {(0], (y]> ist.
Also b* N (y]e L(S) und daraus erhalten wir (b* N (y]) N a e L(S). Aber
®* N (y]) Na=>b*Na. So ist b* N a das Pseudokomplement (Hilfssatz 6)
von b in {(0], > und damit ist der Satz bewiesen.

Satz 1. S sei ein Halbverband mit dem Nullelement. S ist ein verallgemeinerter
Stonescher Halbverband genaw dann, wenn L(S) ein verallgemeinerter Stonescher
Verband ist.

Beweis. Setzen wir voraus, dafl L(S) ein verallgemeinerter Stonescher
Verband ist." Dann ist S ein distributiver Halbverband (Hilfssatz 2). Sei
z € [0, y] fir y €'S. Es bezeichne (z]+ bzw. (z]*+ das Pseudokomplement von
(z] bzw. von (x]* in {(0], (y]>. Der Voraussetzung nach gilt (x]* U (2]*+ = (y].
Trivialerweise gilt (z]+ N (z]t+ = (0]. Aus beiden letzten Gleichungen ergibt
sich nach [4, 1.9], daB3 beide Ideale (x]* und (x]*t Hauptideale sind. Daraus
folgt (z]* = (x*], (x]*+ = («**+] und offenbar ist x+ bzw. x++ das Pseudokom-
plement von x bzw. von xt in [0, y]. Also, 8 ist ein abschnittspseudokomple-
mentéirer Halbverband. Aus (y] = (z]* U (z]t+ = (z*] U (1] = (xt U at+]
kann man einsehen, daf § sogar ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband
ist.

Sei S ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband. Dann ist L(S) ein
distributiver abschnittspseudokomplementirer Verband (Hilfssitze 2 und 9).
Dabei haben wir auch bewiesen, dal fir b e {(0],a)> (a € L(S))b* N a das
Pseudokomplement von b in {(0], a> ist. Weiter, (b* N a)* N a = b** N a ist
das Pseudokomplement von b* N a (Hilfssatz 5b). SchlieBlich (b* Na) v
U (0** Na) = (b* U b**) Na = a, weil b* U b** = § dem Hilfssatz 8 nach.
Also {(0], @) ist ein Stonescher Verband. Damit ist der Beweis des Satzes
beendet.
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Fiir den folgenden Satz brauchen wir noch einen Begriff (siehe [4, Definition
11]). Ein Ideal P des Halbverbandes S hei3t schwaches Primideal in S, falls es fir
Ideale J1,...,J, von S aus JiN...NJy < (t] = P folgt, dall J; < P fir
einie{l,..., n} ist.

Man kann leicht einsehen, dafl in einem Verband schwaches Primideal
Primideal ist und umgekehrt. Ein minimales schwaches Primideal von S wird
das minimale Element in der teilweise geordneten Menge der simtlichen
nichtleeren schwachen Primideale von S bedeuten. In [4, 3.3] wurde bewiesen,
daf} zu jedem schwachen Primideal P eines Null besitzenden Halbverbandes S
ein minimales schwaches Primideal @ von S mit der Eigenschaft Q@ = P
existiert.

Satz 2. Set S ein distributiver abschnittspseudokomplementirer Halbverband
mat Nullelement. S ist genaw dann ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband.
wenn die folgende Bedingung erfullt ist.

(GSs) Die verbandstheoretische Vereinigung von zwet beliebigen verschiedenen
mintmalen schwachen Primidealen von S ist gleich S.

Bemerkung. Wenn wir in (GSs) die Worte ,,schwache Primideale* mit den
Worten ,,Primideale‘‘ ersetzen, bekommen wir die Bedingung (GS) (siehe [3]
oder [4]).

Bevor wir den Beweis von Satz 2 erbringen, erwdhnen wir zwei Behaup-
tungen

Hilfssatz 10. ([3, Satz 3]). Ein distributiver abschnittspseudokomplementdrer
Verband L ist genau dann ein verallgemeinerter Stonescher Verband, wenn er die
Bedingung (GS) erfillt.

Im ersten Teil des Beweises [4, Satz 7] wurde folgende Behauptung fir die
nach unten gerichteten und distributiven Halbverbinde S bewiesen. Mit
derselber Methode kann man das auch fiir die distributiven Halbverbiande
erzielen.

Hilfssatz 11. S sei ein distributiver Halbverband. Es bezeichne M bzw. N~
die Menge der samtlichen nichtleeren schwachen Primideale von S bzw. nichtleeren
Primideale von L(S) (beide Mengen sind beziiglich der mengentheoretischen
Inklusion teilweise geordnet). Fir P e M bezeichne P = {z € L(S); es gibt xe P
so daP z < (z]}. Dann stellt die Abbildung P — P einen Isomorphismus von.
M auf N dar.

Beweis des Satzes 2. Nehmen wir an, dal S ein verallgemeinerter Stone-
scher Halbverband ist. Seien P;, P; (P1 + P2) minimale schwache Primideale
von S. Dann P; #+ P; und P, P; stellen minimale Primideale von L(S) dar
(Hilfssatz 11). Aus Satz 1 folgt, dal L(S) ein verallgemeinerter Stonescher
Verband ist. Solche Verbande erfiillen die Bedingung (GS) (Hilfssatz 10).
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Daraus folgt, daB P; U Pz = L(S). Sei z € 8. Dann (2] € L(S) und es existieren
ac Py, be P; mit der Eigenschaft @ U b > (2]. Nach der Konstruktion von
P, und P, existieren solche Elemente z € P1, y € Ps, dal a < (z], b < (y].
Dann (z] U (y] o (2], d-h. 2 Uy > 2. Also ze€ P1 U P;. Weil das Element z
beliebig in S gewahlt wurde, ist § = P; U Ps.

Umgekehrt, erfiille S die Bedingung (GSs). Aus dem Isomorphismus zwischen
 und .t (Hilfssatz 11) folgt, dal der Verband L(S) die Bedingung (GS)
erfilllt. L(S) ist ein distributiver und abschnittspseudokomplementéarer Verband
(Hilfssatz 9). Dann ergibt sich aus dem Hilfssatz 10, dall L(S) ein verallge-
meinerter Stonescher Verband ist. Aus dem Satz 1 bekommen wir wieder,
dafl S ein verallgemeinerter Stonescher Verband ist. Damit ist der Satz be-
wiesen.

Weil ein Stonescher Halbverband ein verallgemeinerter Stonescher Halb-
verband ist [4, 3.6] und ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband mit
dem grofiten Element ein Stonescher Halbverband ist, ergibt sich aus dem
Satz 2 unmittelbar

Folgerung 1. ([4, Satz 7]). Ein distributiver pseudokomplementdirer Halbverband
ist genau dann ein Stonescher Halbverband, wenn er die Bedingung (GSs) erfillt.

Fiir Verbinde geht die Bedingung (GSs) in die Bedingung (GS) iiber. Aus
dem Satz 2 bekommen wir dann

Folgerung 2. ([3, Satz 3]). Ein distributiver abschnitispseudokomplementdrer
Verband ist genau dann ein verallgemeinerter Stonescher Verband, wenn er die
Bedingung (GS) erfillt.

Folgerung 3. (Gratzer —Schmidt [2]). Ein distributiver pseudokomplementdrer
Verband ist genau dann ein Stonescher Verband, wenn er die Bedingung (GS)
erfallt.

Hilfssatz 12. Set L ein distributiver Verband mit dem kleinsten und grofiten
Element. Es gebe fir ein Element a € L das Pseudokomplement a* € L und auch
far a* € L das Pseudokomplement a** in L. Wenn L die Bedingung (GS) erfillt,
dann gilt a* U a** = 1.

Zum Beweis siehe den Beweis von [2, Satz 1].

Hilfssatz 13. Sei L ein distributiver Verband und a, be L (a < b). Seit J ein
Primideal von [a, b]. Dann gibt es ein Primideal P von L, so daf J = P N [a, b]
ist (4). '

Beweis. Wenn J ein Primideal von [a, b] ist, dann bildet die Menge [a, b] —
— J () ein duales Primideal von [a, b]. Sei @ = {z € L; es gibt ein Element

(4) ,,N*‘ bezeichnet den mengentheoretischen Durchschnitt.
(®) [a, b] — J bezeichnet die mengentheoretische Differenz.
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zeJ, so daB z < 2} und D = {z€ L; es gibt ein Element x [, b] — J, so
dal z > a}. Offenbar ist Q ein Ideal und D ein duales Ideal von L und der
Durchschnitt beider Ideale ist leer. Aus dem Satz von Stone (siehe z. B.
[4, Satz 2]) ist bekannt, dafl ein Primideal P von L mit der Eigenschaft
P>Q, PNnD=¢ existiert (6). Man kann leicht uberprufen. daBl J =
= P N [a, b] ist.

Unser Vorhaben ist es jetzt, [2, Satz 3] auf die Halbverbiande zu verallge-
meinern.

Sei S ein Halbverband und fiir ¢ < b (a, b € S) sei [a, b] ein pseudokomple-
mentirer Teilhalbverband. Das Pseudokomplement von x € [a, b] in [a, b]
bezeichnen wir mit x*(a, b). Dierelative Pseudokomplemente in einem Verband
(siehe [1, IX, §12] oder die FuBinote (¥)) bezeichnen wir, wie gewohnlich, mit
dem z.y.

Wenn 8 ein distributiver Halbverband ist, dann ist leicht nachzuweisen,
da der Idealenverband Iy(S) relativ pseudokomplementér ist (siehe [4, 1.2,
1.6, 1.8] und [1, IX, Satz 15]).

Definition. Es sei S ein distributiver Halbverband. S heifit relativ Stonescher
Halbverband, wenn fir je z2wei a < b (a,beS) das Intervall [a,b] einen
Stoneschen Halbverband darstellt.

Weiter werden wir in einem distributiven Halbverband, in dem jedes
Intervall [a, b] einen pseudokomplementiaren Teilhalbverband bildet, den
Zusammenhang der folgenden Bedingungen untersuchen:

(a) S ist ein relativ Stonescher Halbverband;
(b) Fitr je zwet x, y € S und ein beliebiges z = x U y (z € S) gilt
z=(zUy)*y 2) Yl Vy*y, 2 Y], 2);
() Far je zwei schwache Primideale P, Q von 8, fiir welche P > Q, Q@ > P
ist, gilt P U @ = S in Iy(S).

Hilfssatz 14. S sei ein distributiver Halbverband in dem jedes Intervall [y, z]
(y,z€ 8,y < z) einen pseudokomplementdren Teilhalbverband bildet. Dann folgt
aus der Bedingung (b) die Bedingung (a).

Beweis. Sei [y,2] (y,2€ 8,y < 2z) ein beliebiges Intervall des Halbver-
bandes S. Es gelte die Bedingung (b). Es ist zu zeigen, daBl fiur beliebiges
x €[y, 2] x*(y,2) U (x*(y,2))* (y,2) = z gilt. Zuerst beweisen wir, daB
(@*(y, 2))*(y, 2) = (@*(y, 2) U )*(x, 2). Offenbar folgt aus der Pseudokomple-
mentaritdt des [y, 2] (x*(y, 2))*(y, 2) > x. Daraus und aus der Distributivitit
des Verbandes Io(S) (Hilfssatz 1) folgt ((x*(y, 2))*(y, 2)] N (x*(y, 2) U x] =
= (@, 2)*(y, 2] N A"y, D] VU @]} = {((@*(y, 2)*(y, )] N (@Y. 2)]} v

(8) @ bezeichnet die leere Mange.
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U {((@*(y, 2))*(y, 2)] N (x]} = (y] U (¢] = (x], weil aus der Pseudokomplemen-
taritit des [y, z] die Existenz des Elementes (z*(y, z))*(y, z) N x*(y, z) folgt,
das dem Element y gleich ist. Also (x*(y, 2))*(y, 2) N (z*(y, 2) Y z) = 2 und
daher gilt (z*(y, 2))*(y, z) < (x*(y, 2) U x)*(2, 2), weil auch das Intervall
[z, z] pseudokomplementar ist. Betrachten wir weiter das Ideal (z] =
— (@*y 2 U 2)*@ 9] N @y, 2) Vel = (@ 2) U o) 2] N
{((@*(y, 2)] U (x]}. Aus der Distributivitit des Io(S) (Hilfssatz 1) folgt (z] =
— {(#*,2) U )%=, 2)] 0 @2l U (0% 2) U 25 @ )] N @]} =
= {((z*(y, 2) U z)*(x, 2)] N (x*(y, 2)]} U (x], weil (x*(y, z) U x)*(z, z) > = ist.
Also ((@*(y,2) U @)¥(, 2)] N (@*(y, )] < (@] < ((@*(y, 2))*(y, 2)]. Daher gilt
(@, 2) U 2)*@,2)] 0 (@%@, 2)] = {(@*y,2) U 0@, 2)] 0 @4 2]} 0
O (@, 2))*(, 2)] = (%, 2) U 2)*@, 2)] N {25y, 2)] 0 (@5, 2)*@, 2)]) =
= ((z*(y, 2) U 2)*(x, 2)] N (y] = (y], weil [y, z] pseudokomplementir ist und
noch (x*(y, z) U x)*(x,2z) > = > y gilt. Wir haben gezeigt, dall das Element
(x*(y, 2) Y x)*(x, z) N 2*(y, z) in S erklart und mit dem Element y identisch
ist. Aus der Pseudokomplementéritit des Intervalls [y, z] folgt (z*(y, z) U
U z)*(x, 2) < (@*(y, 2))*(y, z). Aus der oben abgeleiteten entgegengesetzten
Ungleichung bekommen wir endlich (x*(y, z) U x)*(x, 2) = (x*(y, 2))*(y, 2).
Jetzt wenden wir die Bedingung (b) an. Weil der Annahme nach z > =z > y
ist, bekommen wir z = x*(y, 2) U (z*(y, z) U 2)*(z, 2). Aus (2*(y, 2))*(y, 2) =
= (x*(y, 2) U z)*(a, 2) folgt z = z*(y, 2) U (2*(y, 2))*(y, ), was mit der Be-
dingung (a) dquivalent ist.

Bemerkung. Wir zeigen jetzt, dal im allgemeinen die Bedingung (a) die
Bedingung (b) nicht nach sich ziehen muf}. Sei § = {0,1, ..., n,..., 2,9, 2, t},
wobei 0 <1 <2< ... <n<...<zy <t<zund z mit y unvergleichbar
ist. S ist ein Halbverband, dessen Diagram in Fig. 1 veranschaulicht ist.

Man kann leicht sehen, daB8 S einen distributiven Halb- 2
verband, in dem jedes Intervall ein pseudokomplementa.-
rer Halbverband ist, darstellt. Offenbar z U y =t¢. .

Ebenso kann man sehen, dal S sogar einen relativ

Stoneschen Halbverband darstellt. Also erfiillt S die

Bedingung (a). Die Bedingung (b) gilt aber fiir den x y
Halbverband S nicht, weil (z U y)*(y, z) = y, ((x U y)*

*(y,2) U x)*(x,2) = (y U 2)*(x,2) = 2. Also (x Vy)*(y, 2)

U (Y y)*y,2) Ua]*(x,z) =t + z.
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Hilfssatz 15. L sei ein distributiver Verband in dem jedes Intervall [a, b]
(a,be L, a < b) einen pseudokomplementiren Teilverband bildet. Dann gt
die Bedingung (a) mit der Bedingung (b) dquivalent.

Beweis. Aus dem Hilfssatz 14 folgt (b) = (a). Wir weisen noch (a) >
nach. Zuerst zeigen wir, daB fur beliebige a,b,ce L (a U b < ¢) (a U b)*(b, c)
= a*(@ N b, c) gilt. Bezeichnen wir t = (a U b)*(b, ¢). Dann (¢ U b) Nt =
=(@nt)u(dnit)=> Dahergitant < anbund ausa,t > aN b be-

N
¢

(b

Hv

kommen wira Nt =a Nb,d. h.t < a*(aNb,c)=p. Weiter (a U b)
=@np)Uudnp)=(@nd)udnNp)=>bN (aUp) =0>b, weil b <
gilt. Daraus folgt »p < ¢ und damit haben wir { = p bewiesen. Sei z U ¥
(x, y, z € 8). Aus der abgeleiteten Gleichheit folgt (x U y)*(y, 2) = x*(x N y, 2),
(& U 9y 2) Ual*z 2) = (@ U p)*y, )@ U 9*y, 2) N 2 >
> (@ U 9)*(y, 2)*(x N g, 2), weil (& U y)*(y, 2) > y(). Dann gilt z > (U y)*
*(y,2) U [(® U 9)*(. 2) U al¥(@,2) = 25z 0 3, 2) U (@ U 9)*(5, 2)* (@ Y p)*
W, ) N2,z > a*@ N g,2) U (@ U )@ 2)*@ Ny, 2)] = a*@ N ¢ 2) U
U (z*(x Ny, 2))*(x Ny, z) = z (Bedingung (a)), wenn wir mehrmals die oben
abgeleitete Gleichheit verwenden. Dies ist jedoch die Bedingung (b).

Db =
Sp
< 2z

Satz 3. S sei ein distributiver Halbverband in dem jedes Intervall [a, b]
(@, b€8, a < b) einen pseudokomplementdiren Teilhalbverband bildet. Dann ist
die Bedingung (b) mit der Bedingung (c) dquivalent.

Vor dem Beweis erwahnen wir noch zwei bekannte Behauptungen:

Hilfssatz 16. Im relativ pseudokomplementiren Verband L gilt (1 U ... U
U Zn)y = Z*¥1Y O oo O Zpgl, Y@L O Lo N Zp) = yotn O ... O Yy Xy flir be-
liebige Elemente 21, ..., xn, y € L.

Beweis. L sei ein relativ pseudokomplementirer Verband. Fir a, b, d € L
und e < b gilt offenbar a,d > b,d. Daraus folgt (1 U ... U ap)ey < Z1ey N

. Nxpey. Bezeichne t = a1,y N ... N Xpey. L ist distributiv (siehe [1, IX,
§12]). Daraus folgt (21 U ... Uapy) Nt = (x1 NE) U ... U (2, N E) < ¥y, weil
2Nt < @ Ny < yfir jedess = 1, ..., nist. Daher giltf < (x1 V... Uy),y.
Also (x1 U ... U Tn)pY = T1Y O ..o N Ty Y.

Offenbar y, (x1 N ... N @) < Y21 N ... Ny 0. Weiter y N 1N ...N
N Yen) = (Y DY) N oo N (YN Yxn) < 21N oo Ny, Weily Ny 2 < 24
firi =1,...,nAlsoy (x10...0a) =y, 210 ... O\ Y, Zn.

Hilfssatz 17. a) Im relativ pseudokomplementdiren Verband L bildet fir je zwer
Elemente a, be L, a < b, dus Intervall [a, b] einen pseudokomplementiren Teil-
verband und c*(a, b) = (cxa) N b fir c € [a, b].

(") Fir ¢ < b < @ <d ist im distributiven Verband a N [a*(c, d) U b] = b. Also
a*(c, d) < a*(c,d) U b < a*(b, d).
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b) Wenn 8 ein distributiver Halbverband wnd [a, b] (a, b€ S, a < b) ein
pseudokomplementdrer Teilhalbverband von S ist, dann gilt fir ¢ € [a, b] (¢*(a,bd)] =
= ((clx(a]) N (B].

Beweis. a) Sei L ein relativ pseudokomplementéarer Verband, @, b e L,
a < b, ce[a,b]. Offenbar ¢ N (c,a) N b = a, weil c,a > a ist. Fir ¢ € [a, b]
aus ¢ Nt = a folgt ¢t < (c,a) N b und daraus (c,a) N b = c*(a, b).

b) Sei S ein distributiver Halbverband und [a, ] ein pseudokomplementirer
Teilhalbverband von S (@, be S, a < b). Bekanntlich ist Io(S) ein relativ
pseudokomplementirer Verband. Fir ce[a,d] aus ¢ Nc*(a,b) =a folgt
(c] N (c*(a, b)] = (a] und daraus (c*(a, b)] < ((c],(a]) N (b]. Sei t € ((c],(a]) N
N (b]. Dann auch a U ¢ € ((¢],(a]) N (0] und das zieht (c] N (a U ¢)] = (a] nach
sich. Daraus folgt cN (@ Ut) =a, d. h. a Ut < ¢*(a, b). Also (c*(a, b)] >

> ((cly(a]) N (b] und damit ist (c*(a, b)] = ((c],(a]) N (b] bewiesen.

Beweis des Satzes 3. Nehmen wir zuerst an, dafl S ein distributiver
Halbverband ist, in dem jedes Intervall [a, b] (a, b €S, a < b) einen pseudo-
komplementiren Teilhalbverband bildet. Betrachten wir das Interval
(] N (y], (z]> in L(S), wobei z > x Uy (x,y,2€8). Offenbar (x]e { (z] N
O (y], (z])>. Zuerst zeigen wir, dafl} (z] in {(] N (y], (z]> ein Pseudokomple-
ment besitzt. Der Idealenverband Io(S) ist nach [4, 1.2, 1.6, 1.8] und [I, IX,
Satz 15] relativ pseudokomplementdr. Aus dem Hilfssatz 17a ergibt sich,
daB (]t = ((z],((x] N (y])) N (2] das Pseudokomplement von (] in [(x] N (y],
(2]] ist. Wir zeigen noch, daB (x]* € L(S). Aus dem Hilfssatz 16 folgt (x], ((x] N
N (y]) = @], (y] = (@ Y yl,(y]. Dann (2]t = ((x VU yl (%)) N (2] = ((x Y y)*
(y,2)] € L(S) (Hilfssatz 17b). Daraus folgt sogar (z]* e <(x] N (y], (z]>. Weil
das Intervall [(z] N (y], (2] pseudokomplementér ist (Hilfssatz 17a), muB («]*+
dem Hilfssatz 6 nach das Pseudokomplement von (z] in {(z] N (y], (z]> sein.
Analog iiberzeugen wir uns, dal auch (z]* in {(x] N (¥], (2]> das Pseudokomple-
ment besitzt. Das Pseudokomplement von (x]* in [(x] N (¥], (2]] kann fol-
gendermalen ausgedriickt werden: (z]*+ = ((x]*,((x] N (¥])) N (2] (Hilfssatz
178) = ({((],((&] 0 @) N (@] N G)) N & = {(@], (@] N @), (@] N

)1} N (2] (Hilfssatz 5a). Es ist zu zeigen, daf dieses Ideal zu L(S) gehort.
Dem Hilfssatz 16 zufolge ist ((z],, ((x] N (¥]) (@] N (¥]) = (Y ¥l ¥])(#]1 N
A ) = (@ Yyl )4 (=] N ((wy] (¥]) 4 (] Also (2] = {((z U], (¥]) , (@]

A D} 0 ] = {(w U yl, @Dy (]} 0 (2] 0 {((& Y 9l (@] (#]} N (2]. Wenn
wir mehrmals d1e Hllfsatze 5a und 17b verwenden, bekommen wir (x]tt =
{((= U Y1) N @) 0 =] N {((@ Yyl @D 0 Ch @) N R = {(zVy)*

*(, 2) ’C]} ﬁ (2] N { x U N*@, 1@l 0 @] = {(tVY)*Y, 2) U zli(x]} N
N (2] ﬂ {(x U 9)*(y, )] (]} N (2] = (& YV 9)*(y, 2) U 2)*(x, 2)] N (¢ U y)*
*(y, 2))*(y, 2)] € L(S). Ahnlich wie oben, mit Hilfe des Hilfssatzes 6, ist (x]++
das Pseudokomplement von (x]* in {(x] N (y], (z1>.

Es gelte jetzt die Bedingung (b). Setzen wir das Gegenteil von (c) voraus.
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Dann gibt es solche schwache Primideale P, @ von S, dall P ¢ @, @ ¢ P
und P U Q + Sist, d. h. es existieren Elemente z, y,t€S,dalte S — P U Q,
zeP —Q, ye@Q — P gilt. Gehen wir zum Verband L(S) iiber. Dann folgt
aus dem Hilfssatz 11, daB (t]e L(S) — PUQ, (x]eP — @, (y]€@ — P und
P, @ Primideale von L(S) sind. Betrachten wir das Intervall {(z] N (y], (]>,
wobei z=1tUa Uy. Bezeichne (x]* bzw. (x]*+ das Pseudokomplement
von (x] bzw. (2]* in {(z] N (y], (2]). Weil (2] N (z]* == (] N (y] EP NQ <@
und (x] ¢Q, dann muB (x]*€@. Aus (y] < (z]* folgt (z]* €@ — P. Ahnlich
bekommen wir (x]++eP Q. Aus der Distributivitit des L(S) ergibt sich
@V (@] = (& Y 9)*(y, 2)] U {(((x U 9)*(y, 2) Y x)*(x: 2)] N (((x YV y)*
Y, )*(y, )1} = {(@ Y y ( AV (@ Y y)*y, 2) Y 2)*(@, 2)]} N {((x L 9)*
¥, 2)]1 Y (((x Y y)*(y, 2))*(y, 2)]}- Unser Halbverband erfullt die Bedingung (a)
(Hilfssatz 14). Aus der Bedmgung (a) folgt (2] = ((x Y »)* (¥, 2)] U (((x U y)*
*(¥,2))*(y, 2)] und aus der Bedingung (b) folgt (2] = ((x U y)*(y, 2)] Y (((x U y)*
*(y, z) U x)*(x, 2)]. Also (x]* U (2] = (z]. Offenbar (2] € P U @ und das fiihrt
zum Widerspruch, weil ({] < (2] ist und (¢]¢ P U Q.

Umgekehrt, setzen wir die Bedingung (c) voraus, d. h. daf fur je zwei
Primideale P, Q von S, fiir welche P cf: @ und @ c[: P, Pu@ =S8 gilt. Aus dem
Hilfssatz 11 sehen wir, da auch der Verband L(S) diese Eigenschaft fiir
die Primideale besitzt. Es sei «, y, z€ S und z € [y, z]. Wir zeigen, dal [y, z]
einen Stoneschen Halbverband bildet, d. h. daf3 S die Bedingung (a) erfullt.
Der Vorausseszung nach ist [y, z] ein pseudokomplementirer Halbverband.
Betrachten wir das Intervall {(y], (z]> in L(S). Selbstverstindlich (x]e
ey, (> und (@] N (@Y, 2)] = (¥). Sei Je{@] (&> wnd (] " J = ().
Aus p e J folgt auch p Uy eJ und (] N (p U y] = (y]. Also p Uy < a*(y, 2)
und (x*(y, 2)] stellt das Pseudokomplement von (z] in {(y], (z]> dar. Analoger-
weise kann man zeigen, daB ((#*(y,2))*(y, z)] das Pseudokomplement von
(x*(y, 2)] in {(y], (z]) ist. Es seien M und N zwei verschiedene minimale
Primideale von {(y], (z]>. Man kann zwei solche Primideale P, @ von L(S)
finden, dal P () {(y], (z]) = M, Q N <(¥1, (2]) = N ist (Hilfssatz 13). Offenbar
PLQ,Q cI: P. Dann folgt aus der Bedingung (¢) P U @ = L(S). Hieraus
folgt M U N = {(y], (2])>. Aus dem Hilfssatz 12 bekommen wir dann, daB
(@*(y, 2)] U (@*(y, 2)*(y, )] = (] gilt und daraus folgt 2*(y, z) U (@*(y, 2))*
*(y, z) = z. Die Bedingung (a) ist bewiesen. Jetzt konnen wir mit Hilfe der
Bedingung (a) die Bedingung (b) beweisen. Nehmen wir die Elemente z, y, z€ S,
wobei z > x U y ist. Betrachten wir das Intervall {(x] N (¥], (2]> im L(S).
Im ersten Teil des Beweises haben wir gezeigt, daB (x]+ = ((x U y)*(y, 2)] € L(S)
das Pseudokomplement von (z] und (z]t+ = (((z VU 9)*(y, 2) U z)*(z, 2)] N
N (((x Y y)*(y, 2))*(y, 2)] € L(S) das Pseudokomplement von (z]* im {(z] N
N (y], (2]) darstellt. Analogerweise wie oben kann man zeigen, daB fiir je zwei
verschiedene minimale Primideale M, N von {(z] N (¥], ) M U N =
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= {(z] N (y], (z]> gilt. Daraus folgt (x]* U (2]t+ = (2] (Hilfssatz 12), d. h.
(2] = ((z Y y)*(y, 2)] W {(((x W 1)*(y, 2) U 2)*(@, 2)] N (((x Y 9)*(y, 2)*(y, 2)]}-
Aus der Distributivitat des L(S) folgt (z] = {((x Y y)*(y, 2)] U (((x YU y)*
*(y, 2) U 2)*@, 2T} 0 {(@ U 9)*@ 2)] U ((# U )*@, 2)*@ 2)]}. Aus der
Bedingung (a) ergibt sich ((x U 9)*(y, 2)] U (& U 3)*(y, 2)*(y, 2)] = (.
Daher gilt (x U y)*(y, )] U (& U 5)*(1, 2) U 2)*(x, 2)] = (], weil (z U 3)*(y, 2),
((x U y)*(y, 2) U x)*(x, z) < zist. Das letzte Ergebnis ist aber mit der Bedingung
(b) aquivalent.

Folgerung. ([2, Satz 3]). Sei L ein distributiver Verband, in welchem jedes
Intervall [a, b] (@, b € L, a < b) einen pseudokomplementdren Teilverband bildet.
L ist ein relativ Stonescher Verband genaw dann, wenn fir je zwei Primideale
P. Q von L, fiir welche P <z Q,Q <= P gilt, P U Q = L ist.

Beweis. Wir haben schon frither bemerkt, dafl in Verbinden die Klassen
von schwachen Primidealen und von Primidealen identisch sind. Aus dem
Hilfssatz 15 und aus dem Satz 3 bekommen wir unsere Behauptung.

LITERATUR

[1]1 Birkhoff G., Lattice Theory, New York 1948 (Teopus ctpyxryp, Mocksa 1952).

[2] Gratzer G., Schmidt E. T., On a problem of M. H. Stone, Acta Math. Acad. Sci.
Hungar. 8 (1957), 455—460.

[3] Rarpuuak T., Ilpumenanue k cmpyrmypamn Cmoyna I1. Mat. ¢asop. 17 (1967), 20—37.

[4] Katrindk T., Pseudokomplementire Halbverbinde, Mat. ¢asop. 18 (1968), 121 —143.

Eingegangen am 1. 12. 1967.
Katedra algebry a tedrie éisel
Prirodovedeckej fakulty
Univerzity Komenského,
Bratislava

ERRATUM

A. Kotzig, Correction de mon article ,Sur le nombre des 4-cycles dans un
tournoi”, Mat. casop. 18 (1968), 247—254.

1
(13 a la ligne 2 et 3 il faut enlever le nombre ? (2) dans le théoréme 9

au lieu du mot ,tournoi” doit étre ,,p-tournoi“; (3) il faut compléter I’article (page
254) par la remarque 3 comme suit: ,,Des résultats analogiques en ce qui concernc
la limile supérieure ont été déja publiés par Colombo (1963), Beineke et
Harary (1965). Je dois remercier M. Moon qui a bien voulu attirer mon at-
tention sur ces faits pendant I'impression de l’article”.
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