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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VI, 2 

0 O K R A J O V E J Ú L O H E O D P O R O V E J 
G E O E L E K T R I K Y P R E P R E T I A H N U T Ý 

ROTACNÝ E L I P S O I D 

T. K O L B E N H F Y F R 
Katedra baníckoho m^nvXítva a geofyziky Yysokoj školy tochnickoj v Kosiciach 

Okrajovú úlohu o homogénnom pretiahnutom rotačnom elipsoide v homo
genně vodivom neohraničenom priestore pri sýtení bodovým zdrojom vy-
riešili Iv. L. Cook a R. (i. v. N o s t r a n d [1]. Riešenie tejto úlohy má z hladiska 
aplikovanej geoelektriky svoj význam v tom, že umožňuje napr. vypracovať 
vhodnější teoretický model synklinály, než je model s nekonečným hru ho výru 
polvalcom [2, str. 100—102], vypočítat vplyv pretiahnuteho tělesa na umele 
geoelektrické prúdové pole a pod. 

V citovanej ])ráci [1] autoři uvádzajú vzorce pre potenciál prúdového ])ol'a 
bez odvodenia a nezaoberajú sa otázkou konvergencie nekonečných radov, 
vyjadrnjúcich tento potenciál. V tejto studii odvodíme najskór základné vztahy 
pře homogénny pretiahnutý rotačný elipsoid a dokážeme konvergenciu pří
slušných radov. 

I. Niekíorř pomocné vzorce a vely 

Okrajovú úlohu ])re pretiahnutý rotačný elipsoid budeme riešiť v sféroidálnej 
súradnicovej sústave. Budeme ])ritom ])oužívať symboliku zavedenu v [3, str. 
13S— 174] aj tam uvedené deíinície Legendrových funkcií oboch druhov. 
Rovnica uvažovaného elij)soidu v pomocnej kartézskej súradnicovej sústave 

no,h F
 Z-.+£=l. (I) 

a1 o2 

kde z je vzdialenosť 1'ubovolného bodu na ploché elipsoidu od jeho rovníkové] 
roviny. /' vzdialenosť tohože bodu od rotačnej osi elipsoidu. Pre lubovorný bod 
možno zaviesť sféroidálne súradnice f a ry, súvisiace s jeho kartézskými súradni-
canii podlá vzťahov 

z = ebu r = e)(Í - > ) ( > f - 1), ^ (2) 
prioom treťou sféroidálnou súradnicou je azimut <p meraný od niektorej pevno 
zvolenej poludníkovej roviny. V rovniciach (2) je 

e -- j a2 - b2, - 1 < £ < 1, V > V (:-) 
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Sťiradnice £ a y dajii sa vyjadriť pomocou z a r vzfahmi 

f = + — - r 2 + ,~? + f-2 - | (r2 + p* + z 2 ) 2 - 4 ^ 
e\2 L 

vy -= + -----1 r2 -+ ;:2 + e2 + | + 2 + ť- + 2 + - 4 . ^ 2 

e j 2 L 

H) 

Plochy ?/ =- konšt . sú pret i a h n u t é , r o t a č n ě elipsoidy konfokálne s elipsoi-
d o m (1), k t o r ý tiež b u d e m e nazývat základným e l ipsoidom a rovnica ktorélio 
v sféroidálnej sús tave je 

a a 
11 ------ ---- E. 

« | a2 - b2 

P l o c h y f — k o n š t . tvor ia polovice dvojdie lnych r o t a c n ý c h l iyperboloidov 
t a k t i e ž konfoká n y c h s e l ipsoidom (1). 

Stvorec e lementu d lžky sa, dá v sféroidálnej s i iradnicovej si istave vyjadriť 
k v a d r á t i c k ' m t v a r o m 

v k t o r o m 

A l 2 "- í 2 

*•! = * _ / : - — : , . A « -

d^2 -:- AÍ df2 + KUhf1 + ^ ( l r 2 -i- * 2 . 

A/2 - f2 

(.м) 

, г 
J 

Ä ; 1 , - , - = . | ( l - f • ) ( / , — - I).(."»!.) 

V dós ledku t o h o Laplaceova diferenciál na rovnica pre TubovoTnú h a r m o n i c k ú 
funkciu V m á v te j to súradnicovej sús tave t v a r 

äl"-«S] :•-«?. l + ;í ('/2 - I) 
.V 

'''/. (L — f-)(»y- — I) <.<r l 

[4, s tr . 340] a d á sa riešiť Four ierovou m e t o d o u pomocon L e g e n d r o v ý c h funkcií 
prvého a d r u h é h o d r u h u . V skutociiost i , ak k ladieme ako obvykle 

Л-(+ //, <P) = Л ( í ) Y ( / / ) c o s m Ч ,(m = OЛ.Ľ. . . . ) . 
sm m (j (") 

])otom z rovnice (6) vyp lýva. najsamj)rv 

i d 
X(í) d( 

(i-WF j !+ 
1 d 

(1 'Ѓ)Y'(V)--,— r, 1 ~ '/". 
= / — k = k o n s t . 

A ak dalej k lad ieme k -- — ?/(/. + 1). pr icom volíme v 0, 1, 2. 3 v id íme. 
že X(,} a Y{i/) sa dajii vyjadriť pomocou př idružených Legendrových funkcií 
p r v é h o a d r u h é h o d r u h u [3. s tr . 153]: 

x(S) -,-. + : : P ; ( Í ) + B:Q;:(i), 

Y(V) - V:P:('I) + r):;Q;:(v), (7a) 

k d e A"', B"' C'H a ])'!! sú konšt aut v . 
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Funkcie Q,"(u) odvodzujeme z funkcií Qn(u) takým istým spósobom ako 
funkcie J*',','(u) z Legendrových polynómov P„(u), t. j . 

Q:(u) = \i-*Č-dyM . 
1 ' du 

Z toho vyplývá, že všetky tieto funkcie sú nespojité pri u = i h nadobúdajii 
při týchto hodnotách svojho argumentu nekonečné velkú hodnotu, lebo sama 
funkci a Qn(u) má tvar 

l +u\ QЛ») - 1

)T,(м)l« ß » 

[3. str. 150—151], v ktorom Eit(u) je polynom stupňa n— I. Preto vo všetkých 
prípadoeh, ked body roťičnej osi o siiradniciach £ = 7\z \, ÍJ > l majii byť 
regulárnymi bodmi póla, kladieme pri riešení okrajovej úlohy pre pretiahnutý 
rotačný eli])soid J3" — 0. Súradnica // nadobúda hodnotu / v každom bode 
úsečky spojujiicej obe ohniska základného elipsoidu, čo vyplývá zo vzťahov (2) 
a. (3). Protože táto ú; očka leží vo vnútri každého elipsoidu konfokálnej siistavy, 
je zřejmé, že ])ri všetkých funkciách V (f, ?/, cp), ktoré sú harmonické všade vo 
vnútri niektorého z týchto elipsoidov, včítane oboch ohnísk, je aj J)'t" =- 0. 

Pri u - - oo vzrostá P,,'(//), k nekonečnu ako u11, zatiaf čo Q!,'(u) konverguje 
k nule ako u~ " l [3, str. 155]. Ak teda požadujeme, žeby funkcia V malá konečnú 
hodnotu i pri u ->oo, musí byť aj C"! =• 0. 

Funkcie V(f, >/, cp) definované vzťahmi (7) a (7a) nazýváme harmonickými 
funkoiami ])retiahnutého rotačného elipsoidu (sféroidu). Z právě rozvedenej 
li váhy možno usíidiť, že funkcie harmonické všade vo vnútri niektorého elip
soidu konfokálnej siistavy móžeme napísať vo formě nekonečného radu 

oc )) 

V — V V P:(S)P:(fi)(A: cos m (p -f B": sin m <p), (8a) 
i i 0 m 0 

funkcie harmonické všade zvonka uvažovaného elipsoidu a v nekonečnu regu
lárně vo-formě radu 

r/j )l 

v ~ = y 2 p»(š)Q::('N(/i» c ° s m < p + D : : s i n m ^)' ( s b ) 

n 0 m 0 

priěom A":, /?"', C"] a /)"' sú opať konstanty. Podrobnejšie sa rozoberá táto 
otázka v [5, str. 39(3 — 403]. 

Pri riešení okrajovej úlohy pře pretiahnutý rotačný elipsoid třeba potenciál 
neporušeného primárného póla rozložit v rad podlá sféroidálnych harmonických 
funkcií. Pri bodovom sýtení je tento potenciál 

V" ~áKR~ R' ( J ) 

kdo / jo intenzita sýtneho ])rúdu, O specifický odpor prostredia, v ktorom sa 
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nachádza zdroj. Rad pre harmonickú funkciu 1/R odvodený je napr. v [5. str. 
399]. Ak súradnice zdroja sii | ( ) , y0, <p{),

 a súradnice bodu, v ktoroni uvažujeme 
primárný potenciál, f, //, <p, platí pri našom označovaní 

oo n 

-Ř-\2 2 ( - D - ( 2 » + ] ) ( 2 -
// 0 m 0 

alebo 

- Ł 

<):,) 

( » . » » ) | [ PJIŠJP.WQX^PX,,) cos;// (<r -- ,.„) 
(n- -f- w)! I 

i = V -Ś Ï ( - ' Г ( ^ + , ) ( 2 

/V(ÍJP„(í)ť;(>/oKj.(</) cos ///, (y - 9.„) 

(H»a) 

lOb) 

(n + m)! 

podlá toho, či je t/() > ?y alebo ť/0 < //. V rovniciach (10a, b) je <);„ Kroneokerov 
symbol, t. j . <5,,, = O pri w -- 1,2.3, . . . . zatiaT čo O;| = ] . 

2. Iticscnic oknijovcj úlohy pri hodovom syloní 

Majme základný eli])soid o rovnici 
rj •= E = konšt., 

vo vnútri ktorého nech je š|)ecifický odpor všade O2, zatial' čo homogenně 
])rostredie vyplňujúce cehi vonkajšiu oblasť >/ > E má specificky odpor ol. 

Zdroj, v ktorom sýtime rovnosmerným priidom konstantnej intenzity /. 
nech má súradnice £0, v/0, oj(). 

Uvážíme najsamprv případ, ked sa zdroj nachádza mimo elipsoidu, t. j . //() > 
> E (vonkajšie sýtenie). Pře |)otenciál primárného póla platia tu vztahy (0) 
a (10a), pričom kladieme o oL. Skutočný ])otenciál vo vonkajsom priestore 
označme VL, vo vnútri elipsoidu V2 a pišme 

Vx=vn+wx, V2=r0+w',. ( i i ) 
Funkcie W± a IV2 sú prídatné (indukované) potenciály vo vonkajšej oblasti a vo 
vnútri elipsoidu. Každá z nich je harmonická vo svojej oblasti, a nemá v nej 
žiadnu singularitu. Preto v súlade s ])oznatkami z kap. 1 a prihliadajňc na 
súmernosť póla podlá roviny preloženej osou rotácie eli])soidu a zdrojom ])íšeme 

Wx= V y A';!P;;($)Q:;(-r]) cos rn(y <ľ<> 
n í) /// 0 

00 П 

W-, =-- y y B„P,;($)PM cos m(f - 9-« 
/. 0 m i) 

(!-') 
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kde A';; a B;; sú předběžné neznáme konstanty,ktoré určíme z okrajových pod-
mienok ])latnýcli })re potenciály Vx a V2 na ploché základného elipsoidu rj =- E. 
Tieto podmienky sú 

( F I ) i = ( F 2 ) i . 

ť i \ <>>i I F. u-i \ on 

Z prvej okrajovej podmienky dostáváme 
oo П 

2 2 ^;;P;(Í)(?;(/?)COS/M (^ - n) = 2 2 IW^I3"'^) cos «..(?> - (/„). 
/< 0 //< O n --() ra -O 

a pretože tento vztah platí identicky pre všetky v úvahu prichádzajúce hod
not v £ a (j\ musí tiež platit 

A:Q:(E) = B:P:(E). (14a) 

Ak v rovniciach (10a, b) položíme pre krátkost 

A- = (-ir{— +1){2 ~ d:"] {n ~ m ) ! 
(15) 

(n + m)! I 
označíme poměr oboch specifických odporov Q2/QI "= H, IQJ^K "=Z (li, druhů 
okrajová podmienku možno so zretelom na rovnice (10a), (11) a (12) napísat 
v tvare 

<x< n 

2 2 l-*A:Q;'{K) + B:P:'(E)]P:ÍŠ) cos m(<p - Vo) = 

0 m 0 

co n 

•=2 2 <1{X - J ) ^ ' ( ^ r ^ e ^ ^ f í ! ? ) cos m(<p - Vo) 
/< 0 m 0 

a táto rovnica platí identicky pre všetky hodnoty f a ^ v intervaloch — 1 ̂  f < 
< 1, 0 < (f < 2iz. Preto 

-XA:Q;'(E) + B:;P:;'(E) = ? 1 ( * - i) zl;;p;;íf0)Q;:(r/())Fr(F). (ub) 
Riešením sústavy rovnic (14a) a (14b) dostáváme hodnotykoeticientov A;;'a B;: 

A,„ _ «i(« - i ) ^ : P ; ( í 0 ) Q ; ( ^ ) P r ( K ) P ; ; ( K ) 
P;;'(E)Q;;(E) - KP:(E)Q:'(E) ' 

(!()) 
^ - i )A:P:(£Q)Q;(I1O)P:'(E)Q:(E) 

" " P;;'(E)Q:;(E) - xP;;(E)Q:'(E) 

Rovnice (11) a (12) predstavujá spolu so vzorcami (16) riešenie okrajovej úlohy 
pri sýtení bodovým zdrojom umiestneným vo vonkajšom priestore. Postup 
riešenia je ten istý aj pri sýtení vo vnútri elipsoidu, lenže v tomto případe 
použijeme miesto vztahu (10a) rovnicu (10b). Potenciál neporušeného póla je 
teraz 

V = --^2_ -= (h 

4 izP R 
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Z prvej okrajovej podmienky dostáváme tak isto ako precltým 

A',', Q ,',''< /,;) — B'"P" {E), 

zatial' co druhá podmienka v<vdie k rovnici 

-XA:Q:'(E) + B:P:'(E) = <h(r. - I)A:P:($U)P;(VO)Q:'(E) 

Koeticienty A"1 a B'" majú pri sýtení vo vnútri elipsoidu hodnotu 

= tf2(» v)A:P:(^p:(,h)Q:'(E)P:(E) 
P:'(E)Q:(E) - XP:\E)Q:\E) 

O . , _ Í 2 ( « JM:;P;(í„)P„'(%)o,!"(^o;(/?) d ? ) 
" ~ P:'(E)Q:(E) - XP:(Ě)Q;'(E) 

Dokážeme, že spolocný menovate! zlomkov na právej straně rovnic (1 6) a (17). 
t. j . determinant příslušných lineárnych sústav, je odlišný od nuly. Súcasne si 
objasníme niektoré vlastnosti Legendrových funkcií, o ktoré sa budeme 
opierať v niektorých dalších nvahách. 

Přidružené funkcie definujeme pre argumenty u > 1 známými vzťahmi 

P:(U)=^-DV^K Q:ÍU) = ^ - I W ^ . (is) 

Pretože Legendrov polynom Pn(u) má n reálných koreňov v intervale (— l, 1) 
a má pri u ^ 1 kladnu hodnotu, platí o jeho m-tej derivácii (m = 0. 1. 2. . . . a). 
že má v uvažovanonL intervale n-m koreňov. Pri tej istej podmienke u > 1 je 
]>reto P,"(u) vždy kladné. Z prvej rovnice (18) dostáváme derivováním 

rť(u)= TU-,P:(U) + - L p ; ; , ( u ) , (D) 
"" — L | u2 — 1 

z čoho vidíme, že pri u > I je vždy aj P"Í'(JU)^I i) (odmocninu v menovateli 
v druhom člene vpravo třeba, brať s kladným znamienkom). Znamienko rov
nosti platí len pri m = n =• 0. 

Pre funkciu Qn(u) platí pri uvažovaných hodnotách argumentu vzťah 

O(u) - •»" V ( » + * ) ! ( » + -*)' V"( ' - ~ Z *!(-•«+"-* + I)!.," '- ' 
[3, str. 149] a v dósledku drnhej rovnice (18) je 

m vn (n + sY (n + m + 26+ 
^ = ( - i r - > ' - - ) - 2 ^ ^ ,20) 

Ak tuto rovnicu derivujeme podlá H, ])o trocha zdlhavej, ale inác elementárněj 
ú]>rave dostáváme 

cr (n + s — 1)! (?i 4- m + 26' — 1)! [m (n -+-

< T M - (- i r i s -1 w- i)7 l V + 2 * - + - ] ) + *+++ l ) ] 

y " W " 1 j ( j Z 6!(2H + 2 6 - 1)!(2H + 
y ] + 26 + 1)%" '" '2* 

(21) 
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Vidíme, že Q™ (u) a Q™' (u) je pri u > 1 taktiež vždy odlišné od nuly a žeQ"! (u) 
má také znamienko ako ( — l)"ř, Q:'(u) také ako ( — l)"1"11. Pretože poměr speci
fických od})orov x je prirodzene vždy kladný a pretože v zmysle definícií uve
dených v kap. 1 je vždy E > \, vyplývá, že oba členy výrazu 

D:(E)=P;;'(E)Q:(E) - XP;;(E)Q;;'(E), 

predstavujúceho spoločného menovatela zlomkov na právej straně rovnic (16) 
a. (17). sú odlišné od nuly a majú rovnaké znamienko. PretoZ);t'(K) je nutné od
lišné od nuly a má, ako z predošlých úvah vyplývá, také znamienko ako ( —l)"4. 

-Jedinú výnimku tvoří ])rípad x = 0, D2 = 0, t. j . případ dokonale vodivého 
elipsoidu), lebo Pl' (E) = P{) (E) = 0, a teda v tomto případe je /),! (E) = 0. 
Rovnica (14b) je identicky splněná pre n = m = 0, koeficient B{) móžeme voliť 
rubovolne, zatial' co pre koeficient A\\ platí rovnica (14a). Okrajová úloha 
v póvodnom znění nie je preto riešitefná jednoznačné a do úvahy prichádza 
tu i ba \ onkajšie sýtenie (vnú torné bodové sýtenie má ten istý účinok ako sý
tenie celou dokonale vodivou elipsoidovou vložkou). Potenciál vo vnútri elip
soidu je ])ritom konštantný, o čom sa lanko přesvědčíme zo vzťahov (.10a). 
(II) . (12) a (16). 

Z diťerenciálnej rovnice pridruženej funkcie 

i ) Є : » = 
m1 1 

i2 ~— l j 
n(n + i) + ——T\Q:(U) - 2uQ:'(u) 

vyplývá so zretelom na odvodené znamienkové pravidla, že hodnota funkcie1 

Q:" (^) iuá ])ri u > 1 také znamienko ako Q: (u), t. j . ako (— 1)"*. Pretože Q;;' 
má opačné znamienko ako QH a Q'H", je zřejmé, že tak Q';! ako Q;;' sú funkcie 
v absolútnej hodnotě monotónně klesajúce v intervale (1, oo). 

Poukázali sme už na to, že P// je v intervale (1, co) kladná, monotónně 
vzrastajúca funkcia (pretože P;1' je v tomto intervale kladné). Dokážeme ešte. 
že v tom istom intervale je aj Pf vždy kladné, a teda že aj P;;' je stiipajúca 
funkcia. 

XVchádzajúc z diferenciálně] rovnice přidružených funkcií móžeme sa 1'ahko 
přesvědčit o správnosti vztahu 

(u* - \)(P:"Qr; - P:Q:1 - 2U (PfQ: - P:Q:+ 
z čoho 

_ 2u(P;rQ: - P;;Q;;') P;;Q:" 

' " " (u* - \)Q: ^ (U*- \)Q: ' K^} 

Zo znamienkových pravidiel, ktoré sme odvodili pre P,;, P;;', Q'H, QH' a Q;;'\ 
\ vj)lýva, že Wronského determinant dvojice (P,,', Q'H), vystupujúci v čitateli 
prvého zlomku, má to isté znamienko ako Q:, t. j . ako ( — 1)"*, a to isté zna
mienko má aj čitatel druhého zlomku. Preto pri u > 1 musí byť P'H" (u) kladné 
a nemóže sa rovnať nule, lebo napr. prvý člen na právej straně rovnice (22) 
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a v dósledku t o h o aj d r u h ý clen n a práve j s t raně rovnice (23) je od nuly od
lišný. 

D o k á ž e m e teraz, že rad pre reciprokú h o d n o t u vzdia lenost i dvoch bodov 

oo n 

l
Ě = J ^ A:i>:(i(>)P::(š)P;:(V)Q:(l]n) cos m(<p - n). 

n- O m-0 

k d e ?]() > fj a činitel' A"{ je definovaný vzorcom (15), m o ž n o d e r i v o v a t ])0 cJe-
n o c h p o d l á p r e m e n n e j ?/, lebo rad 

00 n 

ti ( Ji) = 2 I ! A"P'"^P'"^P"'t>l)Q::(>Ú (ios m(<p - <pn) (24) 
w O m =0 

konverguje r o v n o m ě r n é v každej oblast i vymedzenej d v o m a el ipsoidmi o para-
m e t r o c h fj1, //2, vyhovujúc ich podmienke l < •rj1< /y2 < Vu • O t u t o v e t u opierali 
sme sa mlčky pr i použi t í druhe j okrajovéj p o d m i e n k y , keď sme derivoval i 
rec iprokú h o d n o t u vzdialenosti p o d l á n o r m á l y k z á k l a d n é m u elipsoidu. Aby 
sme ju dokázal i , odvodíme na j samprv niekoťko dalších p o m o c n ý c h viet a vzor-
cov p r e p ř i d r u ž e n é Legendrove funkcie oboch d r u h o v . 

P o d l á známej adičnej t e o r é m y pre Legendrove p o l y n o m y [b\ str . 74 — 70], 
[3, s tr . 1 6 0 - 1 6 1 ] je 

n 
V 1

 (H — mV 
Pn (cos y) =, \ (2 - Ól) [ , IP;;' (cos />0) P;; (cos />) cos m (<p - <p{)). (25) 

Z J (H \~ m)\ 
»i - o 

k d e (/>0, <p{)) a (/>, oj) sú polárné súradnice 1'ubovorných dvoch bodov ležiacich 
n a j ednotkove j guli, a y je uhol, k t o r ý zvierajú pr ievodiče oboch t ý c h t o bodov, 

' *• -i-

cos y — cos />0 cos /> -f- sin />() sin /> cos (<p — <p{)). 

Ak v rovnici (25) položíme />,> />, <p() — rp a t e d a cos 7 = 1, d o s t á v á m e v z t a h 

1 «2 - *->£;:;> <-'»- •• 
k t o r ý p la t í ])re Tubo volné (5. Pretože vše tky členy siíetu na 1'avej s t r a n ě sú 
k l a d n é , p la t í zrejme nerovnost 

l ^ ( c o B / » | á l / , , ( " ? r " ) ! u - (-';» 
1 ' f (2 —- o,H) (n — w ) ! v 

V rovnici (24) vys tupu j i ! p r e m e n n é f() a f, meniace sa v interva le ( — V 1). 
V z h l a d o m na vzťah (15) a na nerovnost (26) je t e d a 

2n -\- 1 (n — m)! 

! A':p:(i„)Pm «>« >«. (?> - ?,,) 1 =s p— ,ft + w j , • (-><) 
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Vychádzame ďalej zo známého vztahu 

(--l)'»+i (n + m)! 
r/2 — 1 (n — m)! 

[3, str. 158]. Ak prihliadame na to, že Q"(ti) konverguje k nule při >/ ->oo, 
lahJvo dokážeme, že je 

co 

>/ 

lVetože F;;ř (H) je v intervale (//, oo) monotónně vzrastajúca funkcia, vyplývá 
ďalej, že je 

-/. 
, n,H( v, . (» + >»)! f ^ _ i fa + w-)! , n n + i n m 
1 V M {/)l ^ (n - HO !P;/(r/) J ^ 2 - 1 2P;;'(r/) (n - m ) ! r/ - 1 ' v ' ' 

>/ 
a teda 

i »•«'/ \/w M ^ l f a + m)! r/0 + 1 Pfíf]) ..... 

|/\ (*)<?.(%) I < 2 r n -_ w ) + % ^ _ i P » - Q • <"> 
Uvažujme teraz funkciu 

P:;(V) = d"^í.y) to2 - ip = w ? ) ^ - i)'~". 
Všetky kořene poJynómu P"!(t)) sú reálné rozličné a ležia v intervale ( — 1 , 1) 
[(>, str. 25 — 26]. Ak v,, je lubovolný z týchto koreňov, je koreňom aj — :xf. 
loreto móžeme písať 

m 

P:(,J) = _4(i7- - 1)- [»?](,,2 - «f) (r,2 - «_) . . . (rj- - «?), 

kde _4 je konstanta, činitel [r/] = r/ pri nepárnom rr — m, keďs = — (n — m — L), 

a [>/] —-. 1 pri párnom n — m, keď s = — (^ — m). 
PlVY retoze j)iT y0 > r/ je 

>/2 — 1 ?y2 r/2 — :xj? r/2 

tyí — 1 rjl ' r/() — a? rjl ' 

v idíme, že je 

P:A>I) 
P:(%) \w 

Pokial ide o deriváciu funkcie Pn(tj), platí i>re nu rovnica (19). Ak roz-
vinieme polynom 

r , í {U) ~ Au 
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podlá Taylorovho vzorca v \ Í 0 '» ~ 2> v ktorom vsetky jeho derivácie sú 
kladné, máme 

n-rn n m 

p]r('n) = J a Á U "" ly> f : r !l = 2raÁU ~~ iy 1? (h > °' 
z čoho p r i H, > 1 

I/ — m 
p / , < , P;:](u) 
1" \n) u — i v y 

a teda 
i J< v i) ^ n — ™< P::(>I) 

17/2 _ i ^(//o) " v - ~ i i * : 6 / „ ) ' 

Z rovnice (19) a nerovnost i (<*>-) v y ř ) A ý v a t a k t o 

p r ( 7 / ) < í ;"" . . '<•-••; i ; : : 7 ' < . '--.m- w 
P';:(>h 

Preto v dósledkn nerovnosti ('. h je 

/ mv » - "'\ Ij:.'('/) . » /'/\" 
b/-'- i + »/- j '^'('/o) ^ v - M ' J ' 

l-PГ (Ч) «•(*/„) I -'- 2 ţ r / - < ì ) l n
 Чo-_- i я (Ä _ ^ ) ! (,/0 

a v dósledkn nerovnosti (27) 

j á:;p::(šlt)P<)J y (>/)Q:'('/o) cos m (<P - <Po) \ 

1 • ./« + 1„ / , 1\ Iv V (*+ 
e ( * / - j ) < • ' • > < < < < 

2 ^ľP :(í 0 )P ) 'Г( íЖ"('y) O:(í/0) cos m (<P - <fn) | < 

< < ( < < < ) • 

m- 0 

1 

^ e(rj - 1 

Avšak z ďAlembertovho kritéria vyplývá, že rad 

Í i \ h l 

e r/ — 1) 7J{) 

;ľ»(»+«ir 
konverguje, lebo v případe, ktorý právě uvažujeme, je 1 < // < //„. Z nerov -
nosti (34) teda vidíme, že rad (24) je rovnoměrné a absolutné konvergentny 
v každej oblasti ohraničenej oboma elipsoidovými plochami // = //, a // — //.2. 
p r i c o m 1 < rj^ < ?j2 < ?j{). 

Pri sýtení vo vnútornej oblasti vyjádřili sme reciproká liodnotu vzdialenosti 
od zdroja vzorcom 

ÌÎ = _ _ ЛľP"(í«)^."(ьe)-":(%) Q+v) 
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a pri použit í druhe j okraj ověj p o d m i e n k y derivoval i sme t e n t o r a d p o d l á pre-
menne j vy, pr ičom sme zase mlčky předpokláda l i , že r a d 

У V/i;rP:r(í0)7>r(í)P;:'(,7(,)o;:"('/) / ̂  
n 0 m 0 

(35) 

konverguje r o v n o m ě r n é v urcitej oblast i , vo v n ú t r i k tore j leží celá plocha 
elipsoidu )j — E > ij(). D o k á ž e m e teraz s p r á v n o s t t o h t o p ř e d p o k l a d u . Zo 
v z t a h u (28) Tahko o d v o d í m e rovnicu 

a v z h lado m n a vzorec (29) je ďalej 

P::Ш\(-ІГ,\ (n + m)\ 
ÌJ2 — I (n — m)! 

i':(ъ)Qґ(ч)-(-\T" 

+ Q: (v) P ::'(>/) 

(n + m)\P::(Vll)V I 

(n - m)\P;;(rj) \rf - 1 

WW/tВД^.-l)]-
Avšak P;;(u) je v interva le (//, co) m o n o t ó n n ě s t ú p a j ú c a funkcia, pr ičom 
./',;'()/), P:;'(ij), P":(>iu) sú k l a d n é . P r e t o , ak p r i h l i a d a m e aj k nerovnos t i (3_) 
a (30), 

\P:( VO) Q:"(V)\< 
(n -f- m)\ 
(n — m)\ 

Ml l + -1-
\ r, J l rf - 1 ^ 2 

P:'(V) . v + i 
p;;(v) v-Г 

N e r o v n o s t (33) p la t í , ako sa 1'ahko přesvědčíme, aj v t o m p ř í p a d e , a k v nej 
položíme ?yn — vy, a n a d o b ú d a v t o m t o p ř í p a d e t v a r 

P:'(V) 
P:;(ГI) " v - i ' 

< 

IVeto 

'P:(V«)Q:'(>I)\ 
(n + m)\ lrj{)\

n 

(n - m) \\fjj 

1 + П ln'' + 1 

,ř _ i 1- 2(V - 1) r/ - 1 

(36) 

(37) 

Ak teraz použi jeme aj nerovnos t (27), d o s t á v á m e 

\A::P;;(šn)P;;(í)P;:(rhl)Q:;'(ll) cos m (<p - <Pu) 

^ e, \ r\ 
1 _,_ ..__». ],/ !_+i 

t e d a 

| ^ + : « , , ) TO) p;:(>h) Q:'(v) ™«m (V - <Ptt 
' m 0 

^ (•» + I) (in + 1 M1 ' + J 

\V) l v 2 - í ^ 2()/ 

'/?, ry + 1 
. . m 
1) , / - ! 
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Avšak rady s kladnými člen mi 

00 

H 0 

konvergujú pri všetkých hodnotách >/ > >/0, ako sa možeme o])át přesvědčit' 
})omocou elementárnych pravidiel. Preto rad (35) konverguje rovnoměrné 
a absolutné pri všetkých hodnotách f v intervale (—1, 1) a pri všetkých hod
notách i) > r)() > '//,,, t. j . v celej oblasti zvonka 1'ubovol'ného takého elipsoidu 
konfokálnej sústavy (definovaného parametrom //„), vo vnútri ktorélio leží 
zdroj prúdu. 

Dokážeme teraz konvergenciu riešenia okrajovej úlohy pre pretialmutý 
rotačný elipsoid, a to najskór pri vonkajšom, potom pri vnútornom bodovom 
sýtení. 

Konstatovali sme už, že funkcia Ql''(u) má pri u > 1 opačné znamienko 
než Q"t'(u), zatial' co PH(u) a 1^1'(u) sú kladné. Preto pre absolutnu hodnotu 
koehcientu B'" definovaného vzorcom (16) a výstupujúceho v radě pre prí-
datný vnútorný potenciál pri vonkajšom sýtení platí 

I / ^ I ^ I ,i rJ^P:(^)Q:(^P:\^)Q:(E)\ , , , n i l 1 w t U ) w f , 
I B„ i < I <h(* - ! ) l \1>"'(É) Qm(Ě)' "' "'" l r / l ^ " \)\\AHPll(Š)Qn(>){)) . 
v dósledku coho 

| B:P:(Š) P:(T)) COS m (<p - n) \ < \ <h(x - 1) j | z t .P;( | 0 ) P,;(f) cos m (<p -

- <pQ)\\P:(ri)Q':(%)\. 

Po použití nerovnosti (27) máme dalej 

i B:P;;(I) P::(>,) cos m (<P - ?>„) i < 2 n • + ' ( " - ~ ™j; l ?,(* - i ) j | P;/(<,) oj( /;„) . 

Avšak v dósledku nerovností (30) a (32) je 

IIM.) Q. Ol,) I < ( - ~ m)[ P : ( v / o ) - J tt, _- -. - -2- ln j ;o -_-ť -(-- - w ) , (-J , 

pričom ?){) > r) > 1 (uvažujeme vnútorné pole pri vonkajšom sýtení). Dostá
váme takto nerovnosti 

I B:P;($)P;(n)cosm (9 - n ) | < ! ' I l ( * ~ ' - l ) ! l n > - + - | («, + ,'-) (-'-)", (3*) 
6 '/o l \ -- / \ }jí)l 
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> B';;p;;(t;)P:;(ц) cos m (y> — <p0) < 

<li(к ~ 1 ) l ] n _ _ o _ + l 

Avšak raci 
* - . ( - + Ï ) ' - + " ( Ï 

n 0 

jo pri uvažovaných podmionkach zrejme konvergentný, z čoho vyplývá rovno
měrná a absolutna konvergencia radu 

iғ2 ^ 2 2 i*"p"(£) p"(łi)c,)s m (v -

vy jádru jiiceho prídatný potenciál vnútorného ])o!a pri vonkajšom sýtení. 
TVnto rad konverguje teda rovnoměrné vo vnútri a na povrchu každého elip
soidu konfokálnej sústavy, ktorému prislúcha parameter ÍJ < >/0, a teda aj 
vo vniitri a na ploché základného elipsoidu. 

Uvažujme teraz všeobecný člen radu vyjadrujúceho prída tný ])otenciál pri 
vonkajšom sýtení a vo vonkajšej oblasti. Ak uvážíme opáť, že pri u > 1 
přidružená funkcia Q: (u) má opačné znamienko než jej derivácia, je zřejmé, 
žo v colom vonkajšom priestore včítane povrchu základného elipsoidu platí 

| A;; F;;(f) Q:;(V) COS m (<p - <p0) \ _g I A';;P;;(š) Q;;(E) COS m (<p - <p{)) \, 

a ])rotože v z mysle rovnic (16) 

A:;Q:(E)= B;;P;;(E), 

dostáváme ďalej, ak prihliadame aj k nerovnosti (38), 

\A;:P:;(Š)Q:(>,) c o s m (<p - <pQ) I ̂  l B:P:(^)P::(E) C O S m (<P - <p„) \ < 

< i í x ( « - i ) i l n > ^ L ; ( n + i\|^r 
e % - l \ 2 / \ % / 

Dospievame takto k uzávěru, že rad 

^ = 2 2 J » p ; ; ^) G-M c°s m (<p - <p») 
n 0 m 0 

vyjadřuj licí prídatný potenciál vo vonkajšom priestore pri sýtení v niektorom 
vonkajšom bode konverguje rovnoměrné a absolutné v celej vonkajšej oblasti 
včítane povrchu základného elipsoidu rj = E. 

Uvažujme ďaJej prídatný potenciál vo vonkajšom priestore pri sýtení bodo-
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vým zdrojom, ktorý sa nachádza vo vnútri základného elipsoidu. \,r tomto pří
pade je rj > ?/0. Postupujúc podobné ako predtým dostáváme najsani])rv 

i A,„, . IU* - Ol! A:PM0)P;(V0)Q:'(E)P;:(E) \ __ 
" ' x P:(E)Q:;'(E) 

- \qM~ U!!.i;:IJ^)Ij;(''/,,)! 
a teda 

I A:;P;;($)Q;:(V) cos >,< (v - r „) | < | q,(x - i) 11 A:P;:(^P:;(Í) COS /// ( y -

<pá\\P"MtQmM\-
V dósledku vzťahov (27), (30) a (32) je ďalej 

| A:P;;(t) Q;;(V) COS n, (V n ) | < ' ' / l ( * ~ J ) ' l,i J + J (n + J ) (* ')" . (:«») 

z čoho vyplývá, že rad 

ws - 2 2 -4;: F:m Q:{ii) co's "'•(v' ~ ,p"} 

//=() /// o 

konverguje rovnoměrné a absolutné nielen v celej vonkajšej oblasti základného 
elipsoidu i\ = E, ale aj vo vonkajšej oblasti a na povrchu každého takého 
elipsoidu konfokálnej sústavy, vo vnútri ktorého sa nachádza zdroj. 

Konečné třeba ešte dokázat konvergenciu riešenia pre vmitorné pole ])ri 
vnútornom sýtení. Pretože v tomto prí])ade je 

f] ^ E, B;;P;;( E) = A: Q;;(E), 

a pretože P;; (u) je v intervale (1, co) monotónně stúpajúca funkcia, platí naj-
samprv 

i B;;P;;(Š) P;;(n) cos m (<p - <p0) \ ^ | B;;P;;(Š) P;;(E) COS m (<p - <pl}) = 

= \ A:/>:(£) Q:(E)coam(<p- n)\. 

Z nerovnosti (39) vyplývá vsak ďalej 

I B : P : ( Š ) P : ; { V ) C O S m ( 9 n ) \ < I * < * - l } ! iu | +__} („ + >) ( > ) " ( 4 o ) 

a vychádzajúc z tejto nerovnosti možno bez ťažkostí dokázat, že rad vvjadru-
jiici přidatný potenciál vo vnútri základného elipsoidu pri vnútornom bodo-
vora sýtení konverguje v tejto vnútornej oblasti rovnoměrné a absolutné. 

Pri použití druhej okrajovej podmienky pre riešenie okrajovej úlohy derivo
vali sme rady (12) po členoch podlá premennej rj, pretože táto okrajová pod-
mienka vztahuje sa na deriváciu vonkajšieho a vnútorného potenciálu v směre 
normály k základnému elipsoidu. Postu]), ktorý sme použili, je přípustný iha 
vtedy, ak rady vznikajúce derivováním rado v (12) podlá premennej •;/ kon-
vergujú rovnoměrné v určitéj oblasti, vo vnútri ktorej leží celý povrch základ
ného elipsoidu. Dokážeme preto ešte, že je táto podmienka skutocne splněná" 
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Při vonkajšom sýtení je, podobné ako predtým, 

\B:\ < I Í I ( « - i)A:P:(s0)Q:(th)\, 
a teda 

; fí:P:($)P:'(;i)cotiM(<!>- <P[))\ <\ </,(*- \)\ \A:P:(šll)P:(š)P:'(V)Q:uh) \. 

Povnomerná konvergencia radu 

CO ))• 

2 V B:P:(Š)P:'(V) COS m (v - ,,,„) 
n •---() m 0 

vo viuitri rubovolného elipsoidu vy ^ /y() < vy0 je preto priamym dósledkom 
rovnomernej konvergencie radu 

<> / 1 
i ( n) ~ 2 2 ^!"IJ«'(^)IJ;;(f)IJ:'(>/) Q:;(%) cOS,,,. (V - Vo), 

n 0 /// 0 

ktoni sme už dokázaJi. 
Vzhladom na to, že | Qf (u) \ je v intervale (1, oo) monotónně klesajúca 

funkcia. je vo vonkajšom priestore a na povrchu základného elipsoidu 

I A:P;:($) Q:'(T}) COS m (<p - <p()) i ^ i A:P:(Š) Q:\E) COS m (<p - 9()) \. 

Avšak v dósledku druhej okrajovej podmienky vyjadrenej rovnicon (14b) je 

a preto 

A:Q:'(E) = l-mPť(E) - qu* - i)A:P:($0)P:'{E)Q:(th+ 

A::P;:(S) Q:'(V) C O S m (v - <Pu) \<x\ B:P:(Š)P;;'(E) C O S m (<p ~ <p0) \ + 

• i - l q,{y'+ l)!!/i™p;(f0)P;íf)P;'(A')Q:(VO) c o s m (?> - <Pn) j . 

Protože rovnomernú a absolutnu konvergenciu rado v 

CO '// 

2 B;;(t)P;:(t)P;;'(E) cosm (9, _ n ) , 
/// 0 

2 2 A"'P"(A,)B:WB::'(K)Q:+,h) c o s m (<p - <Pu) 
/. 0 //.=() 

sme už dokázali, absolutna a rovnoměrná konvergencia radu 

co n 

2 V ;̂r/J;:(í) Q:'(V) COS ™ . ( y - ?>0) 

2 
» 0 )n 0 

)i — 0 m 0 
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v oblasti V ^ E je pri x + 0 zřejmá. No pri x — 0 netřeba o konvergencii toht( 
radu uvažovat, lebo druhá okrajová podmienka redukuje sa tu na 

ídVA 

a netýká sa teda potenciálu vo vonkajšej oblasti. 
Podobné pri vnútornom sýtení je 

\A:\ - ' . | Í , ( « - J M . - W J Í ^ */„)!, 
a teda 

| A: F;(f) Q:'(V) cos /H (OJ — <p{]) | < | ^(a: — 
- i) || A:;P:(£{)) P:(Š)P;;(V{)) Q:'(V) COS m (<p - n ) 

Pretože, ako sme už dokázali, rad 

<) 
(~R) = Z S •/':e;r(fo)I->Лí)IJл^)«;"(>/) «>« ,„ ^ - r„) 

n - - 0 m 0 

konverguje rovnoměrné a absolutné v každej oblasti // > •//„ > •>/„, konverguje 
v tej istej obJasti tak isto aj rad 

oo n 

2 2 A"P^) W^l) cos m (<P - <p0). 
n - 0 m T) 

Pretože funkcia P:'(u) v intervale (1, oo) monotónně vzrastá a je v tomto 
intervale kladná, platí pre celu vnútornú oblast základného elipsoidu a pre 
jeho povrch (V 5̂  E) vztah 

I B:P:(S)P:'(V) COSm (<P - 9o) \ < \ P ; ; 'P / / (£ )P ; ' (F ) COS m (<P - ^,) . 

Avšak v dósledku druhej o krajové j podmienky je pri vnútornom svtení 

B:P?(E) = *A:Q:'(E) + q2(x - I)A:P:(Š{))P;(VIÍ)Q:'(E), 

a preto 

I B:P:(S) P;;'(V) COS m (<p - % ) | ^ « | ^ p ; ^ ) <#"(P) COS m (<p - rf()) - r 

+ | q2(x - 1) | | Jr-/M'(f0)Pí(f)P;(^0) « r ( P ) cos m (<p - ?>..) . 

Konvergenciu rado v 

У У л:;p:(ţ) Q:'(E) C O S m (9 - 9,(l 

n=-0 m=() 
oo n 

2 2 ^r-P-TÍ^^Cf )^r('7o) <2r'(^) COH rn(<p - <p0) 
n=-0 m = 0 

sme už dokázali. Preto konverguje aj rad 

2 V в:P;:(ţ)ľ;:'(:n) cosm (y, - W i ) 
n~0 w = 0 
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rovnoměrné a absolutné v oblasti rj ^ E, t. j . vo vnútri základného elipsoidu 
a na jeho povrchu. 

Dokaž jednoznačnosti riešenia nasej okrajovej úlohy dá sa vykonat meto
dami, ktoré sú v teorii polí obvyklé a vychádzajú z Greenovej vety. Prvé rie-
šenie ( F , , F2) nech je napr. totožné s riešením, ku ktorému sme v doterajšej 
úvalie dos])eli, druhé (V^V2) nech je riešenie od tohto odlišné. Rozdiel 
l\ l\ — \\ je ])otom funkcia harmonická vo vonkajšom priestore, rozdiel 
U2 --- V o — F 2 funkcia harmonická vo vnútri elipsoidu a ani jedna z týchto 
funkcií nemá vo svojej oblasti žiadnu singularitu. Okrem toho, vo velmi vel-
kej vzdialenosti R od zdroja (t. j . pri R -> co) konverguje potenciál U. k nule 
najmenej ako l/R2 a na povrchu základného elipsoidu vyhovujú obe funkcie Ux 

a. U, okrajovým ])odmienkam (13). 

Použijeme (Jreenovu vetu na funkciu Ul v oblasti rx vymedzenej elipsoi
dovou plochou S o rovnici // = E a gulou K poloměru R so stredom napr. 
v bode (£„, //,,, <p0), pričom R volíme tak velké, aby celá plocha ASY ležala VO vnútri 
gule A'. Ak n je vonkajšia normála elipsoidu, máme 

j ťт, -^<iл- - j uл Љ л s = f ( g ľ a d Ux? d T j : 
к £ Л 

(41) 

kde d/\, dN a árl sú elementy povrchu gule, elipsoidu a objemu vonkajšej 
oblasti Tj. Pri R > oo prvý z integrálov na 1'avej straně konverguje k nule. 
Na |)ovrchu elipsoidu je okrem toho vzhladom na okrajové podmienky 

u = u, dUl=l dlh . 
1 2 ' dn x í)n ' 

a. přelo rovnica (41) nadobuda tvar 

( U2 ^ d$ = - x ( (grád U,)2 dr , . (42) 
S 

Ak použijeme Greenovu vetu na funkciu U2 vo vnútornej oblasti T2 základného 
elipsoidu, dostáváme 

a teda vzhladom na rovnicu (42) 

r . ^ d S = f(gradl7,)-dr,, 
On J 

y. f (grád ř/J- dr, + f (grád f/2)- dr 2 = 0. (43) 

Pii x ^ 0 móže však táto rovnica platit iba vtedyr, ak je identicky 

grád U1 = 0, grád U2 = 0, 

1. j . ak sú funkcie Ux a U2 konstantně. Potom vsak z prvej okrajovej pod-



mienky vyplývá, že ich hodnoty sú rovnaké. No pri Ti -^oo musí I7, kon
vergovat k nule, co je možné iba vtedy, ak 

Ux = U2 = 0. 

Pri x = 0 druhá okrajová podmienka redukuje sa na 2 -- 0 a Greenova 

veta dává pri použití na funkciu U2 vo vmítornej oblasti 
grád U2 = 0, U2 = konšt. = k. 

Určenie funkcie Uv redukuješ sa potom na riesenie vonkajsej Dirichletovej 
úlohy pri podmienkacli (Ui), •= k a lT

x -> 0 pri li > oo najmenej ako \jli. 
Táto úloha má jediné riesenie 

U^Q1E)(^ {U) 

a o jednoznačnosti jej nesenia možno sa přesvědčit použitím (íreenovej vety 
ako predtým. Avšak k je 1'ubovolná konstanta, a preto riesenie okrajovej úlohy 
v póvodnej matematické] formulácii, ako sme viděli už aj skór, nie je pri 
x — 0 jednoznačné. Jeho všeobecný tvar (pri vonkajsom sytení) je 

v 

r, = \-+ J ^ +:; /»»(£) Q:; (,,) co.s«, (f - Ťn) + (^ QU(,+ (4:.) 
A! = 0 m 0 

kde 

A,„ qiAsPmQ"Aih)PW) ..... 

a Ti znamená vzdialenost od zdroja. Rad na právej straně rovnice (45) kon
verguje přitom rovnoměrné a absolutné v celej vonkajsej oblasti >y < K. 
lebo | Q;;(v) I <: I 0 : ( ^ ) | a rad 

1 V 
î i 

]T £ ^ P J ( Í ) < O T cosm (V, - n), 

N 0 m o 

])redstavujúci reciproku hodnotu vzdialenosti bodu (£, F, cr-) ležiaceho na 
povrchu základného elipsoidu od zdroja, je absolutné a rovnoměrné konver-
gentný v príslušnej oblasti proměnných £ a cp. 

Pravda, daná fyzikálna úloha má pri všetkom jednoznačné riesenie. Spočívá 
to v tom, že pri q2 = 0 třeba, jej formuIáciu po matematické]' stránke do])lniť. 
lebo Laplaceova rovnica /1V2 ^ 0 neznamená v tomto případe, že sa vo vnútri 
základného elipsoidu nenachádzajú žiadne zdroje prúdu, ako je to pri o2 < o. 
Ak však takéto zdroje neexistujú, musí byt 

/ c)n 
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Ak tu vsadíme za V3 z rovnice (45), je najsamprv 

*/JMi)d*=°' 
S 

lebo l/B je vo vnútornej oblasti harmonická funkcia. Dalej je v dósledku 
vzoreov (5b) 

( '' \Pm Q's{v) cos m (<p - <p0)\ AS - e (F* -
J (tU 
š 

- 1) Q"'(E) I P*m d | í cos m (p - 9?0) do? 
' i <"> 

a výraz na právej straně je odlišný od nuly iba vtedy, ak je N -= m — 0. Preto 
musí bvť 

A«+nU (mV)<™-». 

kde sme písali A() namiesto A.". Pretože integrál vystupujúci na lávej straně 
je odlišnv od nuJv, musí byť 

k=-A0Q0(E), 

konstanta k je teda dal sou ])odmienkou, ktorú sme zaviedli, jednoznačné 
určená. Potenciál vo vonkajšom priestore dá sa napísať v tvare 

OO x 

F, - 'hR + ^ ^ AS PUS, QUv) cos m (<r - <pa). (47) 
A' 1 •/«=() 

Při e>2 --- 0 a akomkolvek vnťitornom sýtení musí byť V2 — konšt. k 
a potenciál V. dostáváme riešením vonkajšej Dirichletovej úlohy: 

Hodnotu konstanty k možno tu určit z podmieiiky 
1 

s 
kde / znamená intenzitu sýtneho prúdu. Po výpočte, ktorý tu neuvádzame, 
dostáváme 

le^^Q^E), F, = 4 ^ «„(•//). (48) 

Ak ide o elipsoid dokonale nevodivý, kladieme O2 -> co, # -> oo a do úvahy 
prichádza iba vonkajšie sýtenie, ])ričom druhů okrajovú ])odmienku formulu
jeme vzťahom 

'^Uo. 
On },s 
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1 • = 0. 

Pri tom istom označovaní ako skór dává Greenova veta pre vonkajšiu oblast 

j U, d-^áK - f U, d^dS = j (grád ř7.)- dr,. 
K K Zl 

Prvý z integrálov na 1'avej straně rovná sa nule pre tú istú příčinu ako pred-
tým, druhý preto, lebo v dósledku druhej okrajovej podmienky je 

\ ón 

Opať je teda Ux konstantně a musí sa rovnaf nule vzhladom na asymptotický 
vzťah pla tný pre tuto funkciu pri velkých vzdialenostiach. Ak vezmeme do 
úvahy aj prvú okrajovú podmienku, vo vnútornej oblasti platí 

í Uo^áS = i (grád ř12)
2 (ir„ = l U, ---2-dS = 0. 

J " ón J J On 
S T, N 

Preto je tiež U2 identicky rovné nule a okrajová úloha má v tomto případe 
jednoznačné riešenie dané vzťahmi (11) a (12), pričom 

qy\:P;;(l,)Q::(>k)P;;'(E) 

qlA:P:;(^)Q:{rí%)P;;'(E)Q;;{E) {W} 

P:(E)Q:'(E) 

A: = 

в: = 
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О К Р А Е В О Й З А Д А Ч Е Г Е О Э Л Е К Т Р И К И 

С О П Р О Т И В Л Е Н И Я Д Л Я В Ы Т Я Н У Т О Г О 

Э Л Л И П С О И Д А В Р А Щ Е Н И Я 

Т И Б О Р К О Л Б Е Н Г А Й Е Р 

В ы в о д ы 

В статье говорится о теории поля точечного источника тока в неограниченном одно
родном пространстве, которое содержит в себе однородно проводящий вытянутый элли
псоид вращения. Доказывается равномерная сходимость рядов встречающихся в реше-

1 2 8 



ппп краевой задачи, и представляющих потенциал во внешней и внутренней области. 
Далее доказывается равномерная сходимость производных этих рядов по направлению 
нормалы эллипсоида во всякой точке его поверхности. Краевая задача и все с ней 
связанные вопросы решаются для случая внешнего и внутреннего пытания. 

Ü B E R D I E R A N D W E R T A U F G A B E 
D E R W I D E R S T A N D G E O E L E K T R I K F Ü R 

VIN V E R L Ä N G E R T E S R O T A T I O N S E L L I P S O I D 

TI 'BOR K O L B E N H E Y E R 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Das Feld einer punktförmigen Stromquelle im homogenen unbegrenzten Raum, der 
ein homogenes verlängertes Rotationsellipsoid abweichender Leitfähigkeit einschließt, 
wird theoretisch gelöst. Die gleichmäßige Konvergenz der Reihen, die das Potential im 
Außenraum und im Innern des Ellipsoids darstellen, wird bewiesen. Ähnliche Beweise wer
den auch für die Konvergenz der Ableitungen dos primären Potentials und der resultieren
den Potentiale in Richtung der Normale zur Ellipsoidffäche gegeben. Schließlich wird die 
Eindeutigkeit der Lösung untersucht. Die vorliegende Randwertaufgabe und alle damit 
zusammenhängenden Konvergenzfragen werden sowohl für den Fall äußerer Speisung, als 
auch für den Fall einer im Inneren des Ellipsoids befindlichen Stromquelle gelöst. 
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