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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VI, 2 — 1956 

LINEÁRNĚ SYSTÉMY 
PROJEKTlVNYCH PŘÍBUZNOSTI NA PRIAMKE 

VÁCLAV MK D E K 
Katedra (leskriptívnej geometrie Slovonskoj vysokej školy technickej v Bratislavo 

1. Uvažujme reálnu projekťívnu priamku P, a na nej ])ríbuznosti TI bodov 
určené rovnicami 

gx{ = anx, + an.v2, & { < + ^ + ^ + ^ + ()> ( , ) 

QX'2 — a2\ 1 I - 22 2 •> 

kde xl, x2, x[, x.L sú projektivně súradnice vzoru a obrazu v týclito príbuzno-
stiach. 

V ďalšom budeme předpokládat, že všetky čísla sú reálné. 
*le zřejmé, že příbuznost TI sa nezmění, ak miesto čísel atj dosadíme do 

rovnic (1) čísla ka;j (k =\= 0). Móžeme teda priradiť každej příbuznosti TT, bod 
reálného projektívneho trojrozměrného [)riestoru P 3 , a to jednoznačné. 

Ak pred])okladáme 

všetky příbuznosti n sú projektívnymi ])ríbuznosťami priamky P x . 
Ak naopak 

aiva22 — al2a2l = 0, (:.) 

])otom ťieto příbuznosti budeme značit TZ0 a budeme im hovořit singulárně 
projektivity priamky P x . Z podmienky (1) vyplývá, že potom má determinant 
sústavy (1) hodnost právě rovnu 1. 

Označme 
?/i = « n - !h = a,2, '!/-* = a2\^ IJ\ = azi- ( : i ) 

Potom všetky singulárně projektivity n() priamky PY sa zobrazia na body 
kvadriky Q o rovnici 

yjjx - y*ih = °-

Kvadrika Q je regulárna, priamková kvadrika. 
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0. (4) 

Ident ická pro jekt iv i ta n{ p r i a m k y P1 je u r č e n á r o v n i c a m i 

Ju i — a ^^Ju ^ , ixž>2 — 6t£i«X/2 j 11 ~\~ 

a zobrazí sa t eda do bodu E (1 . 0, 0, 1). 

.Dohovor: V ďalšom, v z h l a d o m n a rovnice (3), n e b u d e m e robiť rozdiel medzi 
bodmi priestoru P ; ? a pr íbuznosťami TI p r i a m k y P,. T a k n a p ř í k l a d b u d e m e 
hovoriť o súradnic iach p ř í b u z n o s t i n a p o d . 

2. Dďinícia l. Pod zvázJcím příbuzností n budeme rozumief všetky tie příbuz
nosti rr, Jctoré sa zobrazuj il na body priamky priestoru P:i. Podobné pod siefou 
}>ríbuznosti TT, budeme rozumief všetky tie příbuznosti TT, ktoré sa zobrazia na body 
roviny priestoru P:i. 

Vela I. Všetky projektivně příbuznosti zvázku A '^, ktorý obsahuje identickú 
jjrojektivitn, sú rovnakého typu (s výnimkou identické) projektivity). 

D o k a ž . Zvázok A'^ pro jekt iv í t u rč íme ne ident ickou pro jekt iv i tou xn o sú-
radniciach '//, a pro jek t iv i tou n:. P r o j e k t i v i t y zvázku K^ m a j ú súradnice 
(/. f h]!/ - h^lk, V l/V h + Vl/i)^ k d e A'í + /" 4= 0. T y p pro jekt iv i ty urč íme 
pomocou koreňov charakterist ické) ' rovnice 

?, — XL — ?+y{ ?.+y2 

X+ijz X — Ál — A2
1?/4 

Pře ?,2 — 0 d o s t á v á m e i d e n t i c k ú pro jekt iv i tu . P r e d p o k l a d a j m e , že A2 4^ 0 
a. o z n a č m e 

l — lx - Ář. (5) 

Potom rovnica (4) m á t v a r 

! = 0. ((,) 
! V//4 r - ^ A l V 

T á t o rovnica móže mať alebo d v a od seba rózne k o ř e n e (hyperbol ická pro
jek t iv i ta ) . alebo jeden kořeň, pre k t o r ý h o d n o s t c h a r a k t e r i s t i c k é h o determi
n a n t u bude r o v n á 1 (parabol ická pro jekt iv i ta) , a lebo n e m á žiaden k o ř e ň 
(eliptická pro jekt iv i ta) . J e d n o t l i v é možnos t i d o s t á v á m e p o d l á t y p u projekt i
vity ]rr. Z rovnic (5) a (6) p o t o m p r i a m o vyplývá, že v še tky pro jekt iv i ty 
zvázku /;X sú r o v n a k é h o t y p u . 

Vela 2, Ak neidentická projektivita n je hyperbolická (parabolická, eliptická), 
potom zrázok projektivít A'X, určený projektivitou n a identickou projektivitou TT. , 
sa zobrazí na priamku KPX, ktorá má s kvadrikou Q spolocne dva body (jeden, 
z i ((den ) . 

D o k a ž . Súradnice pr iesečníka p r i a m k y KP1 s k v a d r i k o u Q d o s t a n e m e rie-
šením rovnice 

K + hX!Ji V?/2 

hl!h h + V l/4 
K + KK (l!Ji + xy)* + % (Wy* - \W;y3) =-- °- (?) 
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D i s k r i m i n a n t te j to rovnice je zrejme ten istý ako d i s k r i m i n a n t rovnice (u) 
a z t o h o už t v r d e n i e v e t y vyp lývá p r i a m o . 

Yeía 3. Parabolické projektivity priamky Px sa zobrazujú na body kvadr<ttick<••) 
kuželovéj plochy K tangent kvadriky Q. prechádzajúcich bodem E (s výnimkou 
bodu E a dotykových bodov na kvadrik" Q). Hyperbolické (eliptické) projekti
vity sa zobrazia do vonkajších (vnvJorných) bodov kuželové) plochy K (s výnim
kou bodov kvadriky Q). 

D ó k a z . Bod E neleží n a k v a d r i k e Q a k v a d r i k a Q je regu lárna . p r e t o existuje 
n e d e g e n e r o v a n á k v a d r a t i c k á kuželová plocha t a n g e n t ^ostrojených z bodu E 
ku k v a d r i k e Q. N e c h je bod // obrazom hyperbolickej pro jekt iv i ty / 7 T . P>od // 
zrejme nemóže ležať n a kuželovej ploché Iv (podía vety 2). Spojnica h bo
dov EH nech p ř e t í n á p o l á m u rovinu F bodu E v z h l a d o m na kvadr iku Q 
v bode II . P o l á r n á rovina x bodu JI' vzh ladom na kvadr iku Q splývá s po
lárnou rov inou bodu JI' v z h l a d o m na kuželovú plochu I\. Pretože bod // 
je vonkajs ím b o d o m kuželovej plochy 1^, je ním aj bod JI'. R o v i n a + má 
t e d a s kuže lovou plochou 7v' spoloené dve p r i a m k y . Priesečnica h' rovin FX' 
je združenou polárou k p r i a m k e h v z h l a d o m na k v a d r i k u Q. P r e t o ž e p r i a m k a h' 
])retína k v a d r i k u Q v dvoch bodoch, p ř e t í n á ju v dvocli bodoch aj p r i a m k a h. 
P o d o b n ý m spósobom by snie urobili dokaž aj ])re el iptické pro jekt iv i ty . 

Definíeia 2. Budeme rozlisovat' dva druJiy singuláruych pro)ekt\vnycli příbuz
nosti. Singulárna prey)ektivitei /. druhu n;á jeden bod (singulárny bod 1. druhu). 
kforému nezodpovedá ziaelen bod priamky Pí, a jeden bod (singuláruy bod 2. 
druhu), ktorý zodpovedá vset kým ostednfpn bodom priamky PA a je rózny od 
predchádzajúceho bodu. Pre singulárnu projektivitu II. druhu obidva tieto body 
splývájú . 

Yela \. Singulárně projektivity I. druhu sa zobrazujú na tie body kvadriky Q. 
ktoré nelezia súcasne aj v polární] rovině e bodu E vzhTadom na kvadriku Q. Singu
lárně projektivity II. druhu sa zobrazujú na body kuželosečky e řezu roviny e 
s kvadrikou Q. 

D ó k a z . Polárná rov ina e bodu E v z h l a d o m n a k v a d r i k u Q m á rovnicu 

Ž/i + 2/.i = °-

Body, k t o r é s a m y sebe zodpovedajú v s ingulárnej pro jekt iv i te . d o s t a n e m e 

r iešením rovnic 

(ail — í})Xl + Cl\2'V2 = ^ ^21^1 + (^22 ~~ fj)X'l = {)' 

Pří s lušná c h a r a k t e j í s t i c k á ro\ nica je 

"í Q2 — K l + a2^Q + <hl^22 — ai/h\ = °-

P r e t o ž e ide o s ingulárně pro jekt iv i ty , je a b s o l u t n y člen te j to rovnice rovný 
nule a rovnica sa reduku je na rovnicu 

(f - (au h O22) o ~ 0. 
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Je j kořene sii al = 0, j 2 au -(- O22. Kořeň Q1 = 0 d á v á bod o súradniciacli 
x{ : x2 — O12 : au — — O22 : O21, k t o r ý je s i n g u l á r n y m 1. d r u h u . Kořeň ť>2 

može byť rózny alebo r o v n ý nule. J e r o v n ý nule, ak sa s ingulárna p r o j e k t i v i t a 
/.obrazí na rovinu F. K c ď O2 H= 0, p o t o m existuje bod o s i i radniciach xx : x2 

avl : a22 au : a21. k torý je s i n g u l á r n y m 2. d r u h u . Ak O2 — 0. potom neexistuje 
na ])riamke Px žiaden bod. k t o r ý b y sám sebe zodpovedal , a v s e t k ý m bodom 
]>riainky Px zod])ovedá bod o si iradniciach x1 : x2 — — aV2 : au. 

Z t o h o už t v r d e n i e v e t y l a n k o vyplývá . 
Pomocná vela. Nech bod P{)a pravá kuželosečka k lezia v rovině P2 a nech bod 

]y
{) je roíiJeajsím bodom kuželosečky k: nech p{) je polevra bodu P{) vzhTadom na 

kuzcTosečku Je. Nech "p je priamka prechádzajúca bodom P{) taká, ze přetíná kuže
losečku k o dvocJi od seba róznych bodech "P"P' ; potom všetky body Pa. pre ktore 
ylali 

(PJ\;P'P) =-- <\ : <\. resp. (PJ\;P'"P) = ó, : O2, | <\ | 4 | M (*) 

\ezia na právej kuzelosečke kd, letová je perspektivné kolineárna s kuželosečkou 
k pre střed kolineácie v bode P{) a os kolineácie v priamke p{). 

D o k a ž . Zvolme v rov ině P2 súradnicový sys tém t a k , že bod P{) b u d e m a t 
si iradnice (0,0.1) a pr iesečníky PP' po láry p{) s kuželosečkou k budii m a t sii-
radnice (0.V 0), (1,0,0). N e c h kuželosečka Je m á p o t o m rovnicu xxx2 — xi = 0. 
P r i a m k a "p m á rovnicu 

a^x^ -f- a2x2 = 0, a'i + al #= 0. 

Priesecníky p r i a m k y "p s kuželosečkou Je majú p o t o m súradnice xx : x2 : x:i -----
i ((2 I ~ (h '• ib^i I —(li '• ai \a2- N á j d i m e n a p r i a m k e ap bod P „ , o k t o r o m 

plat í j e d n a z rovnic (S). J e d n o d u c h ý m v ý p o č t o m zist íme, že súradnice t o h t o 
l)odu sii 

x, : x, : .ra = "f a2 | —ax (d2 — <\) : + ax \ ~a1 (<\ — d,) : a, \ a2 (O, + b2). 

Yselky t a k é t o body v y h o v u j ú rovnici 

(<\ + ó2fXlx2 - (á- - ó2)*xl = 0. 

To je zřejmé rovnica kuželosečky zvazku určeného t ý m i t o degenerovanými 
k u ž e l o s e č k a m i : 1. kuželosečkou rozpadaj i icou sa v p r i a m k y x} — 0, x2 0, 
2. kuželosečkou rozpada jácou sa v dvo jnásobné p o č í t a n á pr iamku x;i—- 0. Tieto 
kuželosečky d o s t a n e m e 1. pre Oj = O2, 2. ])re O3 = •— ó2. Kuželosečku Je dostá-
viíme pre bx = 0, O2 = V resp. óx = V ó2 = ().. Pre k a ž d ú inu neusporiadani i 
h o m o g é n n u dvojicu (O,, Ó2) d o s t á v á m e t e d a p r a v á kuželosečku kó. Pretože 
dvoma t a n g e n t a m i s bod mi d o t y k u a dalším b o d o m je kuželosečka j e d n o z n a č n é 
určená a p e r s p e k t i v n á kolineácia, opísaná vo vete, tiež k a ž d é m u bodu prira-
ďuje j e d i n á kuželosečku, obidve kuželosečky sp lyná, a t ý m je v e t a d o k á z a n á . 

V (Mil 5. Hyperbolické projeíetivity s daným charakteristickým dvojpomerom 
í č> \ -\ \ sa zobrazujú na regulárnu priamleovv JevadriJeu Qt), perspeJeiívne JcoJi-
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neumu ku kvadrike Q, pre střed kolineácie v bode K a rovinu kolineácie v rovině e 
(s výnimkou kuželosečky e). Involutórne projektivity sa zobrazujú na rovinu v 
(s výnimkou kuželosečky e). 

D ó k a z . Zvázok projek t iv í t určíme bodom K a bodom 1P(lyl.
 ly2>

 ly:i.
 ! //.). 

k d e 1H1
1//1 — 1//21//3 + 0. Pr iesecníky spojnice /; ~ PK s k v a d r i k o u Q urč íme 

riešením rovnice (7). P a r a m e t r e Xl, X2 móžeme chápať ako pro jek t ivně súrad-
nice n a ])riamke p a p o t o m siiradnice priescčníkov "P"P' p r i a m k y p s k v a d n -
kou Q sú 

3% - 3 % = [-(l!h + '//.) + I (l//i + Vr) 2 - ' 4 ( V / / . - l!hx!)+] ' -'• 

Súradnice bodu P sú 1X1 = 0 , ll2 =-- 1 a bodu K sú 2At 1, 2A2 ^ 0. Dvoj poměr 

bodov PKlP'P' p o t o m je 

(PKPP') = " ( , / / l ' , ; / / 4 ) + ' ( 1 ? / l + ^ , ) 2 ~~ 4 ( 1 ' / l l / / l ~ , / / a , / / 3 ) ( < > ) 
-( ] //i -I l!h) - Ví1?/, + ~vy*Y- ^y+y, - V / / 3 ) ' 

co je zároveň h o d n o t a charakter i s t ického dvoj poměru príslusnej ])rojektivity. 
Ak v y m ě n í m e b o d y °PaP\ změní sa h o d n o t a dvojpomeru (9) na reciprokú. Ak 
teraz zostroj íme vše tky možné řezy k v a d r i k y Q r o v i n a m i prechádza júc imi 
b o d o m K t a k , a b y t ie to roviny malí s kuželosečkou e vždy dva od seba rozne 
b o d y spolocné, vyp lývá t v r d e n i e v e t y p r i a m o z pomocnej ve ty . 

P o z n á m k a . Zre jme k a ž d á perspek t i vná kolineácia so s t r e d o m ko l ineácie 
v bode K a rov inou kolineácie v rovině e p r i r a d u j e k v a d r i k e Q nejakú kvad
r iku Qd. 

Veta 6. Projektivity, ktoré majú spolocné samodružné body, prislúchajú zvdzku. 
obsahujúcemu identickú projekt i vitu; singulárně projektivity tohto zvdzku majú 
tieto samodružné body za svoje singulárně body 1. a 2. druhu. 

D ó k a z . N e c h 1TZ je hyperbol ická pro jekt iv i ta so s a m o d r u ž n ý m i bodmi XY. 
N e c h obrazom pro jekt iv i ty 1TI je bod lP. Všetky pro jekt iv i ty z vážku K P majú 
súradnice (A. + X2

 ly1, X+y2, A,1//,, XL + X2yA). Charakter i s t ická rovnica j)re t ie to 
])rojektivity m á t v a r 

Q* - [2A- + uiyi + ^ ) ] u + Xi + *Myi + ]//J + Wyil?h - V/*1//*) = <>• U°) 
Jej kořene sú 

a , 3
 lih + x!u +1 (l?/i + 2/F)2 - 4(V/iJ//i - V/sV/a) 

t?ja '-= h + * 2 "- 2 

Z t o h o vidieť, že súradnice s a m o d r u ž n ý c h bodov vóbec nezávisia od volby pa-
r a m e t r o v X1X2. Bez ú jmy na obecnost i móžeme za projekt i vitu 1TT. voliť tú invo-
lúciu, k t o r á m á s a m o d r u ž n é body XY. P o t o m 

e?i2 - ^ +h \xy*?h-'y+!h ( n ) 

a s a m o d r u ž n é b o d y KY majú súradnice 

•*. : x, = — ly2:
 1y1 -}- VyJy* — vy+!f\-
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Singulárně projektivity nášho zvazku dostaneme pre tie hodnoty parametrov 
/ /+ pre ktoré absolutny člen rovnice (10) je rovný nule. To sú hodnoty 

h-*h= ±\ly2l!h-1y\1y^v (12) 

Potom, dosadením do rovnice (11), dostáváme 

th = ± 2 \'yiih - xyily^ <?2 = o. 

Singulárně body 2, druhu dostaneme riešením rovnice 

(A: -f- /l2au — K)xi + ^2 .̂2^2 — ( ) 

pře hodnoty parametrov X z rovnice (12) a dostáváme tie isté body XY. Podobni' 

singulárně body 1. druhu dostáváme riešením rovnice 

(K + X_ar)x\ + Xa:2x2 — 0, 
ktorá pre hodnoty })arametrov X podlá rovnice (12) tiež dává tie isté body XY, 
len v opacnom poradí. 

Vela 7. Vsetky singulárně projektivity, ktoré majú spolocný singulámy bod 1. 
druhu, zobrazia sa na priamku 1. systému priamok kvadriky Q; vsetky singulárně 
projektivity, ktoré majú spolocný singulámy bod 2. druhu, zobrazia sa na priamku 
2. systému priamok kvadriky Q. 

.Dokaž. Singulámy bod 1. druhu dostaneme riešením rovnic 
auxi + a,zx2 — 0. a1-xi — aZ2x2 = 0. 

Potom zrejme obrazy všetkých singulárnych projektivít o pevnom singulár -
iiom bode 1. druhu so súradnicami xx, x2 ležia na priamke xp1 o rovniciach 

y\x\ + lhx2 = 0, y{ix± -f yxx2 = 0. 

Pre rozne volby bodu (xL, x2) dostáváme tak dva projektivně si priradené 
zvázky rovin, ktorých priesečnice tvoria 1. systém priamok kvadriky Q. 

Singulámy bod 2. druhu dostáváme riešením rovnic 

O/oo^i i a^2X2 — o , a2iXi a<-iX2 — o . 

Obrazy všetkých singulárnych projektivít s pevným singulárnym bodom 
2. druhu o súradniciach x^, Xj, ležia na priamke 'p2 o rovniciach 

uxi — y&i --= <>« y*xi — yix2 = °-

Pre rozne volby bodu (xx,x2) dostáváme opáť dva projektivně si priradene 
zvázky rovin, ktorých priesečnice tvoria 2. systém priamok kvadriky Q. 

Vela i\. Nech p je priamka roviny E, ktorá nie je tangentou kuželosečky e ; potom 
samodružné body hyperbolických involúcií zvazku, ktorý sa zobrazuje na priamku p, 
•sú pármi involúcie, ktorá, sa zobrazuje do pólu P priamky p vzhTadom na kuželo
sečku e. 

Dok a z. Samodružné body hyperbolickej involúcie sú určené kvadratickou 
rovnicou 

a2\A + ("22 — «ll)^1^2 — (lV2Xl = °' 
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P o t o m s a m o d r u ž n é body zvazku involúcií (pokiaf existujú) sii určené rovnicou 

(kxa2x -f X2b2x)x'\ + (Xxa22 + Lb22 — A ^ — k2blx)xxx2 — (XxaV2 + ;.2fe12).r:j -- 0 (13) 

alebo 

Яj[a21.г7 + («2 ,.,.<] -|- ;.a[621л;-f + (ft,s -- 6„).tvr 2 - ftlâ.ľҘ] 

Rovni ca (13) určuje invo lúciu. 
Involúcie zvazku sa zobrazia- na p r i a m k u p určenu bodmi A(ax. a2. a:]. Oj). 

B(bx, 6 2, b;í, b4). P o l á r n é roviny bodov A Z? v z h l a d o m na k v a d r i k u Q sú 

\. -.. O,?/! — a?j/2 — a2y:l -f app = 0, /? v- bxyx - b:}//, — 62//3 + bxyx -- 0. 

Spoločný bod P rovin v/fa je polom p r i a m k y p vzhlVdom na kuželosečku <. 

Jeho s ú rad nice sú 

V\ '• Jh '• /';}"~ (a-Jh - - O2b;5) : —(aJ).x — (f,\b2 a2bx j aj>2) '• (~(f
 xb:) -|- O;/^ | O..O.J — 

— (f:\b2) : — (":,b2 ~" r?2^;?)-

"Bod Z j reprezentuje involúciu, ktorej s a m o d r u ž n é body sú určené rovnicou 

( — a\b% + aibx + O^ba — a:Jbx)x'\ -f- 2(O2b;? — O;5b2yTi.r2 -(- (O2bt — O.b2 — a2b] — 
+ flA)^ = 0. (14) 

Z p o d m i e n k y pře apoJaritu dvoch dvojíc bodov p r i a m y m v ý p o č t o m zistíme, že 
v še tky dvojice určené rovnicou (13) sú apolárne k dvojici (14). 

D ó s l e d o k . Ak bod P' na pr iamke p reprezentu je hyperbol ickú invo lúciu, 
potom spojnica EP' reprezentuje zvazok projektivít so spoločnými samodruž
n ý m i b o d m i . P o t o m s a m o d r u ž n é b o d y v s e t k ý c h hyperbol ických projekt ivít, 
k toré sa zobrazujú n a rovinu určenu b o d o m E a p r i a m k o u p. tvor ia páry 
involúcie, k t o r á sa zobrazuje do bodu P . 

Vela 9. Změňme na priamke P} súradnicový systém tak, ze medzi starý tni a no
vými súradnicimi bodov buďú platiti vztahy 

ox{ — blxx\ -\- bl2x2, <jx2 —- b2Xxx -(- bÝ;x2. bx]b22 — b]2b2i + {)'< O-*) 

kazdej příbuznosti JI buďú potom priradené v priestore P:] dva body PP. jedni pr< 
starý a druhý pre nový súradnicový systém na priamke Px ; potom medzi bodmi 
P a P je regulárna kolineácia B so satnodružným bodom E. pricotn kva
driky Q,Qd a rovina F sa trans formuj ú samy na seba. 

D o k a ž . Př íbuznost n r.ech je vy jádřená v s t a r ý c h súradnic iach r o v n i c a m i (1). 
Změnou súradnicového systému pomocou rovnic (15) prechodia rovnice prí-
l)uznosli n a t v a r 

nx[ —: (axlbubL2 + avlb2Xb22 — a21bxxb2X — a22bX2b2X)xx -f 
+ (a:\bJ)21 + avM2 —- a2bl2 — O22b12b,?) x2, 

oxo =-: ( — axxbVib2l - ai2b'oX + (f
2Xb'ix -f a

22bxxb2])xx + 
+ ( — UybJhx - a 2bJ)22 + a2xbubX2 + a22bxxb22)x2. 

Z rovnic (10) ])ríamo vidieť, že b o d P (j\- /W !h> !U) ako obraz ])ríbuznosti rr sa 
t rans formuje do bodu P(yJ. y2, y3, fl/4), k d e 

ny\ --.-, bnb22yx | b2Xb22y2 — f>nbVi'!h ~~ bX2b2jfx, 

«) 
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i;y/2 M22//1 + ^2l/2 — bí2/l3 — bi2b2ol/i 
í?Ž/» :^ : — fhJhUJi ~ ^il/2 + fcíiž/a + l)nb2iy^ 
Q:y'\ ^ ~ lhAz!/i — &2î 2a?y2 + &1A2Ž/3 + bub^yA. 

Ide tu leda, o kolineárnu transformační, a pretože determinant z jej koeficientov 
má hodnotu (bub22 — b12br)K vyplývá z rovnic (15) regulárnost tejto kolineácie. 
Označíme ju B. 

Fahko sa přesvědčíme, že bod E je samodružným bodom kolineácie Ii. Dalej 
zo vzťidiu 

(.'(:</. -I- !/\) '= (bJhz — bi2b2i)(yi + U\) 

ihned vyplývá, že rovina r sa transformuje sama na seba. Podobno zo vztahu 
fAn H\ — thy*) =-- HXxbli + bÍ2^i)(;7i;y4 - ?y2//3) 

vy|)lývii, že kvadrika (̂  tiež sa transformuje sama na seba. Lahko nahliadneme, 
že v\ raz b\Jň2 -r- l)\2blA nie je rovný nule, ak je splněná podmienka (15). 

Nech k\ adrika Q() vznikne z kvadriky Q perspektivnou kolineáciou K() (o střede 
K ii samodružnej rovině i-). Nech kolineácia K() ])riraďuje bodu P kvadriky Q 
bod B() kvadriky Qó. Nech kolineácia B priraďuje bodu P bod P a bodu P() bod 7^. 
Pretože kolineácia K() je perspektivná, ležia body KPPÓ na priamke p, a proto aj 
body K KPP() musia ležať na zodpovedajúcej priamke};. Bod P musí ležať na 
kvadrike Q. pretože tá kolineáciou B prechádza sama v seba. Kolineácia B 
indukuje na priamkach pp projektivní! příbuznost, ktorá je ])erspektivitou, 
lebo ich ])riesečník E sám sebe zodpovedá. Střed tejto perspektivity musí ležať 
v rovině t\ lebo táto rovina sa tiež transformuje sama na seba, a teda jej 
priesečník s ])riamkou p zodpovedá jej priesečníku s priamkou p. Bod P() dosta
neme leda takto: Najdeme priesečník O spojnice P P s rovinou e a potom spoj
il ica OJ\) vytne už na priamke p hladaný bod P6. Touto konštrukciou sme však 
vlastně zostrojili v kolineácii Kó bod zodpovedajúci bodu P, a teda bod P() 

podlá vety 5 leží tiež na kvadrike Qó. Ak bod P splynie s bodom P, potom 
zrejme aj bod P() splynie s bodom P(). Tým je veta dokázaná. 

3. Na podklade predchádzajúcich viet móžeme urobit klasifikační zvázkov 
a sietí příbuzností n. 

(Vlkové sú styri hlavně druhy zvázkov: I. druh sa zobrazuje na priamky 
prechádza júee bodom K, I I . druh sa zobrazuje na priamky kvadrik Q() alebo 
na. priamky roviny /\ I I I . druh sa zobrazuje na ])riamky kvadriky Q a IV. druh 
tvoriii všetky ostatně zviizky. 

I . druh : Na podklade viet 2 a 3 móžeme rozdělit zvázky I. druhu na tri 
skupiny: 

1. Zvázok sa zobrazí na spojnici, bodu E s vonkajším bodom kuželovej 
] lochy K. Tento zvázok tvoria projektivity s pevnými dvoma, od seba róznymi, 
samodružnými bodmi X)\ ďalej dve singulárně projektivity 1. druhu, ktoré 
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majú body XY za singulárně body V, resp. 2. druhu, a identická ])rojektivita. 
2. Zvázok sa zobrazí na priamku kuželovej plochy K. Tento zvázok tvoria 

projektivity s jedným pevným samodružným bodom X. singulárna projekt i-
vita 2. druhu so singulárnym bodom v bode Jf, a identická projektivita. 

3. Zvázok sa zobrazí na spojnicu bodu E s vnútorným bodom kuželovej 
plochy K. Tento zvázok tvoria, okrem identickej projektivity, eliptické pro
jektivity charakterizované jedinou eliptickou involúciou obsiahnutou vo z vážku. 

I I . druh: 
1. Zvázok sa zobrazí na priamku kvadriky Qd. Tvoria ho projektivity s jed

ným pevným samodružným bodom a danou hodnotou charakteristického dvoj-
pomeru; okrem toho obsahuje tento zvázok vždy jednu singulární! projek-
tivitu 2. druhu, ktorá sa zobrazí do priesecníka uvažovanej priamky s rovinou f. 

2. Zvázok sa zobrazí na priamku p roviny e. Zvázok potom obsahuje výlučné 
involutórne projektivity a připadne singulárně projektivity 2. druhu. Podlá 
polohy tejto priamky vzhiadom na kuželosečku e móžu nastať tri případy: 

a) priamka p má s kuželosečkou e spoločné dva, od seba rózne. body. Pretože 
vnútorné (vonkajšie) body kuželosečky e sú zároveň vnútornými (vonkajšími) 
bodmi kuželovej plochy K. obsahuje tento zvázok, okrem dvoch singuláru veh 
projektivít 2. druhu, eliptické a hyperbolické involúcie. Samodružné body hy
perbolických involúcií tohto zvázku tvoria involúciu, ktorá sa zobrazuje do 
pólu priamky p vzhiadom na kuželosečku e; 

b) priamka p má s kuželosečkou e spoločný právě jeden bod. Zvázok obsa
huje jednu singulárnu projektivitu 2. druhu a hyperbolické involúcie s jedným 
pevným samodružným bodom: 

c) priamka p nemá s kuželosečkou e spoločný žiaden bod. Zvázok obsahuje 
len hyperbolické involúcie. Samodružné body týchto involúcií tvoria opáť 
involúciu, ktorá sa zobrazují1 do pólu priamky p vzhiadom na kuželosečku e. 

I I I . druh: 
1. Zvázok sa zobrazí na priamku 1. systému priamok kvadriky Q. Zvázok 

obsahuje, okrem jednej singulárnej projektivity 2. druhu, singulárně projek
tivity 1. druhu s pevným singulárnym bodom 1. druhu. 

2. Zvázok sa zobrazí na priamku 2. systému priamok kvadriky Q. Zvázok 
obsahuje, okrem jednej singulárnej projektivity 2. druhu, singulárně projek
tivity 1. druhu s pevným singulárnym bodom 2. druhu. 

IV. druh: 
1. Zvázok sa zobrazí na priamku, ktorá má s kuželovou plochou K dva body 

spoločné. Zvázok obsahuje hyperbolické, eliptické a dve parabolické projekti
vity (tieto móžu byť nahradené singulárnym! projektivitami — typy a). 1)). c)). 
Samodružné body hyperbolických projektivít zvázku tvoria hyperboliekú 
involúciu, ktorá sa zobrazí do pólu roviny určenéj uvažovanou priamkou 
a bodom E. 
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2. Zviizolí sa zobrazí na priamku, ktorá sa dotýká kužeTovej plochy K. 
Zviizok tvoi'ia hyperbolicko projektivity a jedna parabolická. Typ a) obsahuje 
miesto parabolickej ])rojektivity singulárnu projektivitu 2. druhu a tyj) b) 
obsahuje dve singulárně projektivity 1. druhu, ktorých singuJárny bod 1., resp. 
2. druhu. s|)lýva so samodružným bodom parabolickej projektivity. 

3. Zviizok sa zobrazí na priamku, ktorá nemá s kuželovou plochou A' žiaden 
bod spoločný. Zviizok obsahuje okrem případných singulárnych projektivít 
1. druhu (typy a), b), c)) samé hyperbolické projektivity. Samodružné body 
týehto projektivít tvoria eli])tickii invohiciu, ktorá sa zobrazí do pólu roviny 
určenej uvažovanou priamkou a bodom E. 

(Vlkové je teda 17 projektivně rozličných druliov zviizkov příbuzností n. 
Pomocou predchádzajňcich viet móžeme taktiež klasifikovat siete příbuz

ností 7T. Kxistujii tri hlavné druhy sietí: J. druh sietí sa zobrazuje na rovinu, 
ktorá prechádza bodom K, 11. druh tvoří rovina e a I I I . druh sú vsetky ostatně 
siete. 

I. druh: 
1. Sieť sa zobrazí na takii rovinu bodom K, ktorá, okrem bodu K, nemá s ku-

žeíovou ])lochou A" žiaden bod spoločný. Táto sieť obsaliuje, okrem idenHekej 
|)rojektivity a singulárnych projektivít 1. druhu, len hyperbolické projektivity: 
ich samodružné body tvoria eliptickú involúciu, ktorá sa zobrazí do pólu uva-
žovanej roviny vzlďadom na kvadriku Q. 

2. Sieť sa zobrazí na tangenciální! rovinu kužeTovej plochy K. Tvoria ju, 
okrem zvazlvu druhu I 2 a dvoch zvázkov singulárnyen projektivít 1. druhu, 
hyperbolické projektivity s jedným pevným samodružným bodom. 

3. Sieť sa zobrazí na takii rovinu bodom K, ktorá přetíná kužeTovú plochu K 
v o dvoch. od seba róznych, priamkach. Sieť obsaliuje dva zvazky druhu I 2, 
singulárně ])rojektivity 1. druhu, 2 singidárne projektivity 2. druhu, eliptické 
projektivity a hyperbolické projektivity. Samodružné body hyperbolických 
projektivít tvoria eliptickú involúciu, ktorá sa zobrazí do pólu uvažovanej 
roviny vzlďadom na kvadriku Q. 

II. druJi tvoria vsetky involutórne |)rojektivity a vsetky singulárně projek
tivity 2. druhu. 

I I I . d r u h : 

1. Sieť sa zobrazí na rovinu v, ktorá přetíná kuželosečku e v dvoch, od seba 
róznych. bodoch. Potom existuje taká kvadrika Qd. ktorá sa dotýká roviny x. 
Sieť obsahuje vsetky typy příbuzností TI (S výnimkou identity). Obsaliuje aj dva 
zvazky druhu II 1. 

2. Sieť sa zobrazí na rovinu x, ktorá má s kuželosečkou e spoločný právě jeden 
bod. Sieť obsaliuje, okrem identity a eliptickéj involúcie, vsetky druhy pří
buzností TY. ale neobsahuje žiaden zvazok druhu I I 1. 

3. Sieť sa zobrazí na rovinu v, ktorá nemá s kuželosečkou e spoločný žiaden 
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bod. Sieť neobsahuje identitu, singulárně projektivitv '2. druhu, eliptické inv< 
lúcie a taktiež neobsahuje žiaden zvazok typu II 1. 

Došlo 20. V I . 1955. 

Л И Н Е Й Н Ы Е С И С Т Е М Ы П Р О Е К Т И В Н Ы Х 
П Р Е О Б Р А З О В А Н И Й П Р Я М О Й Л И II И И 

В. М Е Д Е К 

В ы в о д ы 

В статье автор занимается линейными спстемамы преобразовании вида (1) проектив

ной прямой линии Р\. Преобразования (1) отображает на проективное пространство Р3; 

сингулярные преобразования отображаются на регулярную линейчатую новерхност, 

второго порядка С?. Замена проективных координат на Р\. Определяет коллинеацию В 

пространства Р 3, которая преобразует поверхность С? саму в себя. Коллипеацпя В по

зволяет классифицировать пучки и сетьи преобразований (1). Существует 17 проек-

тпвно отдельных пучков и 7 проек гпвно отдельных сетей преобразований (1). 
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