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M A T K M A T I C K Í ř - F V / H K A L . W ' ' ' A H > ! M S s.\V, H'» :}. líHSo 

! 1PЯIVI0E IIPOШBEДEIIIIE 

eкл шiтioн и HEІVTOPHOІІ Ш;P 

MII.ÌOC.ÌAH Д V X O I П . ( M I L O H L Л V I ) l ; CIІ<) .\ ;. i ; ľ ; i ; i 

В зтой статье применяются теоремы о расширении векторной м-шы 

иг, кольца па наименьшее над ним гт-к*о,;и>цо | 1 | к* построению прямого 

произведения е к а л я р н о п ( 1 ) и векторной мор. Под векторной мероа \,-м. 

н а п р . [ I I , [Л], |() |) понимается с-аддитивная ф у н к ц и я множества о, ищи1-

д е л е н н а я на алгебре .;>'"' подмножеств множества Р со :шачонпнми в . т 1.' л• -

ном топологическом пространстве У над полем денотвптельнвкч или ком

плексных чисел (короче с к а л я р о в ) . 

Главным результатом работы я в л я е т с я следующая теорема. 

Теорема. Пусть т • скалярная мера па о-алгедрс . // ' поОмножеств мно

жества. М. Пусть р секторная мера на о-алгеоре ^/ поОмпожссте 

множества Р со значениями с, секвенциально полном локально сыну/,• юм 

ли нею пом топологическом пространстве X. 

Тогда, существует и. притом только одна секторная мери г, со .то

чениями в А, на о-алгеоре, порожденной множестеам-и ваОа ( ----- .! />\ 

А е .//, В е ,^, и такая, что 

г(А У В) - т(Л)р(В), Л е .//, В а .'/>. 

Л. Г л у ч а и векторной меры ео значениями в банаховом пространство 

Первым шагом будет доказательство следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть т скалярная м-ера на о-илгеорс ,.// подлиикиесеюс 

мпомсеешва М. Пусть р. векторная мера па о-алгеоре л/ поОмпожсппс 

множества В со значениями с лииеииом нормированном прост/шнетве X. 

Тогда, существует и притом только одни секторная мери '/. т и 

со значениями в У, определенная на алгеорс /А ---• - // /\ п,орож1)ептп1 

(') Т. с. конечной действительной или комплексной. 



// К ----- .11 х Р множествами вида С — Л х I?, Л е Л, В е ^ , а такая, что 

ЦЛ х #) = /л(/1)^(В). 

Д о к а з а т е л ьство. Данное доказательство является модификацией для 
„векторного'''' случая доказательства аналогичной теоремы для неотри
цательных мер [4] (VIII. 2.2, VIII. 2.3). 

Таким же способом, как и в случае скалярных мер [4, 5] (VIII. 2.1 
п § 3().8 соответственно), можно доказать существование единственной 
конечно аддитивной функции Я •= т X /г на алгебре Л X '2Р со значениями 
в X и такой, что Х(Л X В) -•=- т(Л)/л(В), Л е Л, В е &. 

Нам нужно еще показать, что она сг-аддитивпа. Для этой цели докажем 
следующее утверждение. Если 

Сп е Л х У, Спи <= Сп, \\1(Сп)\\ > в > О 

для п ^ 1 ,2 , . . . , то существует точка (/го, г0) еСп, п = 1,2, . . . . 
Из ТОГО, ЧТО \\Л(СП)\\ > е > 0, вытекает 

О < е < ||Д(6'Й)|| - 11Ж II А- X 7*7)11 = || | тЩ)ц{Щ)\\ ^ 
/ 1 г = 1 

• У \т\(Л«)\Щ(Р) --= |т|(Ж)|Н|(/>), Л?пЛ? = 0, * ̂  .?, О Л? = М, 
/ 1 / Л 

где '»!-|, !И| обозначают соответственно полную вариацию функции т 
|31( II 1.1.4) и полувариацию функции /л [3](1У. 1.0.3). Притом ясно, 
что те свойства полувариации, которые здесь используются, не требуют, 
чтобы X было банаховым пространством, а достаточно, чтобы X было 
нормированным пространством. Имеем 0 < \т\(М), 0 < | |^ | | (Р). Кроме 
того, скалярная мера на ог-алгебре имеет ограниченную полную вариацию 
[ 3 | ( Ш . 4.7), поэтому 0 < \т\(М) < со. Для векторной меры па о'-алгебре 
& со значениями в банаховом пространстве имеет место \\/л\\(В) < со, 
В е ^, но очевидно, что это имеет место также в случае только нормиро
ванного пространства (так как если /л принимает значения из X, то /л при
нимает значения также из его пополнения X, а полувариация векторной 
меры не изменится, если рассматривать ее со значениями в X пли в X). 
Поэтому 0 < \\/и\\(Р) < оо. Обозначим через 

1) = [и е М : \\/л\\(Си) ^ — — • > 

I 2\т\(М)} 

где (.'„ — сечение множества С в точке и. Покажем, что 

\т\(1.)) ;> — . 
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Пусть С — У А] X #/, где Л; — попарно непересекающиеся множества. 
3-1 

п 

А] е Л, В] е &, ] ^ 1, . . . , /г, ^| А) — Л/. Можно предполагать, что 
X л 

1И(^)<9\-••-;/.-' •*' = '-...,/-, 
2[/»[(Л/) 

1И(Я,)^--*-—> , ^ / , + I «-
1\т\(М) 

и значит, I) •--- Ара и . . . и Ап. Имеем 

* < РОИ = II | т(А,МЪ) + 2 ш(/1;)//(/>;)!! • 
х л х-г> 1 

< 2 \т\(А3)\\/*т) +• й \т\(А,)\Н№ ' 
3 \ .?"--р \ I 

р п 

^ТГГТТ^ / М ( Х ) + > кя|(,1;)!И!(Д,-) ;> 
/ 1 ; ; > 1 

<. * -| И(!>)1И(!'), 

в 
откуда вытекает, что |т | (/)) х 

~ 2||/.||(Р) 

Теперь уже аналогично [ 4 | ^ Ш . 2.3) можно легко доказать существо
вание точки (ио, г0) е Сп, п •— 1, 2, . . . , используя сг-аддитинность полной 
вариации \т\ и сг-аддитивностъ функции /./. Мз этого уже вытекает дока
зательство с-аддитивноети функции Я. Мы показали, что функция Я 
= т X [I является векторной мерой на алгебре Л х X? со значениями 
в пространстве X. 

П р и м е ч а н и е . Если бы .Л" было слабо секвенциально полным линейным 
нормированным пространством, то справедливость теоремы вытекает из [ 1 | 
(теорема 2.3, стр. I 70). Достаточно принять во внимание, что для всякого 
;г* Е X* (А* — пространство всех непрерывных линейных функционалов 
на X) есть х^1 -- т х г*// на алгебре , # х У\ и что г*// - скалярная 
мера. В этом частном случае получается сразу окончательное решение 
нашей задачи. Действительно, пусть С Е . / / \ ^ и .г* г Л'* произвольные. 
Тогда имеем 
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>•*/(<"); = \x*^m(AM^i)\ ^ 2 M-4*)! \x*p(Ih) 
I I 

^ 2 \т\(Аг)сх* < с.х* \т\(М), 
/ 1 

так- как .г*и —- скалярная мера на о*-алгебре, а значит, она ограничена 
на ^ Р | (III . 4.6) некоторой постоянной с,.*, и, кроме того, | т ! ( Ж ) < оо. 
гГем самым мы показали, что для всякого х* е X* функция х*Х ограничена 
на алгебре , # х # , и поэтому [3] (III . 1 .Г)) имеет ограниченную полную 
вариацию. Из этого вытекает, что функцию X [1] (теорема 5.1, стр. 189) 
можно продолжить однозначно до векторной меры 1 со значениями в Л, 
определенной на о--алгебре, порожденной алгеброй </# х &. 

\\ более общем же случае банахова пространства нам придется восполь
зоваться еще одной леммой, к доказательству которой мы сейчас присту
паем. 

Пусть $ — некоторое множество. Известно [2] (II . § 2(1)), что мно
жество скалярных функций, безусловно суммируемых на #, представляет 
собой банахово пространство Щ8) с нормой 

\ы = 1т\-
Лемма 2. Пусть 8 — слабо относительно компактное подмножество 

банахова пространства X. Пусть ^ — некоторое множество и пусть ср —-

отображение множества ^ в 8. Определим отображение Т: / !($) -> X 

формулой 

Тг] = ^ п(я№<!) 

дл.ч всякого г] Е /1(Ф)-

Тогда, отображение Т — слабо вполне непрерывный линейный оператор 

ил щд) в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждому ц е ?1(Ф) поставим в соответствие элемент 

>/' е]х(8) следующим образом: 

71'(8) = 2 УМ) 
<]е<г '{*» 

для всех N е 8. гГак определенное >/' будет действительно из Р(8): так- как 

\А = V \пУ)\ = 2 (! 1 пШ) ̂  2 ( 2 Ыч)\) < 
хеХ ,уе,Ь' уЕ(р1{^) хеХ усу 1\.ч\ 

<1Ш\ =--- Ы\-



Тем самым определено отображение 7\ : /!((?) - /Ч '̂)< причем, очевидно, 

\\Т\\\ X; I. Из определения отображения Т имеем 

1*1 тп = 2чШ(<1) - У, >!'(«)*• 

Отображение Т' из /1(^) в V: 

т'ч' = 2'/(«)« 

представляет собой [2] (111. § 3 , лемма 2) слабо вполне непрерывный 

линейный оператор из Р(№) в X. На основании [*] имеем Т •-- У /\, 

и поэтому [3] (VI. 4.Г)) 'Г — слабо вполне непрерывный линейный оператор 

из /!($) в V. 

Теорема 3. Пусть ш ----- скалярная мера на а-алгебре . // по1)мпомсесшв 
множества М. Пусть р секторная мера на а-алгебре У? но'Лмиомсссте 
множества Р со значениями в банаховом пространстве X. 

Тогда существует и притом только одна векторная мера г ш • (7и 
на а-алгебрс Л Х0^, порожденной множествами вида С А \ />. /1 '-.//, 
В е ??, и такая, что 

(1) г(А х В) = т(А)р(В)1 А еЛ, В е :Р. 

Векторная мера г — /// :кар, на Л х ^ называется прямым произведе
нием скалярной меры т и векторной меры р. Из (1) следует, что векторная 
мера V (если она существует) представляет собой продолжение гт-аддптпв-
ной функции Я —- тхр па наименьшую с-алгебру .// <0--А содержащую 
алгебру Л X 2?. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании теоремы I функции Я /// // 
векторная мера на Л X 2Р со значениями в N. Достаточно показать, что 
множество (Я(Г) : С ^Л X ^} значений векторной меры Я -— слабо отно
сительно компактное подмножество в X, так как тогда Я можно | 1 | (теоре
ма 4.1, стр. 186) однозначно продолжить до векторной меры Я на .// \(7-У;. 

Известно [6] (Теорема 2.9, стр. 299), что множество N [/'(/>*) : В е лР\ 
значений векторной меры р -— слабо относительно компактное подмно
жество пространства X. Если в лемме 2 положить (^ — л/ и <{ - //. то 
отображение Т : Р(&) -^ X: 

Ту - ^п(р)р(р), у е1Ч&). 

представляет собой слабо вполне непрерывный линейный оператор из 11(..#) 
в X, т.е. оно отображает каждое ограниченное множеств*» в 1{(///) в слабо 
относительно компактное множество в X. 
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Нозьмем произвольное множество С еЛ X &. Можно предполагать, 
что оно имеет вид 

С = и Лг X Вг , ЛЬ П А] = 0, / ф ?', и Лг = М, А; Е Л, В% Е &, 
* - 1 г - = 1 

(?: = 1, ..., 11). 

Каждому множеству С еЛ X 0* сопоставим функцию г\с на 0 следующим 

обраЗОМ. ДЛЯ В ф В; , I = 1, . . . , II ПОЛОЖИМ 7]с(Вг) = О И ДЛЯ I = 1 , . . . , и 

ноло/ким г]с(В1) = т(А{). Семейство Ж всех таких функций щ для всех 
С еЛ X 0 есть подмножество в Iх(0), более того даже ограниченное под
множество. Действительно, пусть г]с е Ж, тогда имеем 

Ы = 2 ЫР)\ = 2 |/ге(/1.)| ^ | !»'!(.4() 55 

й И Ш М) ^ \т\(М) < х. 
г- 1 

для всех >/с Е сЖ . Оператор Г переводит множество ^ в слабо относительно 
компактное подмножество в X, которое совпадает с множеством 

\ЦС) : С Е Л X &), ЦС) = 2 т(А1\и(Вг), 
^ ~ 1 

значений векторной меры /, т.е. множество {ЦС) : С^ЛхЗР} -— слабо 

относительно компактное подмножество в пространстве X. Теорема до

казана. 

В. Случай векторной меры со значениями в локально выпуклом 
пространстве 

Интересен вопрос, можно ли теорему 3 обобщить на случай, когда X 
локально выпуклое линейное топологическое пространство, которое сек
венциально полное. Ответ иоло?кительный, как показывает следующее 
доказательство главной теоремы. Это обобщение можно получить из теоре
мы л с помощью приема, использованного И. К л у в а н е к о м в [1] (дока 
зательство теоремы 4.2, стр. 187). 

}\ о к а з ате л ь ство т е о р е м ы . Обозначим через ,Ж семейство преднорем, 
которые определяют топологию в X. Для р Е , Ж определим нормированное 
пространство А^ следующим образом. Для х, у Е X положим х :-̂  у(то({р) 
тогда и только тогда, когда р(х — у) = 0. Пространство X тем самым 
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распадается на непересекающиеся классы элементов взаимно эквивалент
ных в смысле этой эквивалентности. Множество таких классов обозначим 
черев А'.,,. Класс, содержащий элемент х, обозначим через Х&. КСТИ поло
жить ||.гХ|/; = р(х) для произвольного .г е X, то функция . ,. станет 
нормой на множестве Л р . Пусть А~;, -- пополнение прост|)анства Л)( 

в смысле этой нормы. 
Рассмотрим для каждого ре,4' векторную меру //X, определенную на 

*т-алгебре У при помощи равенства рр(В) = (//(/Л)'Х значения ее при
надлежат пространству X' и пространству Хр (это банахово пространство). 
По теореме 3 существует п притом только одна векторная мера Я!Х р е. \ , 
на гг-алгебре Л Ха&, со значениями в Хр, и такая, что 

1ЦЛ х В) - т(Л)рЦВ), Л е Л, В е У. 

Очевидно, имеют место равенства 

1ЦЛ х В) г.._- (т(Л)р(В))1\ А е: .//, В с У. 

п 

1ЦС) - (Я(Г))!\ С е ^/ X ^ , С -= II А/ X /^, М« п .1; .-. 0. г .- ]. 
г 1 

Кроме того, для каждого Сех/'/х.У пересечение классов V) Я-^(0 -• 

• — П (Я(0) ; > содержит один и только одни элемент из Л, а именно Я(Г), 

гак как . I семейство иреднорем, определяющее топологию хаусдорффова 
пространства Л . 

Теперь точно так'же, как и в \\\ (стр. 188) можно доказать, что для 
всех С е ,// хаУ имеет место: 

V №(С) е N для каждого р е ,Т'. 

2. Пересечение классов П Хр(С) содержит единственный элемент .г из X. 

кото])ый обозначим А(С), чем определена некоторая функция Я на -// Х^-А 
которая является векторной мерой па Л Х^У со значениями в X, и такая, 
что А(С) -г ЦС) для С е Л х &. 

Следствие. Пусть т — скалярная мера, на а-колъие (д-кольце) •// по()мпо-
жестп множества М. Пусть р — векторная мера на а-кольце (д-кольце) X? 
подмножтетв множества Р со лначеныями в секвенциально полном локально 
выпуклом линейном топологическом пространстве X. 

Тогда существует и притом только одна векторная мера г, со лначе
ниями в X, на а-кольце (д-кольце), порожденном мномсествами вида С — 
— Л х В, Л е - # , В е .>*, и такая, что 

г(Л х В) - т(Л)р(В), Л е .//, В е Х/С 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М и ,/Р — сг-кольца. Для каждого р еЖ суще
ствуют множества Л/е. .# и Рре0> такие, что т(А — М) = 0 для всех 
Л е , # и р(ц(В Рр)) = 0 для всех Ве& ([1] Теорема 3.1). Из этого 
следует, что можно поступать аналогично тому как в доказательстве 
теоремы. 

Кслп ,// и /^-кольца, то к каждому множеству С из ^-кольца, порожден
ного множествами вида А X 15, А е , / , Ве&, существуют множества 
Л с . // и В Е & такие, что 6 ' с / 1 X В. Кроме того, система тех множеств С, 
для которых. С ^ А X В, образует о--алгебру подмножеств множества 
Л х />. Из этого можно вывести утве])ждение по теореме. 
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