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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK 13 1963 ¢isLo 3

O POJME INVERZNEJ ANALYTICKEJ FUNKCIE

VALTER SEDA, Bratislava

Pojem inverznej funkcie k nekonstantnej funkcii w analytickej na uzavretej ro-
vine E je v matematickej literature dobre znamy. Jeho presnt formulaciu mozno
najst napr. v knihe [1] na str. 254. Casto je vSak potrebné uvaZovaf o inverznej
funkcii funkcie 1 analytickej v [ubovolnej podoblasti G oblasti E. V tejto praci za-
vedieme pojem takejto funkcie. Budeme pritom dbat, aby v pripade funkcie analy-
tickej na E presiel v zndmy pojem z [1] a ak zasa funkcia w je jedno-jednoznacna, jej
inverzna funkcia mala obvykly vyznam. Vyznac¢nou triedou inverznych funkcii st
rvdzo inverzné funkcie. Rydzo inverzna funkcia funkcie w je charakterizovana tym,
7e jej Riemannova plocha sa sklada zo vSetkych elementov inverznych k elementom
Riemannovej plochy funkcie w a len tychto elementov. V praci je podana nutna
a postacujiuca podmienka, aby funkcia w mala rydzo inverznu funkciu. Koneéne st
uvedené niektoré dolezité pripady, ked ma funkcia w rydzo inverznu funkciu.

Najprv budeme definovat niektoré pojmy, ktoré budeme dalej pouzZivat. Prvym
z nich je pojem zobecnenej analytickej funkcie v oblasti G. Rozumieme nim neprazdny
systém w analytickych elementov so stredmi v oblasti G, ktory ma ti vlastnost, Ze
ak mame dva elementy zo systému w, je jeden pokracovanim druhého v oblasti G.
O opravnenosti zavedenia tohto pojmu hovori aj to, Ze rieSenie w obycajnej diferen-
cialnej rovnice v komplexnom obore, v ktorej nezavisle premenna sa meni v oblasti G.
spliiujuce Cauchyho pociatoéné podmienky P, je najvdcsia zobecnena analyticka
funkcia v oblasti G, ktora ma tieto dve vlastaosti:

1. Kazdy element funkcie w vyhovuje v nejakom okoli svojho stredu danej di-
ferencidlnej rovnici.

2. Jestvuje element funkcie w, ktory spliiuje v svojom strede podmienky P. Po-
drobnejsie o pojme rieSenia sa hovori v praci [2] na str. 230—231.

Dalej budeme hovorit, Ze element W(b) je koncovym elementom zobecnenej
analytickej funkcie w, ak : I. nie je elementom funkcie w; 2. jestvuje retazec elementov
W(t).a < t £ b, tak, ze W(b) je koncovym elementom tohto refazca a elementy W(t)
pre a < t < b patria funkcii w.

Je zrejmé, Ze kazda funkcia analyticka v oblasti G je aj zobecnenou analytickou
funkciou v oblasti G, ale naopak to nemusi platif. Nutnu a postaujucu podmienku,
aby platilo obratené tvrdenie, podava veta 1.

177



Veta 1. Nutnd a posiacujiica podmicnia. aby zobecnend asalviickd funkcia w

v oblasti G bola analytickouw v obiasti G. je. aby vSetky priame pokracovania kazddého
elementu W funkcic w so stredmi = dostatocne malého okolia stredu elementie 117 holi
elementami funkcie w a aby kazdyv koncory element funkcio v mal sired na hranici
oblasti G.

Dokaz. Nutnd podmienka je zicjma

Lo Tetto clement
REERTS }f

1. ak wnie je analytickou funkcicu v G o je splnend prva ¢ast posiadujues) podimicon-

PostaCujuca podmienka. Nech HAw) o nejal

urcuie v ablasti G analvticka funkciu £ Zrejme je w < £
ky. jestvuje koncovy element funkeie w, kterého stred fezi v oblasti ¢ o tede nic jo
splinena druhé Cast pc»mséu_iucej ;’)c‘dmlcn cy. Skutoae. nech H{H) je vlement funkeie £,
Ktory nepatri funkeii . Jestvuie refazec 1) a < 1 < A elementoy funkeie £, kiory

spaja element W(a) s elementom W(b). KedZe W(a) e w. podla nashe predpokladu
vsetky elementy W(¢) pre ¢ = ¢ < ¢ -+ o, kde ¢ > G je ncjuké Cislo, patria funkceti w.
Neeh teda, b) je také Cislo. Ze wSetky elementy WA(1). ¢ < r < 1. patria funkeii w.
Také t > aisto jesivuje. napi. ¢ + /2. Z druhej strany 7 << A, Jestvujesup v = 1,. Je

a <ty = b. Uvazujme o clemente W(t,). Ak 1, < b. z pryej Casti posiacCujicej pod-
mienky na zaklade viastnosti supréma jc W(ty) ¢ w, kyvm clementy W), ¢ <1 < 1,
patria funkcii w. To isté plati, ked 1, = b. Teda I{t,) je koncorvvin clementom
funkcie w a nakelko WAi,) e f, jeho stred lezi v oblasti G.

Zavedieme aj pojen inverzného Riemannovho elementu. Nech R, je nekonStantny
Riemannov element so stredom @ a jeho limita v bode a, ktort budeme nazyvaf
hodnotou clementu R, v strede a, nech je . Obmedzime sa len na pripad a + =,
b + oo. V ostatnych sa postupuje analogicky. Element R, je jednym z nasledujucich
4 typov:

I. Element R, je hladky. MoZno ho rozsirit na funkciu R,, meromorfni v ne-
jakom okoli bodu a. Predpokladajme najpr, e R, nadobuda v bode @ jednoduchu
hodnotu b. Jestvuje k nej inverzna funkcia R, ', ktora je definovani a meromorfna
v okoli bodu b. Tato urCuje Riemannov element R, ' so siredom v bode b. ktory
nazveme inverznym elementom k elementu R,. Je zrejmé, Ze ak P, je analyticky
element zodpovedajtici elementu R,, jeho inverzny element Py ' je ureny elemen-
tom R, '. V dalsom nebudeme niekedy rozliSovat medzi Riemannovymi elementami
a im zodpovedajucimi analytickymi elementami.

2. Element R, je hladky, funkcia R, nadobtida v bode @ k-nsobnu hodnotu b,
k > 1. Mozno ju v okoli bodu a pisat v tvare w — b = (z — a)*. &(z — a), kde
funkcia @ je holomorfna v okoli bodu 0, #(0) + 0. Z &(0) # 0 plynie, Ze v nejakom
okoli bodu 0 jestvuje holomorfna vetva funkcie ’;/m Zvolime si jednu z nich
a oznacime je ¥(u). Je teda

w—>b=I[z—-a.¥c— al =[xz - al, (1)
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pricom () ma jednoduchy nulovy bad 0. Jestvuje jej imverzina funkcia y- ', defino-
vand a holomortrd v okoli bodu O. Dalej potrebujeme pomocnt vetu 1.

Pomocna veta 1. Nech funkeic v, fa o splitujit ticio predpoklady:

. . B / .
. w je meromorfnd a jedno-jednoznacnd v okoli O, bodu a a w(a) = 0.
2.4 je funkceia meromorfad na uzavreiej rovine, definovand rovnostou f(z) = =t

Kk je prirodzené Fislo.

3¢ e inverznd funkcia funkcie fo 1. j. g je analytickd funkcia < z.
Porom jestruje prave k zloZenyeh funkeil gfiv (1. ). funkcii k\/[w(:)’_}k). Ticto funkcie
NEOrar

" Low(o), n=0.1 ...k =1 (2)
a sitanalviicke a meromorfné v O, Cislo ¢ = exp (2rifk) je koren rovnice =,

Dokaz. Z viastnosti meremorfnych funkeii w, f na zaklade definicic zlozene)
funkcie vyplyva, 7e jestvuje aspon jedna zlozend funkcia gfi a kazda funkcia gfw je
analyticka v O,. Dalej je zrejmé, ze kazdu zlozenG funkciu gfiv dostaneme ako funkciu
zlozent z funkeli gf a w. Uvazujme preto najpryv o zloZenych funkciach gf, t. j.
o funkciach tvaru A\ -,

Nech G, Gy, ..., Gy su elementy funkcie g so spoloénym stredom wy, w, =+ 0,
w, £ oo, Ticto elementy st inverzné k clementom F, F,, ..., F, funkcie f'so stredmi

Zi. Za. ... 2y, ktoré st koreiimi rovnice z* = w,. Nakolko pre I-ty korefi z, (I =
= 1. 2. ..., k) tejto rovnice plati, Ze z, = =, . &'~ ', je G, = ¢'~' . G, a teda
G, =¢"7.G;, I=1,2, .k, j=12 ..k 3)

Uvazujme o zloZenych elementoch tvaru G F;. Kazdy takyto element urcuje jednu
zo zlozZenych funkcii gf. PredovSetkym G, F;, j = 1, 2, ..., k urCuji funkciu z. Z (3)
vyplyva, Ze element G/F; = &'~/G;F; definuje funkciu &'~/. z. Nakolko rozdiel | — j
moze nadobudaft hodnoty —(k — 1), ..., —=1,0, 1, ..., k — l a ¢e~*-D = ¢!, dosta-
vamc prave k réznych funkcii, ktoré su tvaru

ez, n=0,1,...,k— 1. 4)

Tvar tychto funkcii nezavisi od volby bodu w,. Preto jestvuje prave k zloZenych
funkcii gf, ktoré maju tvar (4). Zase ku kazdej funkcii gf jestvuje podIa predpokladu 1
prave jedna zlozend funkcia gfw. Zo (4) dostavame, Ze funkcie gfw su tvaru (2)
a kedZe su analytické v 0,, su v O, meromorfné.

Z rovnosti (1) na zaklade tejto pomocnej vety vyplyva, Ze jestvuje prave k zloZe-
nych funkeii {/w(z) — b, zktorych n-td, n =0, 1, ..., k — 1, ma tvar ({/w(z) — b), =
=¢"y(z —a). Ztohoz —a = x“[a‘"('{/'ij(z) — b),]. Ak w je nezavisle premenna,
jestvuje prave jedna funkcia f/w — b, pricom ¢ "%/w — b = ﬁ/w — b. Preto je pri-
rodzené definovat inverzny element Ry ' elementu R, rovnosfou
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z=a+ X“[’{’w——h]. 3)

Ry ' je k-zna¢na funkcia a nadobuda v strede b hodnotu a. Element (5) nezavisi
od volby vetvy ¥(u) funkcie U(D(u). Ak totiz ¥ ,(u) je Tubovolna ina vetva tejto
funkcie, plati ¥, = ¢"¥ a ak y,(u) = u¥,(u), je y;'(u) = 7 '(¢ "u). Dalej
xi '[8/w = b] = x~"[/w — b] vzhladom na rovnost e="*/w — b = & 'w — b.

3. R, je rozvetveny element. Nech je k-znaénou funkciou, & > 1. Mo7no ho vtedy
pisat v tvare

w—b=olz-a), (6)

kde @ je holomorfna funkcia v okoli bodu 0 (po pripadnom vhodnom definovani
v bode 0) a @#(0) = 0. Predpokladajme najprv, Ze @ je prosta v okoli bodu 0. Jestvuje
k nej inverzna funkcia @-!, holomorfna v okoli 0, #~'(0) = 0. Z rovnosti (6) do-
stavame posturne §/z —a = ¢~ '(w — b).

z=a+ [®'(w = b)) =a+ y(w — b). (N

Prava strana rovnosti (7) definuje hladky Riemannov element R;' so stredom b,
inverzny element ku R,. Nakolko y ma k-nasobny nulovy bod 0, R,
jednoznacény.

nie je jedno-

4. R, je rozvetveny, funkcia @ v rovnosti (6) nie je jedno-jednozna¢na. Kedze
@(0) = 0, mozZno pisg}'f D(u) = u'. Y(u), Y(0) + 0, | > 1. Jestvuje holomorfna

vetva y(u) funkcie v ¥Y(u) v okoli bodu 0. Je potom ®(u) = [u. x(u)]' = [Qw)]', kde
funkcia Q(u) ma jednoduchy nulovy bod # = 0. Rovnost (6) moZno pisat

w—>b=[Q%z-a). (8)

Z pomocnej vety 1 mame, Ze jestvuje [ zloZenych funkcii V[h(u)]’ Z nich n-ta, n = 0,
, I — 1, je £"Qu), kde ¢ = exp (2mi/l). Teda jestvuje aj | zloZenych funkcii
’\/ w(z) — b, z ktorych pre n-tt plati rovnost

Gwiz) = b),=eQl/z—a), n=01..1-1
a dalej
z—a={Q '[e"(/w(z) — b}

1

Preto definujeme k elementu R, inverzny element R; ' so stredom b rovnostou

z=a+ [Q'¢/w=Db) =a+ 1(/w—Db). )

Podobne ako pri type 2, aj tento element je jednozna¢ne uréeny a nezavisi od volby
vetvy x(u) funkcie '\/*P(u).

Tvrdime: Element R, ' je [-znacna funkcia a teda je 4. typu, nakolfko t nie je
jedno-jednozna¢na v Ziadnom okoli bodu 0. Skutoéne, z rovnosti (9) vidiet, Ze element

'+ Ry! z dostatoéne malého okolia elementu R, ' je totoZny so svojim pokra-
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covanim pozdiZ -nasobne obehnutej kruznice so stredom b. Preto je Ry ' najviac
i-znacna funkcia. Nech je m-zna&na, 1 < m < I. Teda R;' je totozny so svojim
pokracovanim po m-nasobnej kruznici so stredom b. Element R ' mozno pisat ako
zlozeny element a + tL, kde L je element funkcie ’\,";sz. Po m-nasobnom obehnuti
preide clement L do tvaru ¢”L, kde ¢ = exp (2mi/l). Teda tL = t(¢"L), z Coho vy-

m

plyva pre holomorfnu funkciu 7 identita t(v) = 1(¢"u). Z nej vyplyva, Ze t je auto-
morfnd vzhladom na kone¢ni grupu transformacii F,(u) = £"u, p = 1, 2, ..., pq.
v nejakom kruhu so stredom v bode 0. Elemeatarnou uvahou mozno zistit, Ze
Po = Hm.D. (n, 1) je najvicsi spolocny delitel ¢isel m, I KedZe t(u) = [Q~ '(w)},
je [Q- (e = [Q'(w)]F. Pouzitim pomocnej vety | mame

Q Y(e"u) = Q- (u), p=12..Dp0, (10)

kde mozno pisal | £ k, < kag; = exp (2ri/k). Z jedno-jednoznacnosti funkcic Q!

vyplyva, 7e k, s0 navzidjom rdézne Cisla. Zo vztahu (10) postupne dostancme, Ze
Q (") = ;:Al‘Q"(u)i Q N&"u) = f;fk‘.Q"(u) atd., takze rovnost (10) ma tvar

Q- &"Pu) = ¢"™MQ-(u). p=12 ...p. (1

Pritom ¢islo &k, < k.
Oznacme Q@ Yu) = v. Je potom Q(v) == u a dilzj

QM) = &"PQ(v). (12)
To je symetrickad relacia ku (11). Z nej vyplyva
[ 0) = ()]

vzhladom na rovnost (¢"?)' = 1. Odtial pre p = | Gvahou podobnou ako je vyssic,
len vedenou opaénym smerom, dostaneme, Ze funkcia [Q(';,'_Tjﬁft)]’ je najviac
ky-znacna, k, < k, ¢o je v spore s predpokladom, Ze tato funkcia je prave k-znacna.

Vidime, Ze ku kazdému nekonStantnému Riemannovmu elementu jestvuje prave
jeden nekonStantny inverzny element, pricom inverzny clement k elementu 1. typu,
resp. 4. typu je opit toho istého 1. typu, resp. 4. typu. Element 2. typu ma inverzny
clement 3. typu a obratene. Jedine inverzné clementy k elementom typu 1. a 3. st
hladké, Dalej nie je tazké si overif, 7e element (Ry ')~' = R,.

O vziahu medzi Riemannovymi elementami a ich inverznymi elementami hovori
veta 2.

Veta 2. Zobrazenie systému S nekonstantnych Riemannovych elementov na systém
Kk nim inverznych elementov, ktoré priradi kazdému elementu jeho inverzny element, je

homeomorfné.

Dokaz. Je zrejmé, Ze toto zobrazenie je jedno-jednoznacné. Staci preto dokazat,
7¢ je obojstranne spojité. Nech R, € S, R, ' je dvojica navzijom inverznych Rieman-
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novych elementov. Vzhladom na rovnost (R, ')~' = R, budecme dokazoval len
tvrdenic: K fubovolnému okoliu O_, elementu Ry ' jestvuje okolic O, ciementu K.,
tak, Ze inverzné elementy elementov z O, lezia v okoli O .

Nech a je stred elementu R, a jeho hodunotu v strede oznacime £, Obmedzime su
len na pripad, Ze R, je 4. typu a ¢ £ 0. b £ x. V ostatnych pripadoch by sme po-
stupovali podobnym sposobom. Predovsetkym plati, Ze jestvuje okolie elementu R,
ktoré s vynimkou R, je zlozend¢ z elementov I, typu. Skutoéne. nech R € O,. R, = R.
je clement so stredom ¢ leziacim v dostatocne malom prstencovom oholi bodu «.
Element R. je na zaklade rovnosti (8) tvaru

‘s

b+ (QIK.(). (

kde K.(z) je nejaky element funkcie ‘\ = — u so stredom ¢. V okoli bodu ¢ je A{z) =
= (1/k) [K(z)]'* 4 0. Preto je tam derivacia elementu R, rovna [(Q[A (Z)P' .
QK2 . (1K) [K(2)]' * =+ 0.

Stredy elementov z okolia O_, elementu Ry ' vypliuju okolic O, bodu b. Z de-
finicie Riemannovho elementu R, jestvuje také okolie O, bodu a, ze clement R,
zobrazi O,do O,. Okoliu O, zodpoveda okolie O, elementu R, tak, Ze stredy clemen-
tov z O, tvoria O,. Nech O, je také malé, ze O, pozostava s vynimkou elementu R, len
z elementov 1. typu. Z konStrukcie inverzného elementu vyplyva, 7¢ inverzné
elementy elementov z O, maju svoj stred v O,. ESte treba dokazat. zc suz O_ .
t. j. Ze st vytvorené funkciou R, '.

Ak napiSeme funkciu (13) ako superpoziciu elementov a ozna¢ime zavisle pre-
mennd w, ma R, tvar w — b = LQK_, kde L je vhodny prosty clement funkcie ='.
Pre inverznu funkciu R ' potom dostaneme, Ze je tvaru

2= K'Q'"L-"(w — b),

kde K. ', L' st inverzné elementy elementov K. a L a st po rade elementami funkcic
a + w*, resp. \/w. 7' ma vyznam ako predtym. Z toho vyplyva, ze R. ' sa da pisat
vtvare z = a + [Q 'L~ "(w — b)I*. Porovnanim s (9) vidime, ze R. ' je vviyoreny
funkciou Ry ', &. b. t.d.

Majme funkciu w analytickt v oblasti G. Funkcia w ur¢i systém w Riemannovyen
elementov so stredmi v oblasti G. Tento systén: budeme nazyvaf Riemannoveu plochou
funkcic w v oblasti G. Ak G je uzavreta rovina E. hovorime kratko. e w je Riemanna-
vou plochou funkeie . Stredy elementov systému w tvoria podoblast G, oblasti (.
Hodnoty tychto elementov v ich stredoch tvoria oblast 77, . Oblast G, . resp. oblast /7.
budeme nazyvat projekciou Riemannovej plochy w do roviny nezavisle. resp. za-
visle premennej. Jc zrejmé. ze G, obsahuje prirodzenu podoblast G, tunkcic w
v oblasti G a dostaneme ju pridanim k oblasti G, niektorveh izolovanyeh bodo
komplementu G,. Preto je funkcia w analyvtickd aj v oblasti G,. Analogicky vztah
je medzi oblastou hodndt H funkcie w a oblastou H, .
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LEste zavedicrse pejem Koncového elemenwu Riemannove) plechy w funkeic o
vooblasti G Kazdy Ricmannov element R, » wloanestami: 1. Ryew a 20 jestvuge
krivhka C o rovnict = = z(1). a < 1 < b, kioré kon

¢iovostrede z(h) elementu &,
a relazee clementoy £renws a <1 < b, pnzdi?. teiio krivky tak, Ze pre vSetky i
dostatocne blizke xu b st zodpovedajice Ricmannove clementy R, z okolia cle-
meniu R, budemie nazyvar koncovym elementom Riemannove] plochy w. Z tejto
definicic vidiet. 7¢ stred koncového clomentu sysiému w le#i na hranici oblasti G
a ak tento element je ladky. zodpoveda koncovéniu elementu funkeic w.

A teraz pristupime k definovaniu mverznej anatytickej funkcie.

Nceh funkeia 1w jo nekonStantna funkeia analytickda v oblasti G, w ic jej Rie-
mannova plocha v oblasti G. Nech dalej oblast #, je proickeia plochy w do roviny
zavisle premennej. Funkeia w™ ', inverzna ku . je funkeia analyticka v oblasti
uréend inverznym elementom Tubovolného prostého elementu funkcie w.

Funkcia w~" jeo jednoznacne urcena. Vyplyva to z nasledujacej vlastnosti prostych
clementov funkeie w (porovnat s [1], str. 254 —255): Dva prosté elementy P, P,
funkcic w mozno speojit pomocou retazca prostych elementov tejto funkcic.
Inverzné clementy tohto refazea tvoria retazec pozdiz krivky, leziacej v oblasti H, .
preto inverzné elementy Py ', P; ' elementov P, P, patria jednej a tej istej funkcii
analytickej v oblasti /. Zrejme je funkcia w—! nekonstantna.

Poznamka. Ak nema pojem analytického elementu vyznam uvedeny v [l1]
na str. 239, ale znamena potencny rad. vtedy zostrojujeme inverzni funkciu na-
sledujucim spdsobom. Ak je dana analytickd funkcia w v oblasti G, zlozena z cle-
mentov — potenénych radov —. vytvarajuca funkcia [ubovolného jej elementu urdi
jednu a tu sttt funkciu w, analyticka v zmysle [1] v oblasti G. Ak stotoZznime ele-
menty oboch funkcii w., w,. ktoré st s tym istym stredom a st vytvorené jednou
a tou istou funkciou, vidime, Ze funkcia w, obsahuje vSetky elementy funkcic w
a naviac ma elementy, ktorych stred je pdlom vytvarajucej funkcie a sucasne aj
polom clementov funkcie w, [1], str. 243. K funkcii w, jestvuje inverzna funkcia w, '
Zo systému eleinentov tejto funkcie vypustime elementy, ktorych vytvarajuca
funkcia ma v strede elementu pol. Ostatné clementy tvoria analytickd funkciu (zase
s clementami — potenénymi radmi). ktorit nazyvvame inverznou funkciou funkcie .

Uvazujme teraz o Riemannovej ploche w funkcie w v oblasti G. K nej je podla
vety 2 homeomorfne priradeny systém w-' inverznych elementov. Podsystém
vietkyeh hladkych elementov systému w ' uréuje mnozinu analytickych clementov

w0 ktorej nlati tvrdenie:

w1 je zobecnend analytickd funkcia v oblasti H, a kazdy jej element je clementom
funkcic w='. Preto ju budeme nazyvatl jadrom inverznej funkcie w~'. Skutocne,
prosté clementy systému w*~ ! st inmverznymi elementami vietkych prostych cle-
mentov funkcie w a len tychto elementov. PretoZze dva prosié elementy mnoziny
w1 mozno spojif pomocou refazca prostych elementov tejto mmoZiny. tvoria

victhy prosté elementy systému w*= ! zobecnent analvticku funkciu v oblasti H, .
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Nech teraz P je neprosty element systému w*~'. Jemu zodpovedi Ricmannov
element R 2. typu. Nakolko kruh elementu P je totozny aZ na stred s prstencom
elementu R, analytické elementy zodpovedajice elementom z okolia clemeniu R
st priamym pokracovanim clementu P. Avsak elementy z nejakého okolia clementu R
st zo systému w=' a s vynimkou R su [. typu. Preto vietky priame pokracovania
clementu P so stredmi dostatoéne blizkymi k stredu elementu P su prosté a patria
systému w*~'. Teda w*~' je zobecnenou analytickou funkciou v oblasti /.
NakoTko funkcia w~ ! je analytickd v oblasti /, a obsahuje aspofi jeden prosty element
funkcie w*~ ', obsahuje vietky clementy 1w~

Z definicie jadra dostavame, 7e w= ' je sudasne systémom vietkyeh Rizmannovyeh
clementov uréenych jadrom funkcic w~' v oblasti H,. Preto Ricmannova plocha
funkcic w="' v oblasti #/, obsahuje vieiky inverzné elementy Riemannovej plochy
funkcie w v oblasti G. Délezity pripad vo vzfahu medzi funkciou w a jej inverzaou
funkciou w~ ' nastane, ak funkcia w~! je totoZna so svojim jadrem. Vtedy hovorime.
e funkcia w ma rydzo inverzna funkciu a w~ " je jej rydzo inverzna funkcia. Pretoze
elementy jadra funkcic w~! zobrazia svoj stred do oblasti G a jeho prosté clementy
st inverznymi elementami prostych elementev funkcie w, hodnoty rydzo inverzneg
funkcie w~! lezia v oblasti G a kazdy jcj prosty element je inverznym nejakého
prosteho elementu funkcie 1.

Obratene, ak vietky prosté elementy funkcie w~ ' st inverzné k prostym elementom
funkcie w, je ich mnoZina totoZna s mnozinou prostvch elementov jadra. Nech este
neprosté elementy P e w~' zobrazia svoj stred do eoblasti G. Priradime im zedpo-
vedajuce Riemannove elementy R 2. typu. Ich nejaké rydze okelic (t. j. ckolie bez
elementu R) pozostava z inverznych elementov plochy w. Inverzné clementy R
clementov R maju teda svoj stred v G a clementy z ich rydzeho okolia sl zo sys-
tému w. Teda aj R~'e w a elementy P st z jadra funkcic w=". Plati preto pomocena
veta 2.

Pomocna veta 2. Nutnd a postacujiica podmienka, aby inverzna funkcia w=" ne-
konstantnej funkcie w analytickej v oblasti G bola ryd-o inverznou, je, ahy hodnoty
Sfunkcie w=" lezali v oblasti G a vietky jej prosté elementy boli inverznimi elementami
prostych elementov funkcie w.

Tuto pomocnu vetu mozne formulovat aj v tvare:

Pomocna veta 2'. Nech nekonstantnd funkcia w je analytickda v oblasti G a oblast 11,
je projekciou Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny zdvisle premennej.
Potom nutnou a postacujiicou podmienkou, aby inverzad funkcia w ' junkcie w bola
ryd=o inverznou funkciou, je, aby Riemannova plocha funkecie w=* v oblasti H, po-
costdvala z inverznych elementor Riemannovej plochy w a len = tichio elementor.

1

Dokaz. Jadro inverznej funkcie w=" urci v oblasti H, syseém w~' vietkych
i -1

inverznych elementov plochy w. Teda funkcia w= ' definuje v H| ten isty systém
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Riemannovych elementov prave vtedy, ak je totoZna so svojim jadrom, t. j. ak je
rvdzo inverzna.
Na zaklade vety 2 vyplyva z pomocnej vety 2’ tento désledok:

Désledok 1. Riemannova plocha rydzo inverznej funkcie w=" funkcie w v oblasti H,
je homeomorfnym obrazom Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G pri zobrazeni,
Ktoré priradi kazdému elementu plochy w jeho inverzny element.

Ddsledok 2. Ak funkcia w analytickd v oblasti G md rydzo inverzni funkciu vw=".

funkcia w=1 md tie? ridzo inverznii funkciu, a to funkciu w.

Dokaz. PouZijeme v Hom oznalenia pomocnej vety 2'. Pretoze w=' je rvdzo
inverznou funkciou funkcie w, Riemannova plocha w=' funkcie w=' v oblasti H,
sklada sa prave zo vSetkych inverznych elementov Riemannovej plochy w. Jej pro-
jekcia do roviny zavisle premenncj je oblast G, = G. Inverzna funkcia (w=1)~!
funkcic w1t je teda analytickda v G;. Nakolko funkcia w je analytickd v tej istej
oblasti (G, obszhuje totiZz prirodzent podoblast funkcic w v oblasti G) a ma aspon
jeden element funkcie e~ Y1, je (w= ")~ ! = 1. Riemannova plocha funkcie (w=")~!
v oblasti G je totoZzna s Riemannovou plochou funkcie w v oblasti G. Obsahuje
preto victky inverzné elementy Riemannovej plochy w=' a Ziadne iné. Podla po-
mocngj vety 2’ je (w~1)~! rydzo inverzna, ¢. b. t. d.

Nasledujuce vety hovoria o niektorych triedach analytickych funkcii, ktoré maju
rydzo inverzna funkciu.

Veta 3. Nekon$tantnd funkcia w analyticicd na uzacretej rovine E md rydzo inverznu
' ktord je tie? na E analytickd.

Sfunk civ v

Dokaz. Stadi uvazovaf len o prostych elementoch funkcie w='. Z vlastnosti
prostych elementov vyplyva, Ze ak Py'ew ' je taky prosty element, Z¢ jeho in-
verzny clement Py ew a P;'ew! je Tubovolny prosty element, jestvuje refazec
=, ktory spaja P{' s P;'. Inverzné elementy tohto
retazee tvoria refazec a nakolko element P, € w a w je analytickd na E, aj koncovy

prostych elementov funkcie w

clement P, tohto refazca patri w. P, ' je teda inverznym elementom elementu
funkcic w. Podobnym spdsobom mozno dokazat, ze vSetky prosté clementy pokra-
covania w, funkeie w="' na E sd inverzné ku prostym elementom funkcie w. Z toho
vyplyva, Z¢ imverzné clementy Riemannovych elementov priradenych neprostym
clementom  funkcie w, su obsiahnuté v Riemannovej ploche funkcie w. Preto
funkcia w, = w=', & b. t. d.

Tym je dokazang, 7c inverzna funkcia w~' funkcie w analytickej na £ je inverzna
aj v zmysle definicie uvedenej v [1].

Veta 4. Univalentnd funkcia w analytickd v oblasti G md rydzo inverznu funkciu w=",
Ktord je meromorfnd v nejakej oblasti H,. Tito oblast dostaneme z oblasti hodnét H
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Sunkcie 1w pridanim nicktorych (pripadne  Ziadneho) izolovanych bodov kompie-
mentu CH oblasti H. Elemeniy funkcie w= " so siredom v oblasti H sti prosté a zobrazia I
na prirod=enii podoblast funkcie w v oblas:i G. Ostainé elementy funkcic w=" i neprosio.

~

Dokaz. Z univalentnosti v dostiavame, Ze v kazdom bode. v ktorom je jadro

w* = funkcie w~! definovand, jestvuje najviac jeden prosty element jadra. Z toho
vyplyva, Ze jadro je jednoznaéna funkcia. a preto meromorfna v oblisti, ktoru
oznatime H,. Sucasne vidime. Ze systém w ' Riemannovych clementov inverznych
k elementom Riemannovej plochy w funkcie i v oblasti G neobsahuje rozvetyené
elementy, preto funkcia w~=' je analyticka v oblasti H5. Jej jadro e analytickou
funkciou v tej istej oblasti a je jej vetvou. teda w*~' = w~ ' Funkcia w ako univa-
lentna ma len prosté elementy. PretoZe prosté elementy funkcie w=' st podla po-
mocnej vety 2 inverznymi ku elementom funkcie w, vypliuju stredy prostych ele-
mentov funkcie w~"' oblast / a tieto elementy zobrazia oblast // na prirodzenu
podoblast funkcie w v oblasti G. Ostatné elementy funkcie w=" st neprosté. Ich
stred je v CH a ma prstencové okolic vyplnené stredmi prostych elementoy
funkcie w="', ktoré lezi v oblasti H. Je teda izolovanym bodom C//.
Ciastoéne obratené tvrdenie k vete 4 vyslovuje veta 5.

Veta 5. Nech nekonstantna funkcia w je meromorfnd v oblasti G, H je jej oblast
hodnét. Nech dalej G, < G je oblast vytvorend stredmi prostych elementov funkcie w
a H, = w(Gy). Potom plati:

1. Inverznd funkcia w=" funkcie w je analytickd v oblasti H.

2. Ak w' je rydzo inverznd. je aj univalentnd, definovand v oblasti H, a zobrazi
tuto oblast na oblast G, .

Dokaz. Riemannova plocha w funkcie w v oblasti G sklada sa len z hladkych
elementov, ktoré zobrazia G na H. Podla definicie je inverzna funkcia w~' ana-
lyticka v oblasti /7. Ak je rydzo inverzna, z pomocnych viet 2 a 2" mame. 7z cle-
menty Riemannove] plochy funkcie w~' v oblasti A st 1. a 3. typu. preto nw '
obsahuje len prosté elementy a jej elementy st inverznymi elementami prostych
elementov funkcie w. Nakolko kazdy bod z oblasti G, je stredom prave jedného
prostého elementu funkcie w, nadobtida w~" kazdu svoju hodnotu prave v jednom
bode. Prosté elementy funkcic w~' zobrazia H, na G,.

Désledok. Inverznd funkcia w="' jedno-jednoznacnej meromorfnej funkcic w
Jje rydzo inverznd a je totoznd s obryklym chdpanim inverznej funkciv,

Dokaz. KedZe w je univalentnd. z vety 4 dostivame. Ze w~' jo rvdzo inverzna
a meromorfna. Z toho na zakiade vety 5 vyplyva druha cast ivrdenia.

Priklad funkcie. ktorda nema rydzo inverzn funkciu. Nech w je vetva funkcic ¢
v oblasti G, danej nerovnostami 0 << Re(z) < 1. 0 < Im(2) < 3n. w zobrazi
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oblast G na oblast H danu nerovnostami | < | w | < e. Podla vety 5 je inverzna
funkcia w ' funkcic w analyticka v H a je uréena inverznym clementom nejakého
clementu funkcie ¢, Je preto totoznda s vetvou funkcice logw v oblasti H. Tato
vetva vsak zobrazi oblast H na pas 0 < Re (2) < 1, Im (2) Tubovalaa. preto podia
pomocne) vety 2 nie je rydzo inverznd.

O tom. ¢i funkeia w ma rydzo inverzna funkceiu, alebo nie, hovori veta 6.

Veta 6. Nech w je nekonstantnd funkcia analvtickd v oblasti G a nech H, jo
projekcia Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny zdvisle premenne;.
Potom plati: Numd a postacujuca podmienka. aby funkcia w mala rydzo inverznii

!

Sunkcive w 'L je. aby vsetky koncové elementy plochy w zobraczili svoj stred do hranice

oblasti 1, .

Dokaz. Z definicie koncového elementu vyplyva, Ze vsetky koncové elementy
plochy w zobrazia svoj stred do uzaveru oblasti H, . Nech niektory koncovyelement R,
plochy w zobrazi stred z, do bodu w, € H,. UkaZeme, Ze inverzny element R;'
elementu R, je z Riemannovej plochy w, funkcie w="' v oblasti H,. Tym bude podla
pomocnej vety 2’ dokazané, Zze w~' nie je rydzo inverzna. Skutoéne, v kazdom okoli
clementu R, jestvuje element R, € w, ktory je typu 1. Jeho inverzny element R, '
je z Tubovolne malého okolia elementu R; ' a patri ku ploche w,. Nakolko do-
stato¢ne malé okolie bodu w, lezi v H,, analytickym pokra¢ovanim elementu R, '
v prstencovom okoli bodu w, dostaneme elementy, ktoré tieZ patria ku w, . S prsten-

covym okolim R; ' leZi aj tento element na ploche w, , o sme chceli dokazat.

! nie je rydzo inverzna. Na zaklade pomocnej vety 2

Obratene, nech funkcia w-
musi nastat aspoii jeden z pripadov: Bud jestvuje prosty element funkcie w~',
ktory nie je inverznym elementom Ziadneho prostého elementu funkcie w, alebo
victky hodnoty funkcie w~' neleZia v oblasti G.

' o ele-

V prvom pripade uvazuyjme o dvoch prostych elementoch funkcie w~
mente P ', ktorého inverzny element P, € w, a o elemente P, ', ktorého inverzny
clement P,éw. Elementy P;', P;' mozZno spojit pomocou retazca zloZzeného
z prostych elementov funkcie w~='. V tomto refazci jestvuje element P;', ktory
zobrazi svoj stred do hraniéného bodu oblasti G a ktorého inverzny element P,
je koncovym elementoim funkcie w. Pritom P; zobrazi svoj stred do oblasti /.
Jemu zodpovedajici Riemannov element ie koncovym elementom plochy w. ktory
zobrazi svoj strod do H, .

V druhom pripade mdézeme predpokladat. Ze vsetky prosté elementy funkcie w "
st inverzné k prostym elementom funkcie w. Nakolko prstencové okolic hodnoty
v strede ktoréhokolvek elementu je vyplnené hodnotami prostych clementov, z nasho
predpokladu vyplyva, ze kazdy clement P! funkcie w~', ktory zobrazi svoj stred
do bodu zy. z¢ € G. je neprosty a prstencové okolic bodu =, je z oblasti G. Nech
R, " je jemu zodpovedajici Riemannov element. Jeho inverzny element R, ma svoj
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stred v bode z, a ako Tahko vidiet, je koncovym eiementom plochy w. ktory zobrazi
svoj stred do H;.
S vetou 6 je ekvivalentna veta 6.

Veta 6. Nech w je nekonstantnd funkcia analviickd v oblasti G a nech H, je pro-
Jjekcia Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny zdvisle premennej. Potom
plati: Nutnd a postacujiica podmienka. aby funkcia w mala vydzo inverzni funkciu w ="',
Je. aby inverzné elementy vsetkich koncovich elementor plochy w boli koncovvmi

elementami Riemannovej plochy w, funkcie w="

v oblasti Hy a obrdtene.

Dokaz. Uvazujme o inverznom elemente R; ' koncového elementu R, plochy W
Uz sme dokazali, 7e ak leZi stred w, elementu R, ' v oblasti H, . jo R, " elementom
plochy w,. Ak w, je hrani¢nym bodom oblasti H,. jc R, ' koncovym elemeniom
plochy . Vyplyva to z toho. Ze refazec clementov P, € w. ktory leZi v dostatoie
malom okoli elementu R,. je zloZzeny vylutne z prostych clementov. Inverzné cle-
menty tohto retazca tvoria retazec elementov funkcie w~ "', ktory lezi v okoli elementu
R;'. Ak vezmeme do uavahy cste dosledok 2 porocnej vety 2. vyplyva z toho
ekvivalencia oboch viet 6 a 6'.

Ako aplikaciu vety 6 dokazeme jednu vetu o funkciach meromorfnych a presne
p-valentnych (p konetné). Pritom pod presne p-valentnou funkciou rozumieme
taka, ktord kazdu svoju hodnotu nadobuda prave v p bodoch. Pri dokaze budenie
pouzivat hlavnu vetu konformného zobrazenia. Tato vetu v trocha pozmencncj
forme spolu s dodatkom, ktory sa nachadza za jej dokazom. citujemie z knihy [3].
str. 274 —282. Uvedieme ju ako pomocnu vetu 3.

Pomocna veta 3. Nech komplement oblasti H vzhladom na uzavreit rovinu mq viac
ako dva body. Jestruje funkcia w analyticka, lubovolne pokracovatelnd a univaienind
v H. ktord zobrazi nito oblast na jednotkovy kruh K. Funkcia w je jednoznacne uréend
podmienkou, aby danému bodu z € H a danému smeru v iom priradil jeden = elementoe
Sunkcie w so stredonm v bode = bod w = 0 « kladny smer redlnej osi. Kazdd funkcia w,
ktord je analytickd, lubovolne pokracovatelnd a univalentnd v H a zobrazi nito oblasr
na K, je bud jedno-jednoznacnd alebo nekonecne mnohoznacnd.

Veta 7. Nech w je mieromorfnd, presne p-valentnd (p konecné) funkcia v oblasti ¢
a nech H je jej oblast hodnét. Potom plati: |. Inverznd funkcia w=" funkcie w je ridzo
inverznd a je analytickd a lubovolne pokracovatelnd v oblasti H. Okren 1oho je univa-
lentna a presne p-znacnd. 2. Ak p = 2. nejestvuje v jednoducho sivislej oblasti G

presne p-valentnd funkcia.

Dokaz. 1. Tvrdenie je zrejmé, ak p = 1. Nech p = 2. UkaZeme, Z¢ ‘Setky cle-
menty funkcie w st prosté. Nech P, € w so stredom v bode =, nie je prosty a w, =

188



= Pi(2)). Jestvuju eSte elementy P,. ..., P, e w so stredmi z,, ..., o, tak, Ze P(z)) =
= wy. i =2, ...p. Jestvuje okolie O, bodu w;. ktorého kazdy bod je obrazom
ncjakého bodu z okolia O, kazdého bodu z;, i = 1.2, ..., p, pri€om o okoliach O_,
vzdy mozno predpokladat, Ze st disjunktné a leZia v G. Nakolko P, nie je prosty,
ku w,€ 0, . w, # w. jestvuji aspoit dva body zi. zj €O, z} # z{ tak, 7¢
P(z}) = P(z]) = w,. V kazdom z ostatnych okoli O,,, i = 2, ..., p jestvuje aspon
jeden bod =}, v ktorom funkcia w nadobiida hodnotu w,. Teda w nadobida w,
aspoii v p + 1 bodoch, ¢im sme prisli k sporu. Funkcia w~"' je podTa vety 5 analyticka
v oblasti H. Z toho, ¢o sme dokazali, vyplyva, Ze je i definovana v H.

Teraz dokazeme, Ze funkcia w="' je rydzo inverzna. Podla vety 6 staci dokazat,
7¢ vietky koncové elementy Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G zobrazia
svoj stred do hranice oblasti H. Nech R, je koncovy element systému w, ktory
zobrazi svoj stred z, do w, € H. Tak ako predtym dostaneme existenciu p disjunkt-
nych okoli O, < G bodov z;, i = 1,2, ..., p, ktoré st disjunktné s nejakym okolim
bodu z, a ku ktorym jestvuje okolie O, bodu w, tak, Ze kazdy bod we O, je
obrazom prave jedného bodu z kazdého okolia O, , i = 1,2, ..., p. KedZe z, je
hraniénym bodom oblasti G, v kazdom okoli bodu z, jestvuje bod z’e G. Podla
nasej definicie w, = Ry(zy) = lim Ry(z). Preto bod z’e G dostatoéne blizky k bodu z,,

zZ*zo
sa zobrazi funkciou Ry, a teda aj funkciou w do O, . To znamend, Ze bod Ry(z') € O,,,,
je pri zobrazeni funkciou w obrazom aspoil p + | bodov z oblasti G, o je opif

spor s predpokladom vety.

Ak nie je w~' Tubovolne pokraovateInd v oblasti H, jestvuje v tejto oblasti
krivka C o rovnici w = w(t), a < t £ b, vychadzajuca zo stredu niektorého elementu
funkcie w~! tak, ze elementy P, ', a < t < b, P, 'e w™" tvoria refazec, ale v bode
w(b) € H nejestvuje element, ktory by bol priamym pokradovanim elementov P, '
pre 1 dostatocne blizke ku 6. Bod w(b) je stredom p elementov Py ', ..., P, ' funkcie
w ', ktoré zobrazia bod w(b) do p rdznych bodov z, ..., z,. Zase jestvuje okolie
O..» bodu w(b) tak, ze kazdy bod we O,,,, sa zobrazi elementami P; ', ..., Pr,‘l
do prave jedného bodu v kazdom z p disjunktnych okoli O,, bodov z;, i = 1.....p.
Krivka C kon&i v bode w(b), preto pre b — ¢ < t < b lezia vSetky jej body w(r)

vV O,y Uvazujme o okoli O, © O, stredu w(t,) elementu P, 1, je dostatocne

p
blizke ku b. Tento element zobrazi O, do mnoZiny |J O.,. Z jednoznacnosti
i=1
a spojitosti P,;' vyplyva, ze P! zobrazi O, do prave jednej z mnozin O,,. Nech
je to O.,. Keby v nicktorom bode w3 € O, bolo P, '(w;) + P} '(w;), zobrazil
by sa bod w; funkciou w~" aspofi do p + 1 bodov, z &oho by vyplyvalo, 7e funkcia w
nadobtida hodnotu w; aspoil v p + | bodoch, nakolko w~' je rydzo inverzna.
Teda P '(w) = P '(w) pre vietky w € O, a element P, ! je priamym pokracovanim
elementu P;'. Pre w(z,) dostato¢ne blizke k bodu w(b) plati aj obratené tvrdenie.
Tym sme dostali spor s tvrdenim, Ze nejestvuje priame pokraovanie so stredom w(b)
elementov retazca P;”'. Funkcia w~! je TubovolIne pokradovatelna v H., &. b.t.d.
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Z vety 5 vyplyva, 7e funkcia w- ' vzhladem na 1o, Z¢ je rydzo inverznd. jo aj
univalenina. Z toho vyplyva, Ze sa sklada len z prostych clementov Ticto st inverz-
nymi elementami elementov funkcie w. Preto kazdy bod w = H jo stredom prave p
clementov funkcie w=".

2. Ak oblast G je jednoducho suvisla a jej komplement ma viac ako jeden bod.
jestvuje konformmé zobrazenie f(2) oblasti G na jednotkovy keun K. Mech wje funkeia
s vlasinostami spominanyinti v zneni tejto vety. Jej inverznd funkeia v ' je unihvalentnd
¢ Tubovolne pokracovatelna v oblasu H. Tie isté viastnosti v oblasti /{ ma ai zlozena
funkcia fir='. Tato funkcia zobrazi H na KA. Keby komplement C/ oblasti /7 nial
viac ako dva body, podla pomocnej vety 3 by bola funkcia fir = ! bud jedno-jednoznacni
alcbe neckonedne minehoznacna. To isté by platilo i o funkcii w= " Ale w ~ ' je p-znacni.
p koneéné. p = 2. Preto CH ma najviac dva bedy. Menej ako dva body nemoze
mat, lebo potom by /f bola jednoducho suvisla a univalentna a Tubovelne pokraco-
vatefna funkcia w=* v # by bola jedno-jednoznacna.

Ak ma CH dva body a, h. uvazujeme o zlozencj funkcii tvaru Av-'gh, kde g
j¢ homograficka transformacia, ktorda zobrazi body 0 a « do bodov «. b a h je
cxponencialna funkcia. Tato funkcia je Tubovolne pokracovatelnd na otvorene)
rovine E,, preto je jednoznalna a zobrazi £, na K. KedZe je ohranicend, podla
Liouvilleovej vety je konStantna. To je ale v spore s univalentnostou funkcie fir~'g
a tym, Ze h nie je kenstantna funkcia.

Ak oblast G je uzavreta rovina £ bez jedného bodu a, tento bod nemoze byt
podstatne singularnym bodom funkcie . Preto je w meromoifnd na £, a teda racio-
nalna. Avsak raciondlna funkcia nadobuda na oblasti £ — {a} vSetky hodnoty
s vynimkou najviac jednej. Preto je H jednoducho suvisla a opidt dostavame, ze
w~! je jedno-jednoznacni. Tym skor to plati v pripade rovnosti G = E. Spor
ukazuje, Ze v jednoducho stvislej oblasti G nejestvuje presne p-valentna funkcia,
p 2
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O MOHATUM OBPATHOW AHAJIMTUYECKONM ®VHKUNUU
Baarep Ulena
Pesome

Honstie 0dparnoit GyHKUMKA K HENOCTOSHHON (PYHKUNMK aHRJIMTUYECCKON B PACIIMPCHHON MJ10C-
Koot £ oyxe 3nakomo (1] B aToi craree BBoAWTCS noHatue oOpatHoi dyHKUMM K dyHKUMM W
ANMAITHYCCKOH B NPOM3BONLHCH obmacti G < E cneaytotum obpazom: O6pathas dyHkums w1
GyHRmm w — 9T0 anajuTHyecKas GyHkuus B odnactu H, onpeaesicHHas 0OpPATHBIM MIECMCHTOM
HPOH3BOJABLHOTO OIHOAUCTROTO djieMeHTa (ByHKkunu w. Obsacts Hy -— MHOXECTBO, HA KOTOpoE
1300PAKAIOT CBOM LICHTPbI BCE PUMAHOBBI MIEMEHTBI OrpenciicHibie B 06jactn G dyHKUUCH w
(PUMAHOBA TOBEPXHOCTH (ByHKUMK w B 061acTi G). PUMaHOBA MOBEPXHOCTb GyHKL w= | B 0BnacTy
H | cONCPKUT BCE OOPATHBIE YIEMEHTDI YICMEHTOB PHMAHOBOI MOBEPXHOCTH QYHKIMM w B 001aCcTH (.
EC/ O IPYTHX MIEMEHTOB HE UMeeT, Oy/IeM FOBOPUTb, 4TO w= ! cTporo oGpaTHas. MyHKius iw
HMCCT C1POTro 0OpaTHYIO (YHKUHIO TOFAA W TOJBKO TOCAQ, €C/M BCC PAHMYHBIC DJIEMEHTbBI PUMA-
HOBOiT NOBCPXHOCTH QYHKUMU w B 0651aCTH G OTOOpaX)arOT CBOM LEHTPbI HA rpanuiy obnactu H
(tcopema 6). B pabote BBEACHBI HCKOTOPbBIC KJIACCHl (DYHKUMM, UMEIOLLMX CTPOro oopatHyto dhytk-
10 (DYHKUMH aHAIUTHYECKUE B PACLUMPEHHOM MIOCKOCTH (Teopema 3), OQHOJUCTHbIE (PYHKUMK
(Tcopema 4), MepoMOpdHbIE M TOYHO p-TUCTHBIE GYHKUIUU (Teopema 7). O nocIenqHUX yTBEpKAACTCS,
Y1o s (0o >)p = 2 HE CYWECTBYIOT B OIHOCBA3HON 00NacTu.
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UBER DEN BEGRIFF DER ANALYTISCHEN UMKEHRFUNKTION

Valter Seda

Zusammenfassung

Der Begriff der Umkehrfunktion der nicht konstanten Funktion, welche 1n der Vollebene £
analytisch ist, ist schon in der mathematischen Literatur bekannt [1]. In dieser Arbeit ist der Begritt
der Umkehrfunktion zu der Funktion w, die in einem beliebigen Gebiet G < E analytisch ist, auf
folgender Weise eingefiihrt: Die Umkehrfunktion w=1 der Funktion w ist die Funktion, die in
dem Gebiet H, analytisch ist und mit dem Umkehrelement eines beliebigen ein-cindeutigen Elements
der Funktion w bestimmt wird. Das Gebiet H, ist die Menge, auf welche alle Riemannschen Ele-
mente, die die Funktion w im Gebiete G bestimmt (die Riemannsche Fliche der Funktion w im
Gebiete G) ihre Mittelpunkte abbilden. Die Riemannsche Fliche der Umkehrfunktion w=1 im
Gebiete H, enthilt alle Umkehrelemente der Elemente der Riemannschen Fliche der Funktion w
im Gebiete G. Wenn sie keine weitere hat, sagen wir, daB die Funktion w—1! streng inverse ist. Dic
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Funktion w die streng inverse Funktion
habe, ist, daBl alle Endelemente der Riemannschen Fliche der Funktion w im Gebiete G ihre
Mittelpunkte in die Begrenzung des Gebietes H, abbilden. (Satz 6). In der Arbeit werden folgende
Klassen der Funktionen angefiihrt, welche die strenge Umkehrfunktion haben: die Funktionen
analytisch in der Vollebene (Satz 3), die einwertigen Funktionen (Satz 4) und die meromorphen,
streng p-valenten Funktionen (Satz 7). Uber die letzten wird behauptet, daB sie fiir p = 2 in dem
einfach zusammenhidngenden Gebiet nicht existieren.
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