
Matematicko-fyzikálny časopis

Valter Šeda
O pojme inverznej analytickej funkcie

Matematicko-fyzikálny časopis, Vol. 13 (1963), No. 3, 177--192

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126625

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/126625
http://project.dml.cz


M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y ČASOPIS 
R O Č N Í K 13 1963 Č Í S L O 3 

O P O J M E INVERZNEJ ANALYTICKEJ FUNKCIE 

VALTER ŠEDA, Bratislava 

Pojem inverznej funkcie k nekonštantnej funkcii vr analytickej na uzavretej ro
vině E je v matematickej literatuře dobré známy. Jeho presnú formuláciu možno 
nájsť napr. v knihe [1] na str. 254. Často je vsak potřebné uvažovat' o inverznej 
funkcii funkcie w analytickej v lubovofnej podoblasti G oblasti E. V tejto práci za-
vedieme pojem takejto funkcie. Budeme přitom dbať, aby v případe funkcie analy
tickej na E prešiel v známy pojem z [1] a ak zasa funkcia w je jedno-jednoznačná, jej 
inverzná funkcia malá obvyklý význam. Význačnou triedou inverzných funkcii sú 
rýdzo inverzné funkcie. Rýdzo inverzná funkcia funkcie vr je charakterizovaná tým, 
že jej Riemannova plocha sa skládá zo všetkých elementov inverzných k elementom 
Riemannovej plochy funkcie w a len týchto elementov. V práci je podaná nutná 
a postačujúca podmienka, aby funkcia w malá rýdzo inverznú funkciu. Konečné sú 
uvedené niektoré dóležité případy, keď má funkcia w rýdzo inverznú funkciu. 

Najprv budeme definovať niektoré pojmy, ktoré budeme ďalej používat'. Prvým 
z nich je pojem zobecnenej analytickej funkcie v oblasti G. Rozumieme ním neprázdný 
systém w analytických elementov so stredmi v oblasti G, ktorý má tú vlastnost', že 
ak máme dva elementy zo systému vr, je jeden pokračováním druhého v oblasti G. 
O oprávněnosti zavedenia tohto pojmu hovoří aj to, že riešenie w obyčajnej diferen-
ciálnej rovnice v komplexnom obore, v ktorej nezávisle premenná sa mění v oblasti G, 
spiňujúce Cauchyho počiatočné podmienky P, je najváčšia zobecněná analytická 
funkcia v oblasti G, ktorá má tieto dve vlastnosti: 

1. Každý element funkcie w vyhovuje v nejakom okolí svojho středu danej di-
ferenciálnej rovnici. 

2. Jestvuje element funkcie w\ ktorý splňuje v svojom střede podmienky P. Po-
drobnejšie o pojme riešenia sa hovoří v práci [2] na str. 230 — 231. 

Ďalej budeme hovoriť, že element W(b) je koncovým elementom zobecnenej 
analytickej funkcie vr, ak : 1. nie je elementom funkcie vr; 2. jestvuje reťazec elementov 
W(t), a ^ t ^ b, tak, že W(b) je koncovým elementom tohto reťazca a elementy W(ť) 
pre a ^ t < b patria funkcii H\ 

Je zřejmé, že každá funkcia analytická v oblasti G je aj zobecněnou analytickou 
funkciou v oblasti G, ale naopak to nemusí platit'. Nutnú a postačujúcu podmienku, 
aby platilo obrátené tvrdenie, podává veta 1. 
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Veta 1. Nutná a postacujúca podmienka. aby zobecněná analytická funkcia w 
v oblasti G bola analytickou v oblasti G. je. aby vsetky priame poki aéovania každého 
elementu W funkcie w so stredmi z dostat očně malého oko Ha středu elementu W holi 
elementární funkcie w a aby každý koncový element funkcie w mal střed na hranici 
oblasti G. 

D ó k a z . Nutná podmienka je zřejmá, 

Postacujúca podmienka. Nech Wia) je nějaký element funkcie w. Terno element 
určuje v oblasti G analytická funkciu f. Zřejmé je w a f. Ukážeme, že ak w 4: f 
i. i. ak w nie je analytickou funkciou v G a je splněná prvá časť posíačujúeej podmien-
ky, jestvuje koncový element funkcie u\ ktorého střed leží \ oblasti G a leda m, je 
splněná druhá časť postačujúcej podmienky. Skutočne, necti ÍV(b) je element funkcie f 
ktorý nepatří funkcii w. Jcst\uie reťazec W(t), a = t % h element o\ funkcie/. ktor\ 
spája element W(a) s elementem W(b). Keďže W(a) e u\ pod Ta nás ho předpokladu 
vsetky elementy W(t) pre a .g 1 < a -h !;, kde v > Oje nějaké číslo, paíria funkcii u. 
Nech r e < a , b> je také číslo, že vsetky elementy W(t), a _ t = r, paíria funkcii u\ 
Také T > a isto jestvuje, napr a 4- /-:/2. Z druhej strany T < h. Jestvuje sup T = t 0 . Je 
a < t 0 <; b. Uvažujme o elemente W(t0). Ak t 0 < b, z prvej časti posíačujúeej pod
mienky na základe vlastností supréma je W(t0) $ \i\ kým elementy W{t), </ _" t < t 0 

patria funkcii vt\ To isté platí, keď t 0 = b. Teda W(t0) je konco\ým elementom 
funkcie w a nakoíko W(/0)

 e . f J e n 0 střed leží v oblasti G. 

Zavedieme aj pojem inverzného Riemannovho elementu. Nech R0 jenekonštantný 
Riemannov element so stredom a a jeho limita v bode O, ktorú budeme nazývat' 
hodnotou elementu R0 v střede a, nech je h. Obmedzíme sa len na případ a 4= x , 
b 4= oo. V ostaíných sa postupuje analogicky. Element F0 je jedným z nasledujúcich 
4 typov: 

1. Element R0 je hladký. Možno ho rozšíriť na funkciu R0, meromorfnú v ne-
jakom okolí bodu a. Predpokladajme najpr, že Ř0 nadobúda v bode a jednoduchú 
hodnotu b. Jestvuje k nej inverzná funkcia ŘQ\ ktorá je definovaná a meromorfná 
v okolí bodu b. Táto určuje Riemannov element R0

 l so stredom v bode b, ktorý 
nazveme inverzným elementom k elementu R0. Je zřejmé, že ak P0 je analytický 
element zodpovedajúci elementu R0, jeho inverzný element P0

 1 je určený elemen
tom RQ l . V ďalšom nebudeme niekedy rozlišovat' medzi Riemannovými elementární 
a im zodpovedajúcimi analytickými elementární. 

2. Element R0 je hladký, funkcia R0 nadobúda v bode a k-násobnú hodnotu b, 
k > 1. Možno ju v okolí bodu a písať v tvare w — b = (z — af . <P(z — a), kde 
funkcia <P je holomorfná v okolí bodu O, <P(0) 4= 0. Z 0(0) 4= 0 plynie, že v nejakom 
okolí bodu 0 jestvuje holomorfná vetva funkcie ^0(1/). Zvolíme si jednu z nich 
a označíme je ^(u ) . Je teda 

w-b = [(z - a) . V (z - a)f = [X(Z - a)]\ (1) 
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pričom /(u) má jednoduchý nulový bod 0. Jesívuje jej in\erzná funkcia / \ defmo-
\aná a holomorfná v okolí bodu 0. Ďaiej potřebujeme po mocnu \etu 1. 

Pomocná veta 1. Xech funkcie \\\ f a g splňujú ticto předpoklady: 
í. w je meromorfná a jedno-jednoznačná v okolí Oa bodu a a w(a) = 0. 
2. f je funkcia meromorfná na uzavrcíej rovině, definovaná rovnosťou f(z) = zk. 

k je nrirodzené číslo. 
3. g je inverzná funkcia funkcie f t. f g je analytická funkcia y z. 
Potom jesívuje právě k zložených funkcií gfw (t. j . funkcií '^Wfzff). Ticto funkcie 

si) tvaru 
e" . w(z), n = 0, 1 k - i (2) 

a sít analytické a meromorfne v Oa. Číslo e = exp (2nijk) je kořeň rovnice zk = \. 

D o kaz. Z vlastností meromorfných funkcií \\\ f na základe definície zloženej 
funkcie vyplývá, že jestvuje aspoň jedna zložená funkcia gfw a každá funkcia gfw je 
analytická \ Oa. Daíej je zřejmé, že každú zloženú funkciu g/ir dostaneme ako funkciu 
zlo/.enú z funkcií gf a w. Uvažujme preto najprv o zložených funkciách gf t. j , 
o funkciách tvaru \ zk. 

Nech Gx, G2, . . . , Gk sú elementy funkcie g so spoločným stredom u 0 , vr0 #= 0, 
w() ± co. Ticto elementy sú inverzné k elementom F,, F2, . . . , Fk funkcie fso stredmi 
r , , z2 zk, ktoré sú koreňmi rovnice zk = w0. NakoTko pre /-tý kořeň zt (/ = 
= 1, 2 k) íejto rovnice platí, že zx = zx . e / _ 1 , je G{ = sl~] . G,, a teda 

Gt = el~j . Gj, / = 1, 2, ..., k, y = 1, 2, ..., k. (3) 

Uvažujme o zložených elementoch tvaru GtFj. Každý takýto element určuje jednu 
zo zložených funkcií gf Predovšetkým GjFj.j = 1,2, ..., k určujú funkciu z. Z (3) 
vyplývá, že element GjF,- = el~jGjFj definuje funkciu sl~J. z. Nakolko rozdiel / — j 
móže nadobúdať hodnoty — (k — 1), ..., — 1, 0, 1, ..., k — 1 a e~(k~l) = e\ dostá
váme právě k róznych funkcií, ktoré sú tvaru 

en.z, n = 0, 1, . . . , k - 1. (4) 

Tvar týchto funkcií nezávisí od volby bodu w0. Preto jestvuje právě k zložených 
funkcií gf ktoré majú tvar (4). Zase ku každej funkeii gfjestvuje podlá předpokladu 1 
právě jedna zložená funkcia gfw. Zo (4) dostáváme, že funkcie gfw sú tvaru (2) 
a keďže sú analytické v Oa, sú v Oa meromorfne. 

Z rovnosti (1) na základe tejto pomoenej vety vyplývá, že jestvuje právě k zlože
ných funkcií \Jw(z) — b , z ktorých H-tá, n = 0, 1, ..., k — V má tvar (\Jw(z) — b ) n = 
= e"x(z — a). 7, toho z — a = Z ~ 1 [e~ " ( V w ( z ) ~~ ^ )«-• ^ ^ ^ J e nezávisle premenná, 

jestvuje právě jedna funkcia \Jw — b, pričom e " " \Jw — b = \Jw — b. Preto je pri-
rodzené definovat' inverzný element K0

 J elementu R0 rovnosťou 
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= a+ z-'fJw-b]. (5) 

P0
 ! je k-značná funkcia a nadobúda v střede b hodnotu a. Element (5) nezávisí 

k I 

od volby vetvy *P(u) funkcie v <P(u). Ak totiž V\(u) je lubovoiná iná vetva tejto 
funkcie, platí ^ = e " ^ a ak yt(u) = uY^u), je y~{\u) = y-\&-nu). Ďalej 
/ i 1 [ \ / v v ~~ &- = ^ - 1 [ \ / v v - ^] vzhladom na rovnosť s~n\/w - b = \ vv - b. 

3. Poje rozvětvený element. Nechje k-značnou funkciou, k > \. Možno ho vtedy 
písať v tvare 

w - b = <P(\jz - a\ (6) 

kde <P je holomorfná funkcia v okolí bodu 0 (po prípadnom vhodnom definovaní 
v bode 0) a <P(0) = 0. Predpokladajme najprv, že <P je prostá v okolí bodu 0. Jestvuje 
k nej inverzná funkcia <P~l

9 holomorfná v okolí 0, <2>_1(0) = 0. Z rovnosti (6) do
stáváme postupné %Jz — a = 4>-í(\v — b), 

z = a + [&-l(w - b)]k = a + /(vv - b). (7) 

Pravá strana rovnosti (7) definuje hladký Riemannov element Po"1 so stredom b, 
inverzný element ku P0. Nakolko / má k-násobný nulový bod 0, P0

 l nie je jedno-
jednoznačný. 

4. P0 je rozvětvený, funkcia 4> v rovnosti (6) nie je jedno-jednoznačná. Keďže 
4>(0) = 0, možno písať <P(u) = ul. ^(u), *P(0) + 0, / > 1. Jestvuje holomorfná 
vetva y(u) funkcie v *P(u) v okolí bodu 0. Je potom <ř(u) = [u . y(u)]1 = [Q(u)]\ kde 
funkcia Q(u) má jednoduchý nulový bod u = 0. Rovnosť (6) možno písať 

w-b = [ß(Vz - Ű)]'. (8) 

Z pomocnej vety 1 máme, že jestvuje / zložených funkcií v [Q(u)]\ z nich n-tá, n = 0, 
1- •••» ' — 1, je £ní2(u), kde e = exp (lni/l). Teda jestvuje aj / zložených funkcií 
lJw(z) — b, z ktorých pre w-tú platí rovnosť 

(^wjžj~~l>)n = e"í2(Vž^fl). n = 0, 1 / - l 
a ďalej 

z - a = { í 2 ~ 1 [ e - ^ í v ( ^ : T ) „ ] } f e . 

Preto definujeme k elementu P0 inverzný element P0
 [ so stredom b rovnosťou 

z = a + [ Q - ^ V n ^ ) ] * = * + TÍV^ 1 7 ^)- (9) 

Podobné ako pri type 2, aj tento element je jednoznačné určený a nezávisí od volby 
vetvy y(u) funkcie VV(u). 

Tvrdíme: Element Pó1 je /-značná funkcia a teda je 4. typu, nakofko T nie je 
jedno-jednoznačná v žiadnom okolí bodu 0. Skutočne, z rovnosti (9) vidieť, že element 
P!-1 4= R 0

 1 z dostatočne malého okolia elementu P0
 x je totožný so svojím pokra-
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cowmím pozdlž l-násobne obehnutej kružnice so stredom b. Preto je R0
l najviac 

/-značná funkci a. Nech je w-značná, 1 ^ m < l. Teda R~l je totožný so svojí m 
pokračováním po m-násobnej kružnici so stredom h. Element R~l možno písať ako 
zložený element a + TL, kde L je element funkcie \j'w — b. Po m-násobnom oběhnutí 
přejde element L do tvaru ďlL, kde /• = exp (Inxjl). Teda TL = T(smL), z čoho vy
plývá pre holomorfnú funkciu T identita T(W) = T(rmu). Z nej vyplývá, že T je auto-
morfná vzhíadom na konečnú grupu transformaci! Fp(u) = empu, p = 1, 2, ..., p0, 
v nejakom kruhu so stredom v bode 0. Elementárnou úvahou možno zistiť, že 
p0 = lí(mj). (nul) je najváčší spoločný dělitel' čísel m, l. Keďže T(U) = [Q~x(u)]k, 
je [Q~x(vmpu)]k = [Q~\u)]k. Použitím pomocnej vety 1 máme 

Q-\-mpu) = ^'Q~\u), p = 1, 2, ...,p0, (10) 

kde možno písať 1 ^ kp ^ k a ?,x = exp (2jri/k). Zjedno-jednoznačnosti funkcie Q~x 

vyplývá, že kp sú navzájom rózne čísla. Zo vztahu (10) postupné dostaneme, že 
Q~x(ď'u) = Í:\XQ~\U\ Q~\'2mu) = ~\kxQ-\u) atď., takže rovnost; (10) má tvar 

Q~x(ďipu) = zpklQ-](u), p = 1, 2, ..., D0. (11) 

Přitom číslo k{ < k. 

Označme Q~x(u) = v. Je potom Q(v) = u a ďabj 

Q(-~kxv) = FmpQ(v). (12) 

To je symetrická relácia ku (11). Z nej vyplývá 

Me^v)]1 = [Q(v)]!, 

vzhíadom na rovnosť (ďjp)1 = 1. Odtiaf p>re p = 1 úvahou podobnou ako je vyšsie, 
len vedenou opačným smerom, dostaneme, že funkcia [Q(Xj ~ — u)Y je najviac 
A-,-značná, kx < k, čo je v spore s predpokladom, že táto funkcia je právě k-značná. 

Vidíme, že ku každému nekonštantnému Riemannovmu elementu jestvuje právě 
jeden nekonštantný inverzný element, pričom inverzný element k elementu 1. typu, 
resp. 4. typuje opáť toho istého 1. typu, resp. 4. typu. Element 2. typu má inverzný 
element 3. typu a obrátene. Jediné inverzně elementy k elementom typu 1. a 3. sú 
hladké. Ďalej nie je ťažké si overiť, že element (R0

l)~x = R0. 
O vztahu medzi Riemannovými elementární a ich inverznými elementární hovoří 

veta 2. 

Veta 2. Zobrazenie systému S nekonstantných Riemannových elementov na systém 
k nim inverzných elementov, ktoré přiřadí každému elementu jeho inverzný element, je 
homeomorfné. 

D o kaz . Je zřejmé, že toto zobrazenie je jedno-jednoznačné. Stačí preto dokázať, 
zeje obojstranne spojité. Nech R0 e 5, R0

l je dvojica navzájom inverzných Rieman-
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nových elementov. Vzhíadom na rovnosť ( R 0
 l ) ~ ' = R{) budeme dokazo\ať lep. 

tvrdenie: K íubovoínému okoiiu O_, elementu R~ ! jestvuje okoíie 0{) elementu R, 
tak, že inverzné elementy elementov z O0 ležia v okolí O_, . 

Nech a je střed elementu R0 a jeho hodnotu \ střede označíme l\ Obmedzíme sa 
len na případ, že R 0 je 4. typu a a + co. h + x . V ostatných prípadoeh b\ sme pro
stupovali podobným spósobom. Predovšetkým platí, že jestvuje okoíie elementu R,,. 
ktoré s výnimkou R0 je zloženó z elementov 1. typu. Skutočne. nech Rc e On. Rt + /?.. 
je element so stredom c ležiacim v dostaločne malom prsteneovom okolí bodu a. 
Element Rc je na základe rovnosti (8) tvaru 

b + {Q[Kc(z)])\ ( i-^ 

kde Kc(z) je nějaký element funkcie ív/z - a so stredom c. V okolí bodu c je K'(z) = 
= (l/k) [K(z)]1-* #= 0. Preto je tam derivácia elementu Rc rovna l(Q[Kt(z)])1- '. 
.^ [^(^ .( l/ZOt^^^^+O. 

Středy elementov z okolia O_j elementu R0 * vyplňujú okoíie Oft bodu b. Z de-
finície Riemannovho elementu R0 jestvuje také okoíie O(1 bodu O, že element R0 

zobrazí Ofl do Oft. Okoiiu Oa zodpovedá okoíie O0 elementu K0 tak, že středy elemen
tov z O0 tvoria Oa. Nech Oa je také malé, že O0 pozostáva s výnimkou elementu R0 len 
z elementov 1. typu. Z konštrukcie inverzného elementu vyplývá, že inverzné 
elementy elementov z O0 majú svoj střed v Oh. Este třeba dokázat', že sú z O. , , 
t. j . že sú vytvořené funkciou R0

 L. 
Ak napíšeme funkciu (13) ako superpoziciu elementov a označíme závisle pre-

mennú W, má Rc tvar w — h = LQKC, kde L je vhodný prostý element funkcie z'. 
Pre inverznú funkciu R;1 potom dostaneme, ze je tvaru 

z = K;[Q-]L-1(\Y - b), 

kde K;1, L~] sú inverzné elementy elementov Kc a L a sú po radě elementami funkcie 
a + wk, resp. ^ w . Í 2 _ l má význam ako predtým. Z toho vyplývá, že R ~ [ sa dá písať 
v tvare z = a + [Q-lL~~l(w — b)]k. Porovnáním s (9) vidíme, že R~~l je \ vnořený 
funkciou R0 \ č. b. t. d. 

Majme funkciu w analytičku v oblasti G. Funkcia w určí systém w Riemannov\c.i 
elementov so stredmi v oblasti (7. Tento systém budeme nazývat' Riemannovou plochou 
funkcie w v oblasti G. Ak G je uzavretá rovina E. hovoříme krátko, že w je Riemanno
vou plochou funkcie w. Středy elementov systému w tvoria podoblast' Gx oblasti G. 
Hodnoty týchto elementov v ich stredoch tvoria oblast' H{. Oblasť G{. resp. oblasť U 
budeme nazývat' projekciou Riemannovej plochy w do roviny nezá\isle. resp. zá
visle premennej. Je zřejmé, že Gv obsahuje prirodzenú podoblast' Gz funkcie w 
v oblasti G a dostaneme ju přidáním k oblasti G\ niektorých izolovaných bodo\ 
kom plemen tu G2. Preto je funkcia u analytická aj v oblasti Gx. Analogický \zťah 
je medzi oblasťou hodnot H funkcie w a oblasťou Hx . 
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Este zavedieme pojeni koncového elemeniu Riemannovej plochy w funkcic w 
v oblasti G. Ka?.dý Ricmannov element Rt) s -Aasmosťami: !. R0 e w a 2. jestvujc 
křivka C o rovnici - •— z(t). a ^ / ^ h. klorá končí v střede r(b) elementu P0 

a rcťazec elementov f\ e \\\ a ^ / < b. pozdi z. ieiío křivky Utk, že pre viset k v- ; 
dostatočiie blízké ku h sú zodpovcdajúce Ricmannovc elementy /?, z okolia ele
mentu /?(), budeme nazývat' koncovým elementom Riemannovej plochy w. Z tejto 
delinícic vidicť, že střed koncového elementu sysiému w leží na hranici oblasti G 
a ak ienío element je hladký, zodpovedá koncovému elementu funkcic w. 

A íeraz prisíúpimc k deťinovaniu inverznej análytickej funkcic. 
Ncch funkcia w je nekonštantná funkcia analytická v oblasti G, vv je jej Ric

mannov a plocha v oblasti G. Nech ďalej oblasť H\ je projekcia plochy w do rovin v 
závisle premennej. Funkcia w~ l , inverzná ku w. je funkcia analytická v oblasti H\ 
určená inverzným elementom [ubovoíného prostého elementu funkcie w. 

Funkcia w _ 1 je jednoznačné určená. Vyplývá to z nasledujúcej vlastnosti prostých 
elementov funkcie iv (porovnat* s [I], str. 254 — 255): Dva prosté elementy P, , P2 

funkcic iv rnožno spojiť pomocou reťazca prostých elementov tejto funkcie. 
Inverzně elementy tohto reťazca tvoria reťazec pozdíž křivky, ležiacej v oblasti Hx, 
preto inverzně elementy P^P-T l elementov Px, P2 patria jednej a tej istej funkcii 
analytickej v oblasti Hx. Zrejme je funkcia w~ ! nekonštantná. 

P o z n á m k a . Ak nemá pojem analytického elementu význam uvedený v [1] 
na str. 239, ale znamená potenčny rad, vtedy zostrojujeme inverznú funkciu na-
sledujúcim spósobom. Ak je daná analytická funkcia w v oblasti G, zložená z ele
mentov — potenčných radov —. vytvárajúca funkcia l ibovolného jej elementu určí 
jednu a tú istú funkciu \vx analytičku v zmysle [1] v oblasti G. Ak stotožníme ele
menty oboch funkcii w, \v{, ktoré sú s tým istým stredom a sú vytvořené jednou 
a tou istou funkciou, vidíme, že funkcia u\ obsahuje všetky elementy funkcie w 
a naviac má elementy, ktorých střed je polom vytvárajúcej funkcie a súčasne aj 
polom elementov funkcie iv, [1], str. 243. K funkcii w, jestvuje inverzná funkcia \\\ l. 
Zo systému elementov tejto funkcie vypustíme elementy, ktorých vytvárajúca 
funkcia má v střede elementu pól. Ostatné elementy tvoria analytičku funkciu (zase 
s clementami — potenčnými radmi), ktorú nazýváme inverznou funkciou funkcie w. 

Uvažujme teraz o Riemannovej ploché w funkcie w v oblasti G. K nej je pod Fa 
vety 2 homeomorfne priradený systém w - 1 inverzných elementov. Podsystém 
všetkých hladkých elementov systému w ' určuje množinu analytických elementov 
iv* ', o ktorej platí tvrdenie: 

iv* " 1 je zobecněná analytická funkcia v oblasti Hx a každý jej element je elementom 
funkcic iv"1. Preto ju budeme nazývat' jadrom inverznej funkcie w _ 1 . Skutočne, 
prosté elementy systému w * - 1 sú inverznými elementární všetkých prostých ele
mentov funkcie iv a len týchto elementov. Pretože dva prosté elementy množiny 
w* ' možno spojiť pomocou reťazca prostých elementov tejto množiny, tvoria 
všetky proste elementy systému w * _ 1 zobecněnu analytičku funkciu v oblasti //, . 
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Nech teraz P je neprostý element systému w * - 1 . Jemu zodpovedá Riemannov 
element R 2. typu. Nakolko kruh elementu P je totožný až na strcd s prstencom 
elementu F, analytické elementy zodpovedajúce eiementom z okolia elementu R 
sú priamym pokračováním elementu P, Avšak elementy z nějakého okolia elementu R 
sú zo systému vv_1 a s výnimkou R sú 1. typu. Preto všetky priame pokračovania 
elementu P so stredmi dostatočne blízkými k středu elementu P sú prosté a patria 
systému w * - 1 . Teda iv* _ 1 je zobecněnou analytickou funkci o u v oblasti H,. 
N a k o í k o funkcia w~ l je analytická v oblasti H, a obsahuje aspoň jeden prostý element 
funkcie w * _ 1 , obsahuje všetky elementy w * - 1 . 

Z definície jádra dostáváme, že w~] je súčasne systémom vsetkých Riemanno\ýeh 
elementov určených jádrom funkcie w~ ! v oblasti Hx. Preto Riemannova plocha 
funkcie w~{ v oblasti Hx obsahuje všetky inverzně elementy Riemannovej plochy 
funkcie w v oblasti G. Dóležitý případ vo vztahu medzi funkciou w a jej inverznou 
funkciou vv~ ! nastane, ak funkcia w~ [ je totožná so svojím jádrem. Vtedy hovoříme. 
že funkcia w má rýdzo inverznú funkciu a w~ l je jej rýdzo inverzná funkcia. Pretože 
elementy jádra funkcie w~* zobrazia svoj střed do oblasti G a jeho prosté elementy 
sú inverznými elementami prostých elementov funkcie w, hodnoty rýdzo in\erznej 
funkcie w~l ležia v oblasti G a každý jej prostý element je inverzným nějakého 
prostého elementu funkcie w. 

Obrátene, ak všetky prosté elementy funkcie w~ l sú inverzné k prostým eiementom 
funkcie w, je ich množina totožná s množinou prostých elementov jádra. Nech ešte 
neprosté elementy Pew~l zobrazia svoj střed do oblasti G. Přiřadíme im zodpo
vedajúce Riemannove elementy R 2, typu. Ich nějaké rýdze okoiie (t. j . okolie bez 
elementu R) pozostáva z inverzných elementov plochy w. Inverzné elementy R"1 

elementov R majú teda svoj střed v G a elementy z ich rýdze ho okolia sú zo s\s-
tému vv. Teda aj R~l e w a elementy P sú z jádra funkcie w~ \ Platí preto pomocná 
veta 2. 

Pomocná veta 2. Nutná a postačujúca podmienka, aby inverzná funkcia w~ ' nc-
konštantnej funkcie w analytické] v oblasti G bola rýdzo inverznou, je, aby hodnoty 
funkcie w~l lézali v oblasti G a všetky jej prosté elementy holi inverznými elementami 
prostých elementov funkcie w. 

Tuto pomocnú vetu možno formulovat' aj v tvare: 

Pomocná veta 2'. Nech nekonštantná funkcia w je analytická v oblasti G a oblast' Iíx 

je projekciou Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny závisle premennej. 
Potom nutnou a postačujúcou podmienkou, aby inverzná funkcia w ' funkcie w bola 
rýdzo inverznou funkciou, je, aby Riemannova plocha funkcie w~ ! v oblasti II, po-
zastávala z inverzných elementov Riemannovej plochy w a len z rychto elementov. 

D o k a z . Jádro inverznej funkcie w~l určí v oblasti II, systém w _ 1 vsetkých 
inverzných elementov plochy w. Teda funkcia w~l definuje v H. ten ístý systém 
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Riemannových elementov právě vtedy, ak je totožná so svojím jadrom, t. j . ak je 
rýdzo inverzná. 

Na základe vety 2 vyplývá z pomocnej vety 2' tento dosledok: 

Dosledok 1. Riemannova plocha rýdzo inverzně] funkcie w~x funkcie w v oblasti H, 
je homeomorfným obrazom Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G pri zobrazení, 
ktoré přiřadí každému elementu plochy w jeho inverzný element. 

Dosledok 2. Ak funkcia w analytická v oblasti G má rýdzo inverzná funkciu u , _ 1 . 
funkci a u _ 1 má tiež rýdzo inverzná funkciu, a to funkciu w. 

Dokaž. Použijeme v ňom označenia pomocnej vety 2'. Pretože w~l je rýdzo 
inverznou funkciou funkcie w, Riemannova plocha w~l funkcie w~l v oblasti Ht 

skládá sa právě zo všetkých inverzných elementov Riemannovej plochy w. Jej pro-
jekcia do roviny závisle premennej je oblasť G t cz G. Inverzná funkcia ( u , - 1 ) _ 1 

funkcie w~l je teda analytická v Gl. NakoTko funkcia w je analytická v tej istej 
oblasti (G{ obsahuje totiž prirodzenú podoblast' funkcie w v oblasti G) a má aspoň 
jeden element funkcie ( i r - 1 ) - 1 , je ( v r - 1 ) - 1 == w. Riemannova plocha funkcie ( w - 1 ) - 1 

v oblasti G{ je totožná s Riemannovou plochou funkcie w v oblasti G. Obsahuje 
preto vsetky inverzně elementy Riemannovej plochy w~l a žiadne iné. Podía po
mocnej vety 2' je ( v r - 1 ) - 1 rýdzo inverzná. č. b. t. d. 

Následujúce vety hovoria o niektorých triedach analytických funkcií, ktoré majú 
rýdzo inverznú funkciu. 

Veta 3. Nekonštantná funkcia w analytická na uzavřete] rovině E má rýdzo inverzná 
funkciu n " ', ktorá je tiež na E analytická. 

Dókaz. Stačí uvažovat' len o prostých elementoch funkcie w~]. Z vlastnosti 
prostých elementov vyplývá, že ak P^evr ' je taký prostý element, že jeho in
verzný element P{ ew a P^etr-1 je lubovolný prostý element, jestvuje reťazec 
prostých elementov funkcie vv-1, ktorý spája P^~ s P71. Inverzně elementy tohto 
reťazca tvoria reťazec a nakolko element Pj e w a w je analytická na E, aj koncový 
element P2 tohto reťazca patří w. P^1 je teda inverzným elementom elementu 
funkcie w. Podobným spósobom možno dokázat', že vsetky prosté elementy pokra-
čovania wx funkcie u , _ 1 na F sú inverzně ku prostým elementom funkcie w. Z toho 
vyplývá, že inverzně elementy Riemannových elementov priradených neprostým 
elementom funkcie irt sú obsiahnuté v Riemannovej ploché funkcie w. Preto 
funkcia ír, = w~l, č. b. t. d. 

Tým je dokázané, že inverzná funkcia w~ ! funkcie w analytickej na E je inverzná 
aj \ zmysle definície uvedenej v [1]. 

Veta 4. V niv alentná funkcia w analytická v oblasti G má rýdzo inverznú funkciu w~\ 
ktorá je meromorfná v nejakej oblasti H2. Táto oblasť dostaneme z oblasti hodnot H 
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funkcie w přidáním niektorých (připadne ziadneho) izolovaných bodov kompte
mentu CH oblasti H. Elementy funkcie w~ l so stredom v oblasti Hsú prosté a zobrazia H 
na prirodzenú podoblast' funkcie w v oblasti G. Ostainé elementy funkcie w~ ! sú neprosté. 

D o kaz. Z univaientnosti w dostáváme, že v každom bode. \ ktorom je jádro 
w*~l funkcie \ r _ 1 definované, jestvuje najviae jeden prostý element jádra. Z toiio 
vyplývá, že jádro je jednoznačná funkci;., a preto meromorťná v oblasti, kiorú 
označíme H2. Súčasne vidíme, že systém w~l Riemannových elemento\ in\erzných 
k elementom Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G neobsahuje roz\et\ene 
elementy, preto funkcia w~l je analytická v oblasti H2. Jej jádro je analytickou 
funkciou v tej istej oblasti a je jej vetvou. teda w*~l = w~l. Funkcia w ako uni\a-
lentná má len prosté elementy. Pretože prosté elementy ťunkcie w~l sú pod Ta po-
mocnej vety 2 inverznými ku elementom ťunkcie u\ vyplňujú středy prostých ele-
mentov ťunkcie w~] oblast' H a tieto elementy zobrazia oblasť II na prirodzenú 
podoblasť ťunkcie \r v oblasti G. Ostatné elementy ťunkcie w~l sú neprosté, leh 
střed je v C H a má prstencové okolie vyplněné střed mi prostých elemento\ 
funkcie w - 1 , ktoré leží v oblasti H. Je teda izolovaným bodom C/L 

Čiastočne obrátené tvrdenie k vete 4 vyslovuje veta 5. 

Veta 5. Nech nekonštantná funkcia w je meromorfná v oblasti G, H je jej oblasť 
hodnot. Nech dalej G{ a G je oblasť vytvořená stře dmi prostých element ov funkcie w 
a Hx — w(Gf). Potom platí: 

1. Inverzná funkcia w~l funkcie w je analytická v oblasti H. 
2. Ak w~x je rýdzo inverzná, je aj univaientná, definovaná v oblasti H\ a zobrazí 

tuto oblasť na oblasť Gl. 

D o k a z . Riemannova plocha w funkcie w v oblasti G skládá sa len z hladkých 
elementov, ktoré zobrazia G na H. Podía definície je inverzná ťunkcia w~l ana
lytická v oblasti H. Ak je rýdzo inverzná, z pomocných viet 2 a 2' máme, že ele
menty Riemannovej plochy ťunkcie \v~l v oblasti H sú 1. a 3. typu, preto u ' 
obsahuje len prosté elementy a jej elementy sú inverznými elementární prostých 
elementov ťunkcie w. Nakoíko každý bod z oblasti Gx je stredom právě jedného 
prostého elementu ťunkcie \\\ nadobúda w~] každú svoju hodnotu právě \ jednom 
bode. Prosté elementy ťunkcie w~l zobrazia Hx na G t . 

Dósledok. Inverzná funkcia \v~~l jedno-jednoznacnej meromorfnej funkcie u 
je rýdzo inverzná a je totožná s obvyklým chápáním inverznej funkcie. 

D ó k a z . Keďže u je univalentná. z vety 4 dostáváme, že w~l je rýdzo imerzná 
a meromorťná. Z toho na základe vety 5 vyplývá druhá časť ívrdenia. 

P ř í k l a d ťunkcie, ktorá nemá rýdzo inverznú ťunkciu. Nech u je vetva ťunkcie e r 

v oblasti G, danej nerovnosťami 0 < Re (z) < 1, 0 < lni (z) < 3TI. W zobrazí 
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oblasť G na oblasť H danú nerovnosťami I < | w \ < e. Pod Fa vety 5 je inverzná 
funkcia w ' funkcie w analytická v H a je určená inverzným elementom nějakého 
elementu funkcie e\ Je preto totožná s vetvou funkcie log w v oblasti H. Táto 
vetva však zobrazí oblasť H na pás 0 < Re (z) < K Im (r) íubovoíná. preto pod Ta 
pomocnej vety 2 nie je rýdzo inverzná. 

O tom, či funkcia w má rýdzo inverznú íunkciu, alebo nie, hovoří veta 6. 

Veta 6. Nech w je nekonštantná funkcia analytická v oblasti G a nech H, je 
projekcia Riemannovej plochy w funkcie w r oblasti G do roviny závisle premennci. 
Potom platí: Nutná a postačujáca podmienka, aby funkcia w malá rýdzo inverznú 

funkciu w \ je, aby všetky koncové elementy plochy w zobrazili svoj střed do hranice 
oblasti //, . 

D o k a ž . Z definície koncového elementu vyplývá, že všetky koncové elementy 
plochy w zobrazia svoj střed do uzávěru oblasti H,. Nech niektorýkoncovýelement P, 
plochy \v zobrazí střed z 0 do bodu w0 e H,. Ukážeme, že inverzný element Rx

 l 

elementu R, je z Riemannovej plochy w, funkcie w~ l v oblasti H,. Tým bude pod Ta 
pomocnej vety 7! dokázané, že w - 1 nie je rýdzo inverzná. Skutočne, v každom okolí 
elementu Rx jestvuje element R2 e w, ktorý je typu 1. Jeho inverzný element R2

l 

je z Fubovoíne malého okolia elementu Rx
l a patří ku ploché w,. NakoTko do-

statočne malé okolie bodu w0 leží v H,, analytickým pokračováním elementu R2
X 

v prstencovom okolí bodu w0 dostaneme elementy, ktoré tiež patria ku w,. S prsten
covým okolím B,1 leží aj tento element na ploché w,, čo sme chceli d o k á z a t 

Obrátene, nech funkcia w~ l nie je rýdzo inverzná. Na základe pomocnej vety 2 
musí nastať aspoň jeden z prípadov: Buď jestvuje prostý element funkcie w~', 
ktorý nie je inverzným elementom žiadneho prostého elementu funkcie w, alebo 
všetky hodnoty funkcie w~l neležia v oblasti G. 

V prvom případe uvažujme o dvoch prostých elementoch funkcie w~l: o ele
mente P,-1, ktorého inverzný element P, e u\ a o elemente P71, ktorého inverzný 
element P2$w. Elementy P^1, P2

X možno spojit' pomocou reťazca zloženého 
z prostých elementov funkcie w _ 1 . V tomto reťazci jestvuje element P$\ ktorý 
zobrazí svoj střed do hraničného bodu oblasti G a ktorého inverzný element P3 

je koncovým elementom funkcie w. Přitom P3 zobrazí svoj střed do oblasti H,. 
Jemu zodpovedajúci Riemannov element je koncovým elementom plochy w, ktorý 
zobrazí svoj střed do H, . 

V druhom případe móžeme předpokládat', že všetky prosté elementy funkcie w~ ] 

sú inverzné k prostým elementom funkcie w. NakoTko prstencové okolie hodnoty 
v střede ktoréhokoTvek elementu je vyplněné hodnotami prostých elementov, z nášho 
předpokladu vyplývá, že každý element P^1 funkcie u , _ 1 , ktorý zobrazí svoj střed 
úo bodu r 0 , zc $ G\ je neprostý a prstencové okolie bodu z0 je z oblasti G. Nech 
P, ' je jemu zodpo\edajúci Riemannov element. Jeho inverzný element R, má svoj 
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střed v bode z0 a ako fahko vidieť, je koncovým eiementom plochy w. ktorý zobrazí 
svoj střed do Hx. 

S větou 6 je ekvivalentná veta 6'. 

Veta 6'. Nech w je nekonštantná funkcia analytická v oblasti G a nech H, je pro-
jekcia Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny závisle nremennej. Potom 
platí: Nutná a postačujúca podmienka, aby funkcia w malá rýcizo inverznú funkciu w~\ 
jt\ aby inverzně elementy vsetkých koncových elementov plochy w bol i koncovými 
elementární Riemannovej plochy iv, funkcie w~l v oblasti H, a obrátene. 

D ó k a z . Uvažujme o inverznom elemente Rx
] koncového elementu Rx plochy w. 

Už sme dokázali, že ak leží střed w0 elementu Rx
l v oblasti Hx , je R~ l eiementom 

plochy wx. Ak w0 je hraničným bodorn oblasti .Hx.je Rx
l koncovým elememom 

plochy rv,. Vyplývá to z toho, že reťazec elementov Pt e \\\ ktorý leží v dostatočne 
malom okolí elementu R., je zložený výlučné z prostých elementov. Inverzné ele
menty tohto reťazca tvoria reťazec elementov funkcie ir~ \ ktorý leží v okolí elementu 
Rx '. Ak vezmeme do úvahy ešte dósledok 2 pomocnej vety 2'. vyplývá z terno 
ekvivalencia oboch viet 6 a 6'. 

Ako aplikáciu vety 6 dokážeme jednu vetu o funkciách meromorfných a presne 
p-valentných (p konečné). Přitom pod presne /?-valentnou funkciou rozumieme 
takú, ktorá každú svoju hodnotu nadobúda právě v /? bodoch. Při dókaze budeme 
používat' hlavnú vetu konformného zobrazenia. Tuto vetu v trocha pozmenenej 
forme spolu s dodatkom, ktorý sa nachádza za jej dókazom, citujeme z knihy [3], 
str. 274 —282. Uvedieme ju ako pomocnú vetu 3. 

Pomocná veta 3. Nech komplement oblasti H vzhfac/om na uzavřelú rovinu má viac 
ako dva body. Jestvuje funkcia w analytická, fubovofne pokračovatelná a univaieninú 
v H, ktorá zobrazí tuto obiasť na jednotkový kruh K. Funkcia w je jednoznačné určená 
podmienkou, aby danému bodu z e H a danému směru v ňom přiřadil jeden z elementov 
funkcie w so stredom v bode z bod w = 0 a kladný směr reálnej os i. Každá funkcia w^ 

ktorá je analytická, fubovofne pokračovatel'ná a univalentná v H a zobrazí táto oblast' 
na K, je bud jedno-jednoznačná aiebo nekonečné mnohoznačná. 

Veta 7. Nech w je meromorfná, presne p-valentná (p konečné) funkcia v oblasti G 
a nech H je jej oblast' hodnot. Potom platí: 1. Inverzná funkcia w~ ' funkcie w je rýdzo 
inverznči a je analytická a fubovofne pokračovatefná v oblasti H. Okrem toho je univa
lentná a presne p-značná. 2. Ak /? _ 2, nejestvuje v jednoducho súvislej oblasti G 
presne p-valentná funkcia. 

D ó k a z . I. Tvrdenie je zřejmé, ak /? = 1. Nech p ^ 2. Ukážeme, že \šetky ele
menty funkcie iv sú prosté. Nech Px e w so stredom v bode zx nie je prostý a iv, — 
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= Pi("i). Jestvujú ešte elementy P2, ..., Ppe w so stredmi z 2, ..., zp tak, že P^z,) = 
= \\'\, / = 2 /;. Jestvuje okolie OUí bodu \\\, ktorého každý bod je obrazom 
nějakého bodu z okolia Oz. každého bodu z ř, i = 1, 2, ...,p, pričom o okoliach O, 
vždy možno předpokládat', že sú disjunktně a ležia v G. Nakofko Px nie je prostý, 
ku w 2eOV V i, w2 #= w t, jestvujú aspoň dva body z[, z i ' e 0 : l , zí 4= zí tak, že 
px(z\) = P!(zi) = w2. V každom z ostatných okolí Oz., i = 2, ...,// jestvuje aspoň 
jeden bod z-, v ktorom funkcia w nadobúda hodnotu w2. Teda w nadobúda w2 

aspoň v p + 1 bodoch, čím sme přišli k sporu. Funkcia w~i je podlá vety 5 analytická 
\ oblasti H. Z toho, čo sme dokázali, vyplývá, že je i definovaná v H 

Teraz dokážeme, že funkcia w _ 1 je rýdzo inverzná. Podlá vety 6 stačí dokázat', 
že všetky koncové elementy Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G zobrazia 
svoj střed do hranice oblasti H. Nech R0 je koncový element systému w, ktorý 
zobrazí svoj střed z0 do w0 e H. Tak ako predtým dostaneme existenciu p disjunkt-
ných okolí 0Zi c: G bodov z,-, i = 1, 2, ...,/?, ktoré sú disjunktné s nějakým okolím 
bodu z0 a ku ktorým jestvuje okolie Owo bodu w0 tak, že každý bod we 0WQ je 
obrazom právě jedného bodu z každého okolia Oz., i = 1,2, ...,p. Keďže z0 je 
hraničným bodom oblasti G, v každom okolí bodu z 0 jestvuje bod z'eG. Podfa 
nasej defmície w() = P0(z0) = ^ m ^o(z)- Pieto bod z'e G dostatočne blízky k bodu z0 

z-^z 0 

sa zobrazí funkciou R0, a teda aj funkciou w do OWo. To znamená, že bod R0(z) e Owo 

je pri zobrazení funkciou w obrazom aspoft p + l bodov z oblasti G, čo je opáť 
spor s predpokladom vety. 

Ak nie je w~ ' Tubovolne pokračovateíná v oblasti H, jestvuje v tejto oblasti 
křivka C o rovnici w = w(t), a = t :g b, vychádzajúca zo středu niektorého elementu 
funkcie w~l tak, že elementy PJ\ a ^ t < b, P_1e w _ 1 tvoria reťazec, ale v bode 
w(b) e H nejestvuje element, ktorý by bol priamym pokračováním elementov PJ * 
pre t dostatočne blízké ku b. Bod w(b) je stredom p elementov P~!, ..., P"1 funkcie 
w _ 1 , ktoré zobrazia bod w(b) do p róznych bodov zL, ..., zp. Zase jestvuje okolie 
Ovv(/)) bodu w(b) tak, že každý bod w e Ow(b) sa zobrazí elementární P_1, ..., P~' 
do právě jedného bodu v každom z p disjunktných okolí O., bodov z,, i = 1 /?. 
Křivka C končí v bode w(b), preto pre b — e ^ t ^ b ležia všetky jej body w(/) 
v Ow,(fc). Uvažujme o okolí Ow(to) ~~ Ow(b) středu w(t0) elementu P~ \ t0 je dostatočne 

p 

blízké ku b. Tento element zobrazí Ow(to) do množiny \J Oz.. Z jednoznačnosti 

a spojitosti P_1 vyplývá, že P"1 zobrazí Ow(to) do právě jednej z množin Oz.. Nech 
je to Oz.. Keby v niektorom bode w3eOw(to) bolo P^^u^) 4= P-1^), zobrazil 
by sa bod w3 funkciou w~! aspoft dop + 1 bodov, z čoho by vyplývalo, že funkcia w 
nadobúda hodnotu w3 aspoft v p + 1 bodoch, nakoTko w _ 1 je rýdzo inverzná. 
Teda P~ !(u') = PJ" !(w) pre všetky w e Ovv(řo) a element P~r je priamym pokračováním 
elementu PJ1. Pre w(t0) dostatočne blízké k bodu w(b) platí aj obrátené tvrdenie. 
Tým sme dostali spor s tvrdením, že nejestvuje priame pokračovanie so stredom w(b) 
elementov reťazca PJ1. Funkcia w _ 1 je Tubovoíne pokračovateíná v H, č. b. t. d. 
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Z vety 5 vyplývá, že funkcia \v~l vzhíadom na to, že je rýdzo in\erzná, je aj 
univalentná. Z toho vyplývá, že sa skládá len z prostých eiementov Tieto sú inverz-
nými elementární eiementov funkcie \v. Preto každý bod u s H'je stredom prá\e p 
eiementov funkcie i r - 1 . 

2. Ak oblasť G je jednoducho suvislá a jej komplement má viac ako jeden bod, 
jeslvuje konformně zobrazenie f(r) oblasti G na jednotkový kruh K. Nech \v je funkcia 
s vlastnosťami spomínanými v znění tejto vety. Jej inverzná funkcia W ' je uni\alentná 
a Fubovolne pokračovatelná v oblasti H. Tie isté vlastnosti v oblasti // má aj zložená 
funkcia fit'" ! . Táto funkcia zobrazí H na K. Keby komplement C/7 oblasti // mal 
viac ako dva body, pod Fa pomocnej vety 3 by bola funkciafť" { buď jedno-jednoznačná 
alebo nekonečné mnohoznačná. To isté by platilo i o funkcii \v~ ! . Ale u ' je/j-značná. 
/; konečné. /; ^ 2. Preto C// má najviac dva body. Menej ako dva body nemóže 
mať, lebo potom by // bola jednoducho súvislá a univalentná a FubovoFne pokračo-
vateíná funkcia \v~ l v // by bola jedno-jednoznačná. 

Ak má CLI dva body O, h. uvažujeme o zloženej funkcii tvaru f\~xglu kde # 
je homografická transformácia, která zobrazí body 0 a co do bodov O, h a h je 
exponenciálna funkcia. Táto funkcia je Tubovolne pokračovatelná na otvorenej 
rovině E0., preto je jednoznačná a zobrazí E0 na K. Keďže je ohraničená, podlá 
Liouvilleovej vety je konštantná. To je ale v spore s univalentnosťou funkcie f\v~ ]g 
a tým, že h nie je konštantná funkcia. 

Ak oblasť G je uzavretá rovina E bez jedného bodu O, tento bod nemóže byť 
podstatné singulárnym bodom funkcie \\\ Preto je u- merornorfná na E, a teda racio
nálna. Avšak racionálna funkcia nadobúda na oblasti E — {a} všetky hodnoty 
s výnimkou najviac jednej. Preto je H jednoducho súvislá a opáť dostáváme, že 
w~ ! je jedno-jednoznačná. Tým skór to platí v případe rovnosti G = E. Spor 
ukazuje, že v jednoducho súvislej oblasti G nejestvuje presne p-valentná funkcia. 
Pži 
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О П О Н Я Т И И О Б Р А Т Н О Й А Н А Л И Т И Ч Е С К О Й Ф У Н К Ц И И 

Вал тер Шеда 

Р е з ю м е 

Понятие обратной функции к непостоянной функции аналитической в расширенной плос

кости /. уже знакомо [1]. В этой статье вводится понятие обратной функции к функции VV 

аналитической в произвольной области С а Е следующим образом: Обратная функция и - - 1 

функции и' — это аналитическая функция в области Нг определенная обратным элементом 

произвольного однолистного элемента функции и\ Область Н1 — множество, на которое 

изображают свои центры все римановы элементы определенные в области С функцией VV 

(риманова поверхность функции V.' в области С). Риманова поверхность функции \У~ 1 в области 

//\ содержит все обратные элементы элементов римановой поверхности функции и? в области С. 

Гели она других элементов не имеет, будем говорить, что > У - 1 строго обратная. Функция IV 

имеет с ф о г о обратную функцию тогда и только тогда, если все граничные элементы рима

новой поверхности функции IV в области С отображают свои центры на границу области Н1 

(теорема 6). В работе введены некоторые классы функций, имеющих строго обратную функ

цию: функции аналитические в расширенной плоскости (теорема 3), однолистные функции 

(теорема 4), мероморфные и точно р-листные функции (теорема 7). О последних утверждается, 

что для (сю >)р ^ 2 не существуют в односвязной области. 
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Ü B E R D E N B E G R I F F D E R A N A L Y T I S C H E N U M K E H R F U N K T I O N 

Valter Seda 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Der Begriff der Umkehrfunktion der nicht konstanten Funktion, welche in der Vollebene E 
analytisch ist, ist schon in der mathematischen Literatur bekannt [1]. In dieser Arbeit ist der Begriff 
der Umkehrfunktion zu der Funktion w, die in einem beliebigen Gebiet G c E analytisch ist, auf 
folgender Weise eingeführt: Die Umkehrfunktion w-1 der Funktion w ist die Funktion, die in 
dem Gebiet H1 analytisch ist und mit dem Umkehrelement eines beliebigen ein-eindeutigen Elements 
der Funktion w bestimmt wird. Das Gebiet H1 ist die Menge, auf welche alle Riemannschen Ele
mente, die die Funktion w im Gebiete G bestimmt (die Riemannsche Fläche der Funktion w im 
Gebiete G) ihre Mittelpunkte abbilden. Die Riemannsche Fläche der Umkehrfunktion w~l im 
Gebiete Ht enthält alle Umkehrelemente der Elemente der Riemannschen Fläche der Funktion w 
im Gebiete G. Wenn sie keine weitere hat, sagen wir, daß die Funktion w-1 streng inverse ist. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Funktion w die streng inverse Funktion 
habe, ist, daß alle Endelemente der Riemannschen Fläche der Funktion w im Gebiete G ihre 
Mittelpunkte in die Begrenzung des Gebietes Hx abbilden. (Satz 6). In der Arbeit werden folgende 
Klassen der Funktionen angeführt, welche die strenge Umkehrfunktion haben: die Funktionen 
analytisch in der Vollebene (Satz 3), die einwertigen Funktionen (Satz 4) und die meromorphen, 
streng p-valenten Funktionen (Satz 7). Über die letzten wird behauptet, daß sie für p ^ 2 in dem 
einfach zusammenhängenden Gebiet nicht existieren. 
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