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MATKMATICKO-FYZIKÁLNV ČASOPIS SAV. X. 4-1960 

M E R A T E E M í S T N i E K T O R Y ť í i 1 U N K ( II 
NA K A R T É Z S K Ý C H S f C I N O ť i l 

T I B O R X E U B K U N X , Bratislava 

Je známe, že ak funkcia f(x, y) definovaná na kartézskom súčine (X > Y. 
SxT) (pojmy a označenia pozři v časti 1) ]).riestorov (X, 8) a (Y. T) je meratelná. 
potom sú meratelné jej .r-rezy aj jej y-vezy. MerateI"nosť .r-rezov aj /y-rezov 
však nestačí na meratelnosť funkcie f(x. y). Bolo dokázané v |4 | . že funkcia 
dvoch premenných definovaná na číselnéj rovině, lebesguovsky meratelná 
vzhladom na jednu premennú a spojitá vzhladom na druhů premennú, je 
lebesguovsky^ meratelná na číselnej rovině. Všeobecné jšia veta je dokázaná 
v [1] pre meratelnosť transformácie f(x, y) definovanej na ( X x Y , SxT) do 
niektorých topologických priestorov. Vo vete dokázanéj v tej práci sa před
pokládá, že v priestore (X, S) je X číselný interval S systém všetkých borelov-
ských množin na tom intervale. 

V tej to poznámke ukážeme, že o prvej složke kartézského súčinu stačí před
pokládat, že je to separabilný metrický priestor; potom funkcia f(x, y), ktorej 
y-rezy sú spojité na tom priestore a x--rezy meratelné na priestore (Y, 7"), je 
meratelná na (X x Y, S X T). 

Dókaz, ktorý budeme robiť pre funkcie, dá sa takmer tak isto urobit pre 
transformácie do takých topologických priestorov, v ktorých postupnost me-
ratelných transformaci! konverguje k meratelnej transformaci]. O takých 
priestoroch sa hovoří v |T]„ 

1 

Vr tejto časti uvedieme pojmy a označenia, ktoré budeme |)oužívať. AkX je 
nějaká množina a S je taký systém podmnožin množiny X, že pre [libovolné 
dve množiny E, F e S je E-F e S a pre lubovolné množiny Et, e S(n -- \. .2, . . .) 

je u EneS (teda S je ťr-okruh, ])ozri napr. [2], str. 24.) a okrem toho platí, že 
)i ] 

množinový sůčet všetkých množin patriacich do S dává cehi množinu X, 
hovoříme, že je daný meratelný priestor (X, S). V dalšom budeme uvažovat 
len o takých priestoroch, pre ktoré X £ S. 

Pod funkciou f(x) budeme rozumieť funkciu definovánu na X s hodnotami 
v (— oo, oo). 

Ak (X, o) je metrický priestor, potom množinu H C X nazýváme boi'elovskou. 
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ak patř í do najmenšieho ťr-okruhu nad systém )m všetkých otvorenýoh množin 
t o h o priestoru (pozři napr . [3], str . 202). 

Ak f(x) je funkeia definovaná na Ár, K je p o d m n o ž i n a intervalu ( co. oo ), 
znakom / ](K) označujeme množinu všetkých t ý c h prvkov, pre k t o r é f(x) 
patř í do K. 

Ak (X, S) je moratel i iý •priestor, f(x) je fu ikoia def inovaná na X, b u d e m e 
funkeiu i(x) miyvvať mera tefnou vzhladom na (Ár, S), ak pre každú borelovskii 
množinu /> C( co, oo) je /~~l(/>)€-§>. 

Xech (A", S), (Y, T) su dva merat-elné pries torv. Znakom (A" X )r. S X T) 

budeme o z n a č o v a t k a r t é z s k ý súéin týoh ])riestorov to z n a m e n á t a k y mera-
teiný priestor, v k t o r o m A" X )' je kar tézský súéin množin X a Y a S x F j e n a j -
monší (7-okruh nad systémorn množin A X B, k d e A e S, Bf_T. 

Ak (X, S) je m e r a t e l n ý pries tor a na X X X je d a n á m e t r i k a g, hovoř íme 
o metr iokom m e r a t e í n o m priestore. Ak (X, g) je separab i lný m e t r i c k ý priestor, 
hovoříme o separabi lnom metr iekom merate i i iom pr ies tore. 

K e d f(x. y) je funkeia d a n á na k a r t c z s k o m s účine (X x Y, S X T) dvoeh 
m e r a t e í n ý e h priestorov, označujeme znakom f(y) p re ; r6K funkeiu p r e m e n n e j y 
definovánu na Y t a k t o : fx(y) — f(x, y). F u n k e i u f,(y) n a z ý v á m e ir-rezom 
funkcie /. Analogicky definujeme H-rez. 

V dalsom b u d e m e p o t ř e b o v a t t i i to l e m m u : 

Lemma, Nech (X, S), (Y,T) sú dva měnitelné priestory. Nech {Ev}%o, 
E.t S je postupnost' disjunktných množin a {<p-.t(y)}n=.i postupnosť funkcii defino
vaných na y a merateínýeh na (Y, T). Potom funkeia f(x, y) ~ <pn(y) pre xe Eh 

je merateFiiá na (X X Y, S X T). 

D ó k a z : Nech ./i C (----- oo, co) je boreiovská množina . 

/-i(jB) = u En x <pňl(B). teda f~1(B)eS X T. 
v - 1 

3 

P r e d p o k l a d a j m e v dalsom, že (X, S, g) je separabi lný metr ický m e r a t e l n ý 
priestor t a k ý , že S obsahuje v š e t k y o tvorené množiny z (X, g). P r i e s t o r (Y, 7") 
nech je m e r a t e l n ý priestor. F u n k e i a f(x, y) n a (X X Y, S X T) nech je t a k á , že 
k a ž d ý jej r-rez je m e r a t e l n á funkeia n a (Y, Y). 

K funkcii /(.r, //) s k o n š t r u u j é m e n a j p r v istii postu])iiosť funkcii a potom si 
v š imneme niektoré v las tnost i te j p o s t u p n o s t i . 

Pr ies tor (K, g) je separabi lný, existuje t e d a spočítateFná množina // -
----- {&"!, x2 vn . . . \ h u s t á v ňom. 
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K danému číslu e kladnému utvořme množiny Qn -- Q(xh. t) — ! x : £>(#„, •*')< 

< «'••) pre TI = 1, 2, ... . Zrejme platí u -Qn = X. 

Pomocou týchto množin utvořme množiny: 

Q\ = QX- {x„xs,...}. 

Í2; — Q2 — {x.,, # 4 , . . .}, 

Množiny Q'n, n = 1, 2, . . . inajii tieto vlastnosti: 

1 ° Pre n = 1, 2, . . . a;n 6 fln, 

2° u Qn - u fl, - X, 
w = l w = l 

3° Sú to meratelné množiny. 

Vlastnosti 1° a 2° sa Tahko dokážu. Meratelnosť množin vyplývá z meratel-
nosti otvorených množin a z toho, že jednobodové množiny sú meratelné. 
(Meratelnosť jednobodových množin vyplývá totiž z toho, že ich možno dostať 

ako prenik otvorených množin typu Q I x, — I .) 

Utvořme teraz množiny: 
Q[ = Q\, 
Q: = Q:. &i, 

Q: = Q: - "u Q; 
< - 1 

Množiny Q"n sú disjunktně a inerateTné. Pre n = 1, 2. . . . je xn čQ"n. Dis-
junktnosť a meratelnosť vyplývá priamo z konštrukcie tých množin. Ukážeme, 
že pre n= 1, 2, . . . je #.,, 6 Qn. Pre každé ??, je xn e Qn. Avšak pre m < n platí 

.•/ - 1 

xn^Qm, ako to vidieť z definície množiny Í2^. Teda #.w ££>,', — u Q[ = Q"n. 

Takto sme získali disjunktný systém množin, ktoré majú okrem toho tú 
rx> 

vlastnost, že u Q"n = X. 
n = l 

Je zřejmé z konštrukcie, že množiny Q"H móžeme skonštruovať tak, aby 
mali priemer menší ako dané číslo d. 

V dalších úvahách budeme vynechávat kvóli jednoduchosti znak ", budeme 
vsak mať na mysli množiny Q"n, ktoré sme skonštruováli vyššíe uvedeným spó-
sobom. 

K postupnosti j---J móžeme skonštruovať postupnost systéme v {Q';t}č=ií 

k = 1, 2 ,. . . s týmito vlastnosťami: 
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V Pre k = 1, 2. . . . u . 0 * = N. 
w =• i 

2° Pre k = 1, 2, . . . íi^sú disjunktně množiny, t. j . -Q£ n Í>J =-= 0 a k /; ^ q. 

3 xtl e Ol pre n = V 2, . . . pri každom k. 

1 d(D]!) < • - pre « = 1. 2, . . ., pričom d(L)n) značí priemer množiny Q^. 

Nech k je prirodzené číslo. Definujme funkcie /A:(^, y) na K X V takto: 
Nech (r, ?/) 6 X X Y. Pretože xeX existuje prirodzené číslo n\ = n tak, že 

X£LQ\, Množina Q\ obsahuje prvok xneH. Položíme fk(x, y) = f(xn, y). 
Platí táto veta: Pre každé- k = 1, 2, 3, . . . je funkcia fk(x, y) měnitelná 

na (X x Y, S X 7). 
Tvrdenie tejto vety vyplývá z lemmy dokázanej v 2. časti. Stačí za množiny 

P:l brať množiny Q„ a za funkcie g?w funkcie / ( . ^ , H). 

Predpokladajme teraz okrem meratelnosti r-rezov funkcie f(x, y) aj spoji
tost jej y- rezov na metrickom priestore (X, q). 

Potom možno vyslovit tu to vetu: 

Veta. Postupnost' funkcii {fk(x, y)}i^i konverguje k funkcii f(x, y). 

D ó k a z . Nech (x, y) £ X X Y. Zvolme e > 0. Pretože každý y-rez funkcie 
f(x, y) je spojitá funkcia na (X, Q), existuje ó > 0 tak, že pre všetky xteX, 
pre ktoré O(.rl5 x) < d, je | f(x, y) — f(x-{, y) \ < e. Zvolme 1c0 tak, aby pla
tilo •-— < ó. Pre každé k ^ k0 existuje prirodzené číslo n tak, že x e Q\ a d(Q]'n) < 

k0 

< - < r < ó. Podlá definície je fk(x, y) = j(xn, y), pričom xnšQn. Pretože 
k k0 

x^eQ';^ je Q(X,V, X) < d a teda 

f(x, y) - fA*, y)\ = \f{x, y) - / K , y)\ < e. 

'Poraz móžeme vyslovit vetu: 
VHa. Nech (X x Y,S X T) je kartézský súči7i merateVných priestorov, pričom 

(X, S. o) nech je separabilný měnitelný metrický priestor, v ktorom 5 obsahuje 
všetky otrorenc množiny. Nech f(x, y) je funkcia definovaná na X X Y taká, ze
je j x-rezy sú mereitelné vzhTadom na (Y, 7) a jej y-rezy sú spojité na mMrickom 
priestore (X, p). Potom funkcia f(x, y) je meratelná na (X X Y, S X 7). 

D ó k a z . Funkcia f(x, y) je limitou postupnosti měnitelných funkcii (podía 
viet z časti 3 a 4) a teda je meratelná. 

P o z n á m k a . Dá sa lahko nahliadnuť, že aj transformační do merateíného 
topologického priestoru možno napísať vyššie uvedenou metodou ako limitu 
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postupnosti meratelných transformacií (ak, pravda, zachováme předpoklady 
o meratelnosti jej .r-rezov a spojitosti jej ?/-rezov). Za postupnost tých mera
telných transformaci! k danej transformácii f(x, y) stačí zobrať postupnost' 
{fk(x, y)}T\ definovánu tak ako v časti 3. Limita takejto postupnosti meratel
ných transformácii je meratelnou transformáciou, ak ide o transformácic do 
takých topologických priestorov, v ktorých sú splněné tieto podmienky: 

1° Systém všetkých meratelných množin je najmenšou G-algebrou nad 
systémom otvorených množin toho priestoru. 

2° Pre každú otvorenú meratelnú množinu U existuje spojitá funkcia f(x) 
taká, že f(x) -•£ 0 vtedy a len vtedy, ak x €\J ([1], str. 28). 

V [I] je tiež dokázaná veta o meratelnosti transformaci priestoru (XX )', 
S X 7") do priestorov, ktoré majú vyššie uvedené vlastnosti, za toho předpo
kladu, že X je interval <0, 1> a S systém borelovských množin na intervale 
\0, 1>. Veta je tam dokázaná za předpokladu, že H-rezy sú spojité správa 
na intervale <0, 1> a .r-rezy sú meratelná funkcie na (Y, T). 

Výsledky získané pre meratelnosť funkcie f(x, y) na priestore (X X )', 
S X T) sa dajú prirodzene preniesť na funkcie n premenných definované na 
n-rozmernom euklidovskou! priestore En. Dostáváme tak tuto vetu: 

Veta. Nech f(xl9 x2, . . ., xn) je funkcia definovaná na euklidovskom n-rozmer-
nom priestore Ev. Nech 1 ^ k < n a pre každú skupinu císiel (x{\, x\], . . ., xk) 
je funkcia f(x\, . . ., xl, xk+l, . . ., xn) lebesguovsky merateTná ako funkcia n —k 
premenných. Nech pre každú skupinu n-k císiel (xk+1, . . ., xn) je funkcia f(x, 
. . ., xk, xk+1, . . . xfj spojitá funkcia k premenných v k rozmernom euklidovskoni 
priestore. Potom funkcia f(xA, . . ., xn) je lebesguovsky merateTná v Ev. 

D ó k a z . Priestor En možno považovat za kartézský súčin priestorov Ek X 
X En-k. Přitom robíme z vy čaj nú dohodu, že nerozlišujeme prvky (xx, . . . , 
xn) a [(xl9 . . . xk); (xk+1, ..., xn)]. 

Na priestore Ek uvažujeme o systéme všetkých lebesguovsky meratelných 
množin SEk. Na priestore En-k zase o systéme všetkých lebesguovsky meratel
ných množin SEn_k. Podlá vety zo 4. časti je funkcia f(xx, . . ., xtt) meratelná 
na priestore (Ek x En-k,SEk X SEn_k). Systém SEjc X SEn_h. je však podsysté-
mom systému S všetkých lebesguovsky meratelných množin v En. Teda 
funkcia / meratelná vzhladom na podsystém je tým skór meratelná vzhladom 
na systém S. 
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ИЗМЕРИМОСТЬ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ В ДЕКАРТОВЫХ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯХ 

Т И Б О Р Н Е Й В Р У Н Н 

В ы в о д ы 

И этой статьи доказывается следующая теорема (обозначения к а к в [2]). 

Пусть X — сспарабелыюе метрическое пространство и 5 — с-алгебра подмножеств 
множества X содержащая все открытые множества в X. Пусть У — абстрактное мно
жество и Т — сг-алгебра подмножеств множества У. Пусть }(х, у) действительна}! 
функция определенная на X х У т а к а я , что для всякого фиксипованного у 6 У функ
ция /7(х) = /(х-, у) непрерывна на X и для фиксированного х € X функция ]х(у) = /(х, у) 

измерима в пространстве (У, 7). 

Потом функция 1(х, у) измерима в декартовом произведении (X X У, 5 X 7). 

MEASURABILITY OF CERTAIN FUNCTIONS 
ON CARTESIAN PRODUCTS 

T I B O R N E U B R U N N 

S u m m a r y 

I n th i s pape r the following theorem is proved (used notations according to [2]): 
Let X be separable metr ic space a n d S a-algebra of subse ts of X containing al l o p e n 

sets in X. Let Y be abs t rac t set a n d 7 o-algebra of subse ts of Y. Le t f(x, y) be real func t ion 
defined on X X Y such that for every fixed y € Y the func t ion f'(x) = f(x, y) is continuous 
on X a n d for fixed x £ X the func t ion fx(y) = f(x, y) is measurable in (Y, 7). 

Then the func t ion f(x, y) is measurable in t h e space (X x F , S X 7). 
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