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MATEMATICKO-FYZIKNLisY ČASOPIS bAV, XIV, 1-I9ti4 

ÜBER DIE FUNKTIONEN DER ERSTEN 
BAIRESCHEN KLASSE MIT DER EIGENSCHAFT 

VON DARBOUX 

l A D I S L A V MlSl 'K, Bratislava 

Z. Z a h o r s k i hat in [4], S. 7, folgendes bewiesen: Die Menge aller Funktionen 
der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux. die auf dem ein­
dimensionalen Euklidischen Raum definiert sind, ist gleich den Mengen ,//Q und .// {. 
So ist jede Funktion / der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von 
Darboux durch gewisse topologische Eigenschaften der Mengen {x:/(x) > a) und 
[x : f(x) < a\ charakterisiert. In dieser Arbeit beweist man, daß eine ähnliche 
Behauptung auch für die Funktionen, welche auf dem n-dimensionalen Euklidischen 
Raum definiert sind, gilt. Dabei wird auch eine Charakterisierung dieser Funktionen 
durch eine Eigenschaft der Mengen {x: f(x) ^ a) und | x : / ( x ) < a) gegeben. 

Es sei X ein topologischer Raum. Ein System 6 von Teilmengen des Raumes X 
heißt eine offene Base, wenn die Mengen aus des Systems 0 offen sind und wenn 
zu jedem xeX und jeder Umgebung U mit xeU ein O e (9 existiert, so daß 
x e O c U ist. Es sei / eine reelle Funktion, die auf X definiert ist, und (9 sei eine 
offene Base. Die Funktion / hat die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne 
bezüglich der Base (9, wenn folgendes gilt: Für jedes O e 0 und jede Zahl c\ für 
welche zwei Punkte x und y aus Ö (]) so existieren, daß/(.v) < c < f(y) ist, existiert 
ein Punkt ( e Ö für den /(£) = c ist. So zum Beispiel hat jede Funktion, welche 
in dem n-dimensionalen Euklidischen Raum En stetig ist, die Eigenschaft von 
Darboux in starkem Sinne bezüglich der Base aller Umgebungen O(x, t:) für jedes 
x e En und e > 0, wobei O(x, s) die Menge aller Punkte y aus En ist, die die Ent­
fernung von x kleiner als s haben. Jede Funktion die im En stetig ist, hat die Eigen­
schaft von Darboux in starkem Sinne auch bezüglich der Base aller offenen Inter­
vallen. Die Ableitung einer additiven Intervallfunktion hat die Eigenschaft von 
Darboux in starkem Sinne bezüglich der Base aller offenen Intervallen [2], S. 272. 

Es sei (9 eine offene Base im topologischen Raum X. Eine Menge A hat die Eigen­
schaft M*(0), wenn für jedes O e 0, für das O cz A ist, Ö c= A gilt. Die Menge 
*//*(&) sei die Menge aller Funktionen j \ die auf X definiert sind, und für welche 
die Mengen \x:f(x) ^ a) und {x :/(x) ^ a) (2) für jede reelle Zahl a die Eigen-

(l) O bedeutet die abgeschlossene Hülle der Menge O. 
( ) {x : V(x)} bedeutet die Menge aller Punkte v für welche V(x) gilt. 
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schaft M*(#) haben. Jede Funktion die im X stetig ist, gehört zu der Menge Ji'*((!)) 
für jede offene Base (9. Wenn X = E„ und 0 die Base aller offenen Intervallen ist. 
dann ist die Ableitung einer additiven Intervallfunktion aus der Menge J4'*((9). 
Das geht aus dem Lemma 4 [2], hervor. Die Menge ,M*((9) sei die Menge aller 

Funktionen aus , / /*($) , welche aus der ersten Baireschen Klasse sind, d. h. wenn X 
ein metrischer Raum ist, die Mengen (x : f (x ) \% a} und {x : f (x ) ^ a) sind Gd 

und haben die Eigenschaft M*($) für jede Zahl a. Eine Funktion ist aus der ersten 

Baireschen Klasse, wenn sie der Limes einer Folge von stetigen Funktionen ist. 

Wir werden sagen, daß die offene Base C) in topologischem Raum X die Eigen­
schaft 1 und 2 hat, wenn folgendes gilt: 

1. FS existiert zu jedem Punkt x e X und zu jeder offenen Menge O, für welche 

x e O ist, eine solche Menge U e (9, für welche U <zz O und x e U — U ist. 

2. Eür jedes O e (0 und jede solche Zerlegung der Menge O in zwei nichtleere 

zueinander disjunkte Mengen A und B, O = A u B, (3) für welche U n O cz A, bzw. 

U n O <zz B ist, wenn U <zz A, bzw. U cz B und U e 0 ist, sind die Mengen A' n B 

und A n B' nicht leer. (4) 

Es sei (/((°) die Menge aller Funktionen, die aus der ersten Baireschen Klasse 

sind, und die die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne bezüglich der Base (r 

haben. 

Satz l. Es sei X ein vollständiger metrischer Raum. Es sei (l eine offene Base 

im X mit den Eigenschaften 1 und 2. Dann ist -//*((°) cz &((!•). 

Beweis . Es sei fe J/*(((l). Dann ist f aus der ersten Baireschen Klasse. Wenn 

die Funktion / nicht aus &(C:) ist, dann hat die Funktion f nicht die Eigenschaft 

xon Darboux in starkern Sinne bezüglich der Base ((i. Dann muß eine solche Zahl c 

und eine solche offene Menge O e C existieren, daß f(x ( )) < c < f(y{)) für geeignete 

x{).\l)c-Ö ist und die Menge J x : x G O , f ( x ) == c\ leer ist. Es sei A = [x : x e O 

l'(x) _̂ c\ und B = \x : x e O,f(x) ^ c\. Die Mengen A und B sind nicht leer. (Wäre 

/um Beispiel A leer, dann O cz B und auch O cz | x : f ( x ) ^ c\. Das wird aber 

der \ n n a h m e r0 e O widersprechen.) Es sei E die Menge O n A' n B'. Aus der 

Eigenschaft 2 geht hervor, daß A' n B cz B' und A n B ' ZD Ä gilt. Aus dem folgt 

nun A n B --=-- A' n B n O cz A' n B' n O = E n O und A n B' cz E n O. 

Wir werden /eigen, daß EnO nicht leer isi, und daß EnA und EnB im 

E n O dicht liegen. Da O = A u ß ist, sind die Mengen A' n B und A n B' wegen 

der Eigenschaft 2 nicht leer. Es sei x e A' n B und U eine beliebige Umgebung 

des Punktes x, welche im O enthalten ist. Wegen der Eigenschaft 1 existiert eine 

offene Menge V e (<\ für die I•' cz U und xe V — V ist. Dann muß V n B nicht 

(3) A u B. b/w. A n li, bedeutet die Summe, b/w. den Durchschnitt der Mengen A U\M.\ B. 
A cz B bedeutet, daß A eine Teilmenge von B ist. 

(4) \' bedeutet die Ableitung der Menge A. 
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leer sein. In anderem Fall wäre V - A und so x e A. Das widerspräche aber der 

Annahme x e B. Es ist also Un B - [x! für jede Umgebung U des Punktes x 

nicht leer, und deshalb ist x aus B'. Wir haben gezeigt, daß A' n B c A' n B' ist. 

Ähnlich beweist man. daß A n B c= A' n /=?' gilt. Es folgt daraus, daß Fn O 

nicht leer ist, weil die Mengen A' n B und A n B' nicht leer sind. Die Mengen 

A' n B und A n ZT liegen in der Menge Fn O dicht. Das geht aus folgender Be­

trachtung hervor: Es sei xe Fn O und xe UeC. U c O. Dann existieren zwei 

Punkte x, , r« £ U. für welche x, e A, yi e B und x, =i= x und .', 4-- x ist. Es sei 

A, =- U n A und /?, = U n B. Dann ist U == A, cj B, . und A, und /?, sind nicht 

leer. F ür jedes V e t, V ei A,. bzw. V c= B, gilt V n U =- (1/ n 6>) n L a A n i' = 

^ Ai, bzw. V n U --.-. (V n O) n U c= B n U = B,. Wegen der Eigenschaft 2 sind 

die Mengen A\ n /?. und A, n Bj nicht leer. Es existieren im U Punkte aus A' n B 

und auch aus A n / i \ weil A't n B, c= /(' n B, A, n B'. c= A n B' ist. Daraus . 

daß A' n B und A n B' im Fn O dicht liegen, und aus A' n B -= A' n / j ' n /? = 

= (A ' n B' n O) n /i -= Fn B und A n B' = Fn A folgt nun. daß die Mengen 

Fn A und Fn B dicht im Fn O liegen. 

Die Funktion /' ist ans der ersten Baircsch.cn Klasse Lind d']c Menge F ist eine 

abgeschlossene Menge, deswegen muß die partielle Funktion / / " der Funktion f 

aiif die Menge F in einer dichten Teilmenge von F stetig sein ([1], 9.5.26. S. 260). 

Es sei xeFnO. Dann existieren in jeder Umgebung des Punktes x die Punkte 

aus Fn A und auch aus Fn F, weil diese Mengen im Fn O dicht liegen. Da 

f(x) 4= c ist, ist die Funktion f/F nicht im x stetig. Die Funktion f:F ist also in 

keinem Punkt aus Fn O stetig, und deswegen kann sie nicht in einer dichten Teil­

menge von F stetig sein. Das ist aber ein Widerspruch. 

Eine Menge A hat die Eigenschaft M0(6), bzw. M\(() dann und nur dann, wenn 

für jeden Punkt x e A und jede offene Menge O e ( , für welche x e O ist. die Menge 

AnO mindestens abzählbar, bzw. unabzalilbar ist. Es sei ,// ( ' ,((). bzw. .//\(() 

die Menge aller Funktionen j \ für welche die Mengen {x : f(x) > a) und 

\x:f(x) < a) für jede Zahl a die Eigenschaft M^fJ), bzw. Mi(( f) halben. Es sei 

J/()(&'), bzw. // x(() die Menge aller Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse 

und aus f//( ',(6), bzw. J/\((). d. h. wenn X ein metrischer Raum ist, die Mengen 

[x : f (x ) > a) und [x : f (x ) < a) sind Fa und haben die Eigenschaft M('}((
r ), bzw. 

M\(() für jede Zahl a. 

Lemma. FS sei X ein topologisciicr Raum. Es sei ( eine offene Base im X. Dann 

gilt J/\(0) c= J/'{0) c= J/'^). 

Beweis . Die Behauptung Jl\((J) c= J/'()((<) ist evident. 
Es sei jetzt fe .//0((y). Es sei a eine Zahl und A = [x : f(x) ^ a\. Weiter sei 

OeC Lind O c= A. Wenn ein x0 e O — A existiert, dann muß O n (A — A) 

mindestens abzahlbar sein, weil X — A — \x:j(x) < a) und x0eO — A ist. 
Das aber wiciesprichi der Annahme, daß O c= A ist. Deswegen muß O — A leer 
sein und es ist O c= A. Die Menge A hat also die Eigenschaft M'<-((). Ähnlich 
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beweist man, daß auch die Menge [x : f (x ) <. a), wo a eine Zahl ist, die Eigenschaft 

M'*(C) hat. Aus dem folgt schon fe , / /*(#) . 

Wenn X = F„ und C die offene Base aller Umgebungen oder die offene Base 

aller offenen Intervallen ist, dann gilt J/'0(C) = •//'*((). Das ist aus folgender Be­

trachtung evident: Es sei fe .//'*(C). Es sei A = {x : f(x) > a}, wo a eine Zahl ist. 

Weiter sei xeA und O = Ox eC:, für das xeO ist. Dann ist Ox n A nicht leer. 

Es sei x, e O, n A. Dann existiert O2 e C, für das xt <£ O2, x e O2 und O2 cz O, 

ist. Es folgt daraus, daß O2 n A nicht leer ist. Es existiert also x2 e O2 n A. Man 

kann diese Betrachtung wiederholen und man bekommt eine Folge [ x j , x2 „ 

.\3 v,7, ...j von Punkten aus O n A, die alle verschieden sind. Es hat also die 

Menge A die Eigenschaft M0(C
]). Ähnlich beweist man, daß auch die Menge 

].v:/(x) < OJ, wo a eine Zahl ist, die Eigenschaft M0(C) hat. Die Funktion f ist 

aus der Menge r //{(C). 

Satz 2. Es sei X ein tonologischer Raum. Es sei f eine Funktion die auf X definiert 

ist, und die die Eigenschaft von Darhoux in starkem Sinne bezüglich der offenen 

Ba>e (' hat. Dann gilt, daß Je //^(C) ist. Wenn außer dem Jede Menge aus der Base Ci 

unahzähihar /.>/, dann ist f e - //\(C ). 

Beweis . Es sei a eine Zahl und A = !.v:/(.v) ^ a). Es sei O c= A für OeCJ, 

Wäre x(, e O — A, dann wäre f(x0) < a und müßte ein ( e ö so existieren, daß 

f(c) = (f(x0) + a}/2 wäre. Das wäre ein Widerspruch zu der Annahme, daß O c A 

ist. Die Menge A hat also die Eigenschaft M%((0). Ähnlich beweist man, daß die 

Menge [x : f (x ) :> a) für jede Zahl a die Eigenschaft M*((o) hat. Deswegen ist 

Es sei jet/t jede offene Menge aus (r' unab/ählbar. Weiter sei a eine Zahl und 

A - [x : f (x ) > Ol. Es sei x() e A und O eine solche Menge aus C\ für welche 

x() e O ist. Wenn O c: A ist, dann ist der Durchschnitt A n O unabzählbar. Wenn 

es ein x, so gibt, daß x, e(J — A ist. dann existiert zu jeder Zahl c, für welche 

/(.v,) < c < J(x0) ist, ein solcher Punkt xceO. für den f(xr) = O ist. Auch in 

diesem Fall ist also A n O unabzählbar. Ähnlich beweist man, daß die Menge 

|.v:/(.v) < a) für jede Zahl O die Eigenschaft Mfcf) hat. Es ist also fe ,//\(C). 

Satz 3. I:s sei X ein vollständiger metrischer Raum. Es sei G eine offene Base 

im X mit den Eigenschaften 1 und 2. Dann gilt CJ(CJ = ..//%(&). Wenn außer dem Jede 

offene Menge aus der Base 0 unahzähihar ist, dann ist C/(C) = • //X(C) = -//0(C) = 

= -//*(<»). 

Beweis . Die Behauptung £/((') = -//^(C) folgt schon aus den Sätzen 1 und 2. 

Atis dem Lemma, aus dem Satz 2 und aus dem, was wir schon bewiesen haben, 

folgt jetzt, daß ?s(C) c .// X(C) c .//0(C) c= , / /*(£) = £/(#) ist. Es gilt also (/(&) = 

= -// ,(( ') = .//0(C) = . / /*(#) . 

Für den metrischen Raum X können wir zum Beispiel den w-dimensionalen 

Euklidischen Raum En wählen. Für die Base C können wir zum Beispiel das 
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System 01 aller offenen Intervalle oder das System 62 aller Umgebungen O(x, e) 
im En wählen. Die Systeme 0X und C;2 haben evident die Eigenschaft 1. Das System C, 
hat auch die Eigenschaft 2. Das geht aus dem Lemma 9 der Arbeit [2] hervor. Jetzt 
werden wir zeigen, daß auch das System 02 die Eigenschaft 2 hat. 

Es sei O eine Umgebung und sei O = A u B, wobei A und B zwei nichtleere zu­
einander disjunkte Mengen mit folgender Eigenschaft sind: Es sei U e C und 
U c A, bzw. U c B. Dann ist auch Ü n O cz A, bzw. 1/ n O cz B. Da die Mengen 
A und B nicht leer sind, existieren zwei Punkte x0 und j ! 0 , x0 e A und y0 e B. Es 
sei L der Abschnitt mit den Endpunkten x0 und y0. Für jedes x e B — A', bzw. 
j e A — B' existiert eine Umgebung O(x, ß), bzw. O(^, ß), für welche O(x, e) c B. 
bzw. O(y, ß) cz A ist. Es sei ß(x), bzw. ß(y) das Supremum der Menge {ß : O(x, ß) c BJ. 
bzw. (ß: O(y, ß) c= A}. Dann ist auch O(x, ß(x)) cz B, bzw. O(y, ß(y)) cz A. Wenn 
O(x, ß(x)) cz O, bzw. O(y, ß(y)) cz O ist, dann existiert ein Punkt xx e 0{\\ ß(x)). 
bzw. y! e O(y, ß(y)), für den x,eA\ bzw. Vj e ß ' gilt. Jetzt kann x0 e A n B. 
bzw. y0 e A' n B oder x0 e A — B', bzw. y0 e B — A' sein. Im ersten Fall ist A n B . 
bzw. A' n B nicht leer. In zweitem Fall existiert die Umgebung O(x0, e(x0)), bzw. 
O(y0,s(y0))' Im Falle O(x0, ß(x0)) c O, bzw. O(y0, ß(y0)) cz O ist A n B', bzw. 
A' n B nicht leer. Wenn O(x0,ß(x0)) cz O, bzw.. O(y0-ß(yo)) c : ^ nicht gilt, dann 
wiederholen wir diese Betrachtung mit dem Durchschnitt der Menge O(x0, e(x0)) -

— O(x0, ß(x0)). bzw. O(y0, 4yo)) ~ O(yo^£(yo)) ü n d ^ e s Abschnitts L. Da der 
Abschnitt L eine endliche Länge und einen positiven Abstand von O — O hat. 
bekommt man durch Wiederholung dieser Methode, daß A n B' und A' n B nicht 
leer sind. Deswegen hat das System C2 die Eigenschaft 2. 

Für X — Ex und C = C\* bzw. C = C 2 bekommt man aus dem Satz 3 das Resultat 
aus [4]. Der Satz l aus |3] ist eine unmittelbare Folgerung des ersten Teiles des 
Satzes 3 für X = E,. 
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О ФУНКЦИЯХ ПЕРВОГО КЛАССА БЭРА 
СО СВОЙСТВОМ ДА РВУ 

Ладислав М и ш и к 

Р е з ю м е 

3. Загорски в [4|, сгр. 7 показал, что множество всех функций от одного действительного 

переменного первого класса Бэра со свойством Дарбу совпадает с каждым из множеств //о 

и . / / | . Из георемы 3 этой работы вытекает, в частности, результат Загорского. 

Пусть Л юполо! ическое пространство. Функция у обладает свойством Дарбу в сильном 

смысле относительно базы С' открытых множеств в А', если для каждого О е Ф и для каждого 

числа с, для которого существуют точки л% уеО со свойством /(л) с ;./(>). существует 

такая точка 5 е О, что/(.г) = «л Пусть ГУ(Ф) множество всех функций первого класса Бэра 

со свойством Дарбу в сильном смысле относительно ф. 

Множество А обладает свойством М%(Ф\ если О с А для каждого ОеФ, для которою 

О а А. Множеспю А обладает свойством М'о(Ф) (М\(ф)) если для каждого* б Л и для каждого 

0 е С с V Е О пересечение А п О не менее чем счетно (несчетно). Множество М*(С), это мно­

жество всех функций /первого класса Бэра, для которых множества \х :/(х) '^ а) и \х :/(х) ^ 

^ а\ при всех числах а обладают свойством М*(ф). Пусть М0((( )(М 1 (( Л )) —• множество всех 

функций у первого класса Бэра, для которых множества \х :/(х) > а) и \х :/'(х) < а\ при 

всех числах а обладают свойством М'о(Ф)(М\(())). 

Ба .-а С огкрьпых множеств X обладает свойством 1 (2), если: 

1. Для каждой точки хеХ и для каждого открытого множества О, л б СЛ существует 

1 с- С . что С/ с О и х с ^ - С 

2. Пусть О еС и О — А и В, где А. В непустые непересекающиеся множества для кото­

рых выполнено условие: Если С/е С и I' с: А (И а Я), го ( / О О с. А (I) П О с: В). Тог .та 

А' П В и А п В' непусты. 

Теорема 3. Пусть X полное метрическое пространство. Пусть С- база открытых мно­

жеств в Л' со свойствами 1. и 2. Тогда (У(Ф) = *•//%(Ф). Если, кроме того, каждое множество 

и$ С несчетно, ю 'у(ф) - .//Х(Ф) =• , //М•') = М*(Ф\ 
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