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MATEMATICKO-FYZIKALi.Y CASOPIS SAV, XIV, 1-1864

UBER DIE FUNKTIONEN DER ERSTEN
BAIRESCHEN KLASSE MIT DER EIGENSCHAFT
VON DARBOUX

LADISLAV MISIiK. Bratislava

Z.Zahorski hat in [4]. S. 7, folgendes bewiesen: Die Menge aller Funktionen
der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux. die auf dem ein-
dimensionalen Euklidischen Raum definiert sind. ist gleich den Mengen .4, und ./ .
So ist jede Funktion f der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von
Darboux durch gewisse topologische Eigenschaften der Mengen {x: f(x) > a} und
{x:f(x) < a} charakterisiert. In dieser Arbeit beweist man. daf eine dhnliche
Behauptung auch fiir die Funktionen, welche auf dem n-dimensionalen Euklidischen
Raum definiert sind, gilt. Dabei wird auch cine Charakterisierung dieser Funktionen
durch cine Eigenschaft der Mengen {x:f(x) 2 a} und {x: f(x) £ «} gegeben.

Es sei X ein topologischer Raum. Ein System ¢ von Teilmengen des Raumes X
heiflt eine offene Base, wenn die Mengen aus des Systems ¢ offen sind und wenn
zu jedem x e X und jeder Umgebung U mit xe U ein O € ¢ existiert, so dal
xe 0 c U ist. Es sel feine reelle Funktion, die auf X definiert ist, und € sei eine
offene Base. Die Funktion f hat die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne
beziiglich der Base @, wenn folgendes gilt: Fiir jedes O € ¢ und jede Zahl c¢. fiir
welche zwei Punkte x und y aus 14) (") so existieren, dal3 f(x) < ¢ < f(1) ist, existiert
ein Punkt &€ O fir den f(&) = ¢ ist. So zum Beispiel hat jede Funktion, welche
in dem n-dimensionalen Euklidischen Raum F, stetig ist, die Eigenschaft von
Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base aller Umgebungen O(x, ¢) fir jedes
x € E, und ¢ > 0, wobei O(x, ¢) die Menge aller Punkte y aus E, ist. die die Ent-
fernung von x kleiner als ¢ haben. Jede Funktion die im E, stetig ist. hat die Eigen-
schaft von Darboux in starkem Sinne auch beziiglich der Base aller offenen Inter-
vallen. Die Ableitung einer additiven Intervallfunktion hat die Eigenschaft von
Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base aller offenen Intervallen [2]. S. 272.

Es sei € eine offenc Base im topologischen Raum X. Eine Menge A hat die Eigen-
schaft M%(0), wenn fiir jedes O e O, fiir das O < A ist, O = A gilt. Die Menge
A () sei die Menge aller Funktionen f, die auf X definiert sind, und fiir welche
die Mengen [x:f(x) = a} und {x:f(x) < a} (%) fiir jede reelle Zahl a die Eigen-

(1) O bedeutet die abgeschlossene Hille der Menge O.

) {x: V(x)} bedeutet die Menge aller Punkte v fiir welche V(x) gilt.
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schaft M(¢) haben. Jede Funktion die im X stetig ist, gehort zu der Menge . #/4(0)
fiir jede offene Base @. Wenn X = E, und @ die Base aller offenen Intervallen ist.
dann ist die Ableitung einer additiven Intervallfunktion aus der Menge .7 3(0).
Das geht aus dem Lemma 4 [2], hervor. Die Menge .#,(€) sei die Menge aller
Funktionen aus .#Z%(0), welche aus der ersten Baireschen Klasse sind, d. h. wenn X
cin metrischer Raum ist, die Mengen {x:f(x) = a} und {x:f(x) £ a} sind G,
und haben die Eigenschaft My(0) fiir jede Zahl «. Eine Funktion ist aus der ersten
Baireschen Klasse, wenn sie der Limes einer Folge von stetigen Funktionen ist.

Wir werden sagen, daf3 die offene Base € in topologischem Raum X die Eigen-
schaft 1 und 2 hat. wenn folgendes gilt:

1. Es existiert zu jedem Punkt x € X und zu jeder offenen Menge O, fiir welche
X € O ist, cine solche Menge U € 0, fiir welche U < O und xe U — U ist.

2. Fir jedes O € O und jede solche Zerlegung der Menge O in zwei nichtlecre
cucinander disjunkie Mengen A und B, O = A U B, (%) fiir welche U n O < A, bzw.
UnO < Bist, wenn U < A, bzw. U < B und Ue O ist, sind die Mengen A" n B
und A v B’ nicht leer. (*)

s sci () die Menge aller Funktionen, die aus der ersten Baireschen Klasse
sind. und die die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base
haben.

Satz 1. Es sci X ein vollstindiger metrischer Raum. Es sei ( eine offene Buse
im XN mit den Eigenschaften | und 2. Dann ist .4 () < 7).

Beweis. Es sel fe.Z.(). Dann ist [ aus der ersten Baireschen Klasse. Wenn
dic Funktion f nicht aus Z(€) ist, dann hat die Funktion f nicht dic Eigenschatl
von Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base ¢, Dann mul} cine solche Zahl ¢
und cine solche offene Menge O € ¢ existicren, dald f(v,) < ¢ < f(y,) {ir gecignete
Vo1, €0 ist und dic Menge {x:xe O, f(x) = ¢} leer ist. s sei A = (x:ve0
f(v) 2 ¢yund B= (x:1xe 0. /() = ¢l Die Mengen 4 und B sind nicht Jeer. {Wiire
sum Beispicl 4 leer. dann O < B und auch O < [v:f(x) £ ¢}, Das wird aber
der Annahme 1y e O widersprechen.) Es sei F dic Menge O n A"~ B, Aus der
Eigenschalt 2 geht hervor, da3 A"~ B < B und A~ B’ = A" gilt. Aus dem folgl
nun AN B=ANBEndcANBnnO0=rn0ud AdnB < Fno.

Wir werden seigen. dall /7~ O nicht leer ist, und daBl A4 und ' B im
I ov O dicht liegen. Da O = A w Bist, sind dic Mengen 4" n B und A m B wegen
der Ligenschaft 2 nicht leer. Es sei xe A" n B und U cine beliebige Umgebung
des Punktes x. welche im O enthalten ist. Wegen der Eigenschaft 1 existiert cine
offene Menge 1€ €. fir die 1"« U und xeV — ¥ ist. Dann muB ¥~ B nicht

&

(%) U B, bsw. A N B, bedeutet die Summe, bsw. den Durchschnitt der Mengen A und £,
1 < B bedeutet, dall A cine Teilmenge von B ist.
(+) " bedeutet die Ableitung der Menge A.



leer scin. In anderem Fall wire ¥ = A und so x € 4. Das widerspriiche aber der
Annahme xe B. Es ist also U n f — [x} fir jede Umgebung U des Punktes v
nicht leer, und deshalb ist v aus B’. Wir haben gezeigt. dall 4" n B < A" n B ist.
Ahnlich bewcist man. dall 4~ B < A" n B gilt. Es folgt daraus, daB /'~ O
nicht leer ist, weil dic Mengen A ~ B und 4 n B nicht leer sind. Die Mengen
A" B und A~ B licgen in der Menge /0 O dicht. Das geht aus folgender Be-
trachtung hervor: Es sci ve Fn O und ve e . U < O. Dann existicren zwei
Punkte vy, vy e U. fir welche xpe A, vpe B und xy #+ v ound o) %= x st Ly sa

Ay =Un A und By = U v B. Dann ist U = A, u 8. und A, und B, sind nicht
loci Farjedes Ved. Ve d.bzw. Ve B gtV n U= nO0O)nl c An U =

= AL bzw. VU= (1 nO)nUc B U= B,. Wegen der Figenschafi 2 sind
dic Mengen A n B, und A, n B nicht feer. Es existicren im U Punkie aus A"~ 5B
und auch aus AN B, weit A7 B, < A" B, A, By = A~ B ist. Daraus.
dall A" B und A~ B im F v O dicht liegen, und aus A" " B=A"nB" n B =
= (A" B "0y~ B=FnB ud An B = I~ A tolgt nun. daiy dic Mengen
FFovA und FooB dicht im £ O liegen.

Dic Funkiton /st a2us der ersten Baireschen Kiasse und die Menge F st cine
abgeschlossene Menge. deswegen mufd die particile Funktion f-/ der Funktion f
auf dic Menge /7 m ciner dichten Teilmenge von £ ostetig sein ([1], 9.5.26. S, 2¢0).
L set ve 'y O, Dann existieren in jeder Umgebung des Punktes v die Punhte
aus A und auch aus P B, weil diese Mengen im /v O dicht licgen. Da
F(x) = ¢ ist. ist die Funkton f/f nicht im x stetig. Dic Funktion f /7 ist alzo in
keinem Punkt aus /7 O stetig, und deswegen kann sic nicht in emer dichieen Teil-
menge von £ ostetig sein. Das ist aber ein Widerspruch.

Eine Menge A hat dic Eigenschaft M(¢), tzw. M (€) dann und nur dann, wenn
fiir jeden Punkt x e A4 und jede offene Menge O e ¢, fiir welche v e O ist. dic Menge
A~ O mindestens abziihlbar, bzw. unabzihlbar ist. Es sei ./ o(C). brw. . 0/(C)
dic. Menge aller Funktionen f, fir welche dic Mengen {v:f(yv) > ¢ und
fx o f(x) < @) fir jede Zahl ¢ dic Eigenschaft My(€). bzw. M(€) haben. Es sei
(@), brw. a0 (C) die Menge aller Funkticnen aus der crsten Baireschen Klasse
und aus .4 o(¢). bzw. 4 (C ). d. b wen X ocin mctrischer Raum ist, die Mengen
() > a) und (v f(v) < a) osind I, und haben dic Eigenschalt M), brw.
M’ (¢) fiir jede Zahl a.

Lemma. Fs sei X ein topologischer Raum. Es sei € cine offcne Base im X. Dann
gili (O < lo(C) < 4R(C).

Beweis. Dic Behauptung .7 (C) < /() ist evident.

Es sei jetzt fe .4/ o(C). Es sci ¢ einc Zahl und A4 = {x: f(v) = a). Weiter sci
Oct@ und O < A. Wenn ein voeO — A existiert, dann muBl O N (X — A)
mindestens  abzithibar scin. weil X — A4 = {v:f(x) <a] und cO — A4 st
Das aber widespricht der Annahme, dall O < 4 ist. Deswegen mul3 O — A leer
scin und es ist O = A. Die Menge A hat also die Eigenschaft M(¢). Ahnlich
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beweist man, dall auch die Menge {x: f(x) £ aj. wo a eine Zahl ist, die Eigenschaft
M(¢) hat. Aus dem folgt schon f e .#%(C).

Wenn X = E, und ¢ die offene Base aller Umgebungen oder dic offene Basc
aller offenen Intervallen ist, dann gilt .Zo(C) = .#4((). Das ist aus folgender Be-
trachtung cvident: Es sei fe.#/4(C). Es sei A = [x:f{x) > «}, wo a einc Zahl ist.
Weiter set xe A und O = O, € ¢, fiir das ve O ist. Dann ist 0, n A nicht leer.
Es sei vy € O; n A. Dann existiert O, € €, fiir das x, ¢ O,, x€ O, und 0, < O,
ist. s folgt daraus, dal3 O, n A nicht leer ist. Es existiert also v, € O, n 4. Man
kann diese Betrachtung wiederholen und man bekommt ecine Folge {x;, x,.
Nye oo Xy o) von Punkten aus O n A4, die alle verschieden sind. Es hat also dic
Mcnge A dic Eigenschaft M(¢). Ahnlich beweist man, daB auch dic Menge
‘v f(x) < al, wo a eine Zahl ist, dic Eigenschaft M(¢) hat. Die Funktion f ist
ats der Menge 7 (0.

i

Satz 2. Ly sei X cin topologischer Raum. Es sei f eine Funktion die auf X definiert
ist. wnd die die Figenschaft von Darboux in starkem Sinne beziiglich der offencn
Base ¢ fiat. Danit gilt, dafs e . 4.(C) ist. Wenn au er dem jede Menge aus der Base €
wunabzdhlbar ist. dann ist fe .77 (C).

Beweis. Es sei o cine Zahl und A = {x:f(x) = a}. Es sei O = A fir Oe 0.
Wiire v, e O — A, dann wiire Jivy) < a und milite ein &e O so existieren, daf}
J(O) = (f(xy) + «ai/2 wire. Das wire cin Widerspruch zu der Annahme, dall O < 4
ist. Dic Menge 4 hat also dic Eigenschaft My (€). Ahnlich beweist man, da6 dic
Menge (v:f(y) = o) fir jede Zahl ¢ dic Eigenschaft Mi(¢) hat. Deswegen st
Je L0,

Ls scit ezt jede offene Menge aus (¢ unabzithlbar. Weiter sei ¢ cine Zahl und
A= v f(x) > oap. bs sei vyed und O cine solche Menge aus ¢, fiur welche
N € G ist. Wenn O < A ist, dani ist der Durchschnitt 4 A O unabzithlbar. Wenn
es cin vy oso gibt dall vy € O — A ist. dann existiert zu jeder Zahl ¢, fir welche
Sv)) < ¢ < f(yy) ist, cin solcher Punkt x.e O. fir den f(x,) = ¢ ist. Auch in
dicsem Fall ist also 4 n O unabzihlbar. Ahnlich beweist man, dal die Menge
LY f(v) < ) fir jede Zahl a die Eigenschaft M|(0) hat. Es ist also fe./Z}(C).

Satz 3. Es sei X ein vollsidndiger metvischer Raum. Es sei € eine offene Base
im X mit den Eigenschafien 1 und 2. Dann gilt G(C) = 4 (O). Wenn au fser dem jede
offene Menge aus der Base O unabzdhlbar ist, dann ist (O) = 4 () = ./ ,(C) =
= A//;;:((' ).

Beweis. Die Behauptung & (¢) = . /7 .(¢) folgt schon aus den Sédtzen | und 2.
Aus dem Lemma, aus dem Satz 2 und aus dem, was wir schon bewiesen haben.
folgt jetzt, dall () @ &/ () < L) < . b, (€)= T(C) ist. Es gilt also v (¢) =
= U (C) = o(C) = 14 (C).

Fir den metrischen Raum X konnen wir zum Beispiel den n-dimensionalen
Euklidischen Raum £

n

wiithlen. Fiir dic Base ¢ konnen wir zum Beispiel das
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System @, aller offenen Intervalle oder das System (¢, aller Umgebungen O(x. ¢)
im E, wihlen. Die Systeme ¢, und (/, haben evident die Eigenschaft 1. Das System ( ,
hat auch die Eigenschaft 2. Das geht aus dem Lemma 9 der Arbeit [2] hervor. Jetzt
werden wir zeigen, daB3 auch das System @, die Eigenschaft 2 hat.

Es sei O cine Umgebung und sei O = A U B, wobei 4 und B zwei nichtleere zu-
einander disjunkte Mengen mit folgender Eigenschaft sind: Es sei U e und
Uc A, bzw. U c B. Dannist auch U n O = A, bzw. U n O < B. Da die Mengen
A und B nicht leer sind, existieren zwei Punkte x, und y,, x,€ 4 und y, € B. Es
sei L der Abschnitt mit den Endpunkten x, und y,. Fiir jedes x € B — A4’, bzw.
y€ A — B’ existiert cine Umgebung O(x. ¢), bzw. O(y, ¢), fiir welche O(x.¢) < B.
bzw. O(y. &) < Aist. Es sei &(x), bzw. &(y) das Supremum der Menge {¢: O(x, ¢) = Bj.
bzw. {¢: O(y, &) = A}. Dann ist auch O(x.&(x)) = B, bzw. O(). &(y)) = A. Wenn
O(x, &(x)) = O, bzw. O(y.&(y)) = O ist. dann existiert ein Punkt x; € O(x. &(x)).
bzw. y, € O(y. &(»)). fiir den x; e 4. bzw. y, € B' gilt. Jetzt kann xo€ A N B'.
bzw. y,€ A" n Boder x, € A — B, bzw. y, € B — A’ sein. Im ersten Fallist A n B,
bzw. A" N B nicht leer. In zweitem Fall existiert die Umgebung O(x,, &(xy)), bzw.
Olyy,e(yo)). Im Falle O(xy.&(xy)) = O. bzw. O(ye. 8(yo)) = O ist AN B’ bzw.
A"~ B nicht leer. Wenn O(x,. ¢(xo)) = O, bzw. O(yy- &())) = O nicht gilt, dann
wiederholen wir diese Betrachtung mit dem Durchschnitt der Menge O(x,. &(x,)) —
— 0(xy. 8(x)). bzw. O(y¢.&(¥o)) — O(ry. e(yo)) und des Abschnitts L. Da der
Abschnitt L eine endliche Linge und einen positiven Abstand von O — O hat.
bekommt man durch Wiederholung dieser Methode. dall 4 n B" und A" » B nicht
leer sind. Deswegen hat das System ¢, die Eigenschaft 2.

Fir X = £, und ¢ = (|, bzw. ( = (, bekommt man aus dem Satz 3 das Resultat
aus [4]. Der Satz | aus [3] ist cine unmittelbare Folgerung des ersten Teiles des
Satzes 3 tur X = £,.
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O ®YHRIWUAX HEPBOIN'O RJIACCA BIPA
CO CBOVMCTBOM JIAPBY

Jlaancnas Muuivk
Pestome

3. 3aropeku B {4]. crp. 7 HOKA3a, 4TO MHOKECTBO BCeX (DYHKLMI OT OIHOrO JACHCTBHICABHOIO
TICPEMEHIOTO 1epBOro Kiaacca biypa co csoiictBom JapOy CoBRagaeT ¢ KAXAbIM U3 MHOKECTR . # ¢
W ./ . W3 reopeMbl 3 9TON paboThl BBITEKAET, B YACTHOCTU. PC3y.1bTAT 3aropckoro.

Mycry X 1OMOJIOT HYCCKOE MPOCTPancTBO. MyHkuus £ obiianact csoictom 1apOy B cHiIbHOM
CMbBICJIC OTHOCHTENIBHO Oa3bl (" OTKPBITBIX MHOXKECTB B X, eCiu st Kawnoro O € (7 v s Kaxaoro
HHCIIR ¢, UT8 KOTOPOro CyLHCCTBYIOT TOYKM X, VE O co croiictsont f(X) ¢ = f(y). cyuiecTByer
rakast touka £ 0, yro f(&) = . Mycre »(0) - - MHOKeCTBO Beex (yHKumit nepBoro knacca bipa
o ¢BOCTBOM JlapOy B CHIILHOM CMBICIC OTHOCUTEIIbHO (0.

Miokectso 4 obianaer cBoicTBoM Mu((), cciin O ¢ A aas kakaoro O € @, 41 KOToporo
0 < A. MuoxeciBo A obnaaet csoiicTaonm Mo(() (M’l((ﬂ‘)) CCHM 18 KAAIOTO X € A U 115 KaXI0T O
O¢ (¢ xe 0 ucpecedenmne A M () He MEHEC HeM CHETHO (HeeueTno). MuokecTBo M ((1), 1O MHO-
AKCCTBO BCeX QYHKUME £ HepBoro kiaacca Bapa, miist KOTOPbIX MHOXECTBA (X 1 f(x) Z af v jx: flx) £
=< a) npu Beex Yuenax @ 00JagaoT CBOUCTBOM Mi((). Tlycrb MO(_((V)(Ml((’ )) ~= MHOKCCTBO BCCX
dyukiutit £ nepsoro kiacca Bopa, Ui KOTOPbIX Muox)ectBa [x @ f(x) ~a) n {x 1 f(x) " a} upu
BCCX MHCIIAX ¢ 00/12,1010T CBOUCTBOM M;,((“)(M'l o).

basa (( OTKpuiibIX MHOKCECTB X 0GaatacT CBOUCTBOM 1 (2), ecitu:

Lo s kakaoil Todku v e X 1t LIS KOKOOro OTKPLITOro Muoxecrsa O, A & 0. CYIeCTByC |
Lel.aro UcOnuxelU- U

2. 1lyctb O MO = AU B,rue A. B HEMYCTBIC HCUCPECCRAKUMECH MHOKCCTBA WISt KO1 0=
pbiN Boitodicito yeiaosue: Eccm Ue( m U A(U By o UN 0 c A(UNO < B). Tora
AN B AN B uenycro.

Teopema 3. [lyetb X - nosinoe metTpudeckoe npocrpancrso. [lycre (¢ - - 0a3a OTKPbITHIX MHO-
Aeers B X co cpoiictsamu 1. 1 2. Toraa & ((") = //*((())A Ecam. KpoMe TOro, Kaxka0e MHOXKECTBO
13 ( necactno, 1o SO = 7 (O = W o(C) = gl ().
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