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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 14. 

О Н Е К О Т О Р Ы Х П Р И М Е Н Е Н И Я Х МЕТОДА 

КАТЕГОРИЙ В ТЕОРИИ ПРОСТРАНСТВ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

АНТОН Л Е Г Е Н Ь (АNТОN ЕЕОЁгЧ), Братислава 

и Т И Б О Р ШАЛАТ (Т1ВОЯ 8АЕАТ), Братислава 

Существует несколько работ (смотри [I, 2, 3, 4, 5, 6, 7]), которые посвящены 
изучению свойств бесконечных рядов при помощи метрических пространств, 
причем часто употребляется метод категорий. Эта статья, вызваная работой [1], 
является вкладом в упомянутую проблематику. 

1. 

Пространство всех последовательностей точек линейного метрического 

пространства 

Пусть (X, д) обозначает линейное метрическое пространство, т. е. X является 
линейным векторным пространством над полем Г всех комплексных (веществен­
ных) чисел, причем метрика д(%, ц) обладает следующими свойствами: 

(а) для каждых трех точек <̂, п, % е X выполняется д({, + п, ( + п) = о(с, С), 

(б)еслиг и ,*е Т;€п,%еХ9п = 1,2, ...,причем *в -> г и %п -> % (т. е. д(%п, с) -> 0), 

то /„с,, -> /^ (т. е. д(гп^п, Г О -> 0) (смотри [8], стр. 41). 

Теперь к пространству (X, д) присоединим пространство з(Х) всех последо­
вательностей точек из X. Если x = {^}5°, у = {п 1}™,х, у е з(Х) являются точками 
з(Х), определим метрику на з(Х) аналогично метрике Фреше следующим обра­
зом: 

е>(х у) = у 1 - <&"*> 

Сходимость в (з(Х), д') означает сходимость ,,по всем координатам". Если 
определим сложение двух последовательностей х, у е х(Х) и умножение числом 
ле Т следующим образом: л: + у = {<!;,• + п^ и Хх = {А ,̂.}*, тогда простым 
способом можно проверить, что при этом определении (з{Х),д) — линейное 
метрическое пространство. 
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В этой части работы мы будем изучать два вопроса: 

(А) Пусть а = {а,}* является последовательностью чисел из поля Т. содер­

жащей бесконечно а1 Ф 0. Встает естественный вопрос обследования свойслв 
ос 

множества всех тех л~ = {<!;,•}"' е з(Х). для которых ряд ]Г а,- с, сходится в про-
1 =-" 1 

странстве (X, о). Требование, чтобы а( ф 0, для бесконечно много /\ является 

необходимым для исключения тривиального случая. 

(Б) Пусть X — пространство Банаха, А — бесконечная нижняя треугольная 

матрица . Становится вопрос, какие свойства должны быть у матрицы А чтобы 

множество всех тех х е $(Х), которые суммируемые матрицей А было множе­

ством первой категории в пространстве (з(Х). ^'). 

Следующая теорема отвечает на вопрос (А). 

Теорема 1,1. Пусть (X, {;) — линейное метрическое пространство, пусть 

(з(Х)^о') имеет прежнее значение. Пусть а = {уч) { — последовательность 

чисел из поля 1\ содержащая бесконечно а,- Ф 0. Если обозначим через л'(Л') 

множество всех тех х = {и/}^ ез(Х), для которых ]Г а.-с,- сходится в {X. о). 

то х'(Х) является множеством первой категории в (х(Х)щ о'). 

З а м е ч а н и е . Если взять во внимание, что полное метрическое пространство 

является пространством второй категории на самом себе, то получаем следую­

щее следствие: 

Следствие, Пусть (X, ^) — полное линейное метрическое пространство, пусть 

$(Х) имеет прежнее значение. Пусть а — {а,-}* — последовательность чисел 

из поля Т, содержащая бесконечно а,- Ф 0. 

Утверждение: Множество з"(Х) всех тех х = {^)1 е х(Х)щ для которых ряд 

]Г ^,</ расходится в (X, ^), является множеством второй категории в ($(Х), (V). 
. = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1,1. Для каждого натурального п определим 

на множестве з'(Х) ($'(Х) считаем метрическим пространством с метрикой о') 

функцию оп(Х) следующим образом: 
п 

если х = {<!;,•}2° е 5(1), тогда оп(х) = ]Г а,-̂ ,-. ап является отображением х'(Х) 
»' = 1 

в X Покажем, что при фиксированном п ап — непрерывное отображение на 

$'(Х). Пусть .V0 = {{?}? е 8'(Х) и пусть х° > - л:0 в а\Х) (х{1> = {1\1)}'[, л д / ' е з'(Х): 

I = 1, 2, 3,...). П о т о м для всех к — \,2,... п справедливо: ^[1)~> ^ и ак^[1) -> у^к 

(в X), т. е. ^((xк^к\ сск^к) -> 0, если / -> со. 

Тогда 

<>(*.(*<"), а„(х0)) = в(1 «,{<", I я,0 й I 0(^)'\ *,$) - 0. 
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Определим теперь на х'(Х) функцию о(х) следующим образом: если N = 
X' 

= {С,!/ €х'(Х), то о(х) = ]Г а,-{,-; о является отображением я'(Х) в X и о(х) = 
| = 1 

= 1-т оп(х) для всех хез'(Х). Покажем, что о является разрывным в каждой 
" -*./ 

ючке хех'(Х). Пусть N° = {с0}"ех'(Х) и возьмем С0 е X, С° + 0. Положим 
''о = {?(С°̂  0)- Достаточно показать, что во всякой сферической окресности 
'/'(•\л\о) точки N° существует у = {п-}^ е я'(Х) такое, что д(о(х°), о(у)) = г.(). 
Ввиду условий теоремы к числу с) > 0 можно найти такое число N что яЛ- -1= 0 
и 2 Л < <>. Определим теперь последовательность у = {/у,}̂  следующим обра­
зом: 

1 

//,- = с- для / ф N и //Л = Сл + ~ ~ > • 
У.\ 

Для п > N сель оп(у) = оп(х°) + С° и 

п(оп(у), о(х°) + С°) = 0(оп(х°) + ;'°ч <т(л°) + С°) - 0. 

1 • с- ^ °\'// сходится в X к сумме У а(с° + С°- Дальше 

..'(*,..О = V- д^1г <*< т.е. , е . ^ . 4 
2Л 1 + < > ( с ^ ) 

Извеспю (смотри [9], стр. 185), что если/ — отображение метрического про­
ем рано ва /°в метрическое пространство () и если для каждого N6 Р/(х) = 
= Нт /,,(л), причем {/п}х — последовательность непрерывных отображений 

п—> / 

црос!ранет ва Р в (9, то множество точек разрыва отображения / в Р является 
множеством первой категории в Р. Из этого вытекает, что множество всех 
точек разрыва отображения о в /(X) является множеством первой категории 
в л-'(А'), следовательно, $'(Х) является множеством первой категории в з'(Х) 
и даже первой категории в (з(Х), д'). 

Таким образом доказательство теоремы закончено. 
Далее мы докажем теорему, которая отвечает на вопрос (Б). 

Теорема 1,2. Пусть X — пространство Банаха (норма \\ х |) = д{х, о)) над 
полем 7\ пусть ($(Х), о') имеет прежнее значение. Далее пусть А = (апт) являет­
ся бесконечной нижней треугольной матрицей комплексных (вещественных) 
чисел, удовлетворяющей следующим условиям: 

(а) Пт ашп = 0, т = \, 2, ...; 
п -> / 

/1 

(б) Нт Х аят = р , Р Ф 0 . 
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Обозначим через х^Х) множество всех тех х = {̂ ,-}1

: е х(Х), которые суммируе­
мые матрицей А. 

Утверждение: з^Х) — множество первой категории в (з(Х). о'). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим для каждого л е 51(X) и для каждого натураль­
ного п отображение ап пространства з{(Х) в X следующим образом: 

п 

т= 1 

Покажем, что ап является (при фиксировании п) на хх(Х) непрерывным. Пусть 
Л:0 = {$}? е ^(Х), \м = {%1}?ез1(Х)(т = 1, 2, ...), причем Нтлш = л° впростран-

л— х 

стве (з^Х), д'). Пусть & > 0. Потому что ?" -> 2° (/ = 1, 2, 3, ...), то существует 

к числу г = такое число т0, что для всех т > т0 есть || ?" — ^ < 
1 + Е I <*пт I 

ш = 1 

< г'(/с = 1,2, ... п). Тогда для т > т0 справедливо: 

|| <т„(х'") - <х„(х°) || = |! 2>. .е7 - I °*$ I! = I! Х>..<3" - С?) I! < 
1 = 1 1 = 1 I = 1 

< I I а1и | || С7 - °̂ II = I I в-11 • «' < с-
1 = 1 I = 1 

Определим <Ф0 для л' = {̂ ,}1° е ^ ^ ) следующим образом: а(х) = Нт о-п(.х). 
л - * 00 

а является отображением пространства а^Х) в X. Покажем, что а разрывное 
в каждой точке х е з^Х). Пусть .V0 = {^}1° е ^ ^ ) и пусть 0 < г < 1 и <) > 0. 

00 

Пусть N такое, что ^ 2~" < 6. Определим у = {̂ 7̂ }Г= 1 следующим образом: 
л = /\ + 1 

г\: = <!;. для / ^ и ^ = ^ + ( 0 для 1 > # , причем с 0 е X есть такой элемент, 

что || ^о II = -Г^Т- • Тогда 

Ф*, у) = I -1—Цр-^Цг < У - < «>. 

следовательно, >> е5?(х°, 3) и 

íт(y) = lim ( £ flшU = 
л-* зo m = 1 

= а т [ Х аптСг + Х «лт<^0 ~ I Я ц т С о - = * ( * ' ) + №0 ' 
л -• х т = 1 т = 1 т = 1 

Значит, || а(у) - ф°) || = || ^ 0 || = 1 > Е. 
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Далее будем продолжать аналогично, как и в доказательстве теоремы 1,1. 

Следстшю. Пусть X — пространство Банаха над полем Т. Пусть а(Х) и А 
имеют прежнее значение. 

Утверждение: Множество з2(Х) всех тех х = {с^}^ ез(Х), которые не сум­
мируемые матрицей А, является множеством второй категории в ($(Х), о'). 

Замечание: Матрицу А называем регулярной тогда, когда из Нт <;„ = с, 
п п -> X 

следуе! Пт Г̂ ап»Лт = ^^• 
п -» У т = 1 

По известной теореме Теплица для регулярности матрицы А необходимо 
и достаточно одновременное выполнение этих условий: 

п 

(а) существует такое Ь, что Г̂ | апт \ < Ь для всех п = V 2, 3 
т = 1 

п 

(б) Пт ]Г я.,„, = 1, 
п ->• /. ш = 1 

(в) Пт <7/ш, = 0 для всех т = V 2, 3, ... 

Каждая регулярная нижняя треугольная матрица удовлетворяет условиям 
теоремы 1, 2, и. значит, множество всех последовательностей х е з{Х), сумми­
руемых регулярной матрицей, является множеством первой категории в {з(Х),о'). 

Уже в 1911 году Штейнгауз показал [13], что к каждой регулярной беско­
нечной матрице существует последовательность чисел 0, 1, которая не сумми­
руема этой матрицей. Теорема 1, 2 и ее следствие, сформулированное в заме­
чании, представляет собой доказательство существования последовательности 
вещественных чисел, которая не суммируема данной регулярной матрицей и, 
кроме того, определенный более точный взгляд на систему всех этих последо­
вательностей. 

2. 

О структуре пространства з 

Если в предыдущей части работы за пространство (X, о) возьмем множество 
всех вещественных чисел с метрикой Эвклида, тогда $(Х) тождественно с про­
странством всех последовательностей вещественных чисел (в этом случае 
пишем $(Х) = з) с метрикой Фреше. Сразу же получаем результат, который 
является непосредственным следствием теоремы 1,1: 

Пусть а = {ос;}[' является последовательностью вещественных чисел, причем 

а, Ф 0 для бесконечно многих /. Потом для всех х = {с^}^ е з(Х), за исключе­
но 

нием точек множества первой категории (в я), справедливо: ряд ]Г ос^1 расхо-
1 = 1 

ДИТСЯ. 
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В этой части докажем более сильный результат. Докажем, ч ю справедлива 

теорема: 

Теорема 2,1. Пусть а = {%•?/{ —последовательность веи/ественпых чисел. 

причем Й; Ф 0 для бесконечно многих /. Тогда для всех х = [̂ .-] { е л\ за исключе­

нием точек множества первой категории (в х), справедливо: 

п п 

й т т Г V г/^. — _ с с ; й т $ир ^ а,-с: = + х (1) 
п -* х / — 1 п --> -У / — 1 

(Следствие. Если возьмем во внимание, что х является полным метрическим 

пространством, сразу получаем: Множество л" всех тех х = | \ \ 1

Г е у, <>./.«/ 

которых справедливо (1), есть множеством второй категории в л\ 

Прежде чем приступим к доказательству теоремы 2,1, приведем две леммы, 

нужные для доказательства. 

/I 

, 1с:нма2,1. Пусть для х = [с,-}1

: е л г/ для натурального я стп(х) •- У :*,<.;.. 
/ --- 1 

Пусть далее: 

А = г'; [.V = {с;]д е л ; й т $ир ап(х) = 4 - х ] . 
/I ~ > ' 

А' = /; [х = {с/л ел-; й т 1пГ ггп(л) = — х ] . 
/ . - + / • 

Утверждение: Множества А, А' являются множествами шипа 0\, я л. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При натуральном К обозначим знаком А(К) множество 

всех л" = [с\}1 е 5 с свойством: К последовательности .V существует 1акое на.у-

ральное число п = п(х), что <т„(х) > К. Покажем, что А(К) является открытым 

множеством в .V. Пусть х° = {с 0 }^ е А(К). Следовательно, сущест вует // = //(\!)) 

такое что стп(х°) > К. Выберем е > 0 так чтобы <т„(х°) — е > К. При п = /?(.\°) 

выберем (5 > 0 так, чтобы 

1 У1 б п 

о < ; . У |а* | < е (2) 
Т \-ТЬ / ^ 

Это вполне возможно. Теперь будем образовать ^(х°, 6) (сферическую окрест­

ность точки д-0). Покажем, что <У(х°, 6) а А(К). Пусть .V еУ(л- 0 , <)). Тогда 

е(*,*°) = Г ' - ' - ' - ~ < ^ 

' = ! 2" 1 + | ^ - с » | 

и. таким образом, для каждого / = 1, 2, ... п(х°) 

1 1 С , - С - | _ < 1 \Ь-$\ < 8 

2" 1 + | с ; - , ! , 0 | " V I + | с , - с ? | 
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о 1 куда | и,- — ^ | < — для / = 1, 2, ... п. Потом согласно (2) мы имеем: 
1 - 2п6 

*„(.*) - ох*0) + I ъ(Ъ - с-) > (̂л-°) - 2 \ X ы > Ф°) - о > к, 
1=1 1 - 2Л<) г = 1 

г. е. N6 А(/\). 

Для окончания доказательства достаточно заметить, что Л = (*\ Л(К). Итак, 
к = 1 

А является множеством типа Сд в з. 
Вполне аналогично можно доказать утверждение, что множество Л' является 

множеством типа Сд в .V. 

, 1ем>.а 2,2. Множество Л п Л' плотное в $. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть л-° = {^}1 е$ и пусть <) > 0. Пусть натуральное 

N 1акое, ч т У 2~" < д. Определим д- = {̂ ,-}Г следующим образом: ^ = 4'-' 
п --' V + 1 

для / ь N и с, = //,- для /' > N. где у = {п^ — такая последовательность 

вещее I венных чисел, для которой ряд ^ а,-//,- является колеблющимся между 
/ = 1 

— х и + ос. Существование такой последовательности вытекает из условия 

теоремы 2,1. Дет ко показать, что хе&?(.\л\ д) и хеЛ п Л'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2,1. Обозначим 

Л' = о [.\- = [с{}{ ЕЛ; Пт ьир ап(х) = + х , Пт 1пГ ^„(л-) = —•х-] 
П - / / . - • У , 

и ПОЛОЖИМ ;?' = .V — .V". Таким способом получаем .V" = Л п А', следовательно, 
У являе1ся множеством С7̂  в .?, а л' является множеством типа Ра в л, значит, 

л,г = ^( I',-, где I',-.— замкнутые множества вл'для всех / = 1,2,.... Потом согласно 
/' I -л У 

лемме 2,2 множество л" = ^ — У I7, = П (-? ~~ ^/) является плотным в 5, значит, 
/ = 1 I = I _ 

и подавно являе гея плотным в ^ всякое из множеств .у — Р{ = $ — Р • (/ = 1,2,...). 
так ч го Г: (/' = 1,2, ...) является нигде не плотным в 5", следовательно, :з* является 
множеством первой категории в 5. 

Эшм доказательство теоремы закончено. 
Будем говорить, что бесконечная матрица А = (апт) имеет свойство (В), 

когда к каждому п = 1, 2, ... существует тп такое, что апШп Ф 0 и апт = 0 для 
всех т > тп. 

тп 

Обозначим при л- - {̂ •}1° тп(х) = ^апт%т. 
т = 1 

Следующая теорема исходить из теоремы 1,2. 
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Теорема 2,2. Пусть А является бесконечной матрицей, обладающей свойством 

(В), причем Нт шр тп = +сс . Обозначим знаком 
п-> 00 

.?2' - с? [.г = {̂ •]1

с Е .9; Нт 8ир тя(д') = + ее. Нт Ы т„{х) = - со]. 
П -* ОС П -*• 'X 

Утверждение: Множество 82 является множеством второй категории 

в пространстве $. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

Ах = 6\х = {<!,-)Г е .9; Нт §ир тп(х) = + ее] 
/: -• х 

,42 = Л [Л- = {г,) Г е 5; Нт 1пГ Т„(Л) = - х ] 
п—> X 

Покажем, что множества Аг, А2 являются множествами типа С(] в л\ Для 
натурального К обозначим 

АХ(К) = 6\х = {̂ •}1° 6 5"; существует /г(.т) так, что тп(д) > К] 

ОС' 

Видно, что Аг = р | Аг(К). Достаточно заметить, что АХ(К) есть в .V открыто 
Х = 1 

для каждого К = V 2, .... Пусть К фиксированное и пусть .\Л) = {̂ /

0)_° б ЛХ(К). 
Из условия л'° е АХ(К) вытекает существование п = п(х°) такого, что т,,(л°) > ^-
Выберем в > 0так что тп(х°) — г > ^.Обозначим М = тах \ап(\ > 0. Выберем 

/ = 1,2,...,///.. 

<5'> 0 так, что М(Утп < г. Если положим 5 = —— — , то при .у = {с.-]? е 
2т"(\ + <Г) 

е<^(*°, <5) есть | ^ - с?| < <>' (/ = 1, 2, ... ш„). 
Оценим тп(х) снизу: 

т„(д) = т^х^-Ых^-т^х^т^х0)-^^) - тп(х)\^тп(х°)-Мтпд' > К, 

значит, х е А(К), так что А(К) является открытым для всех А' = V 2, ..., II, 
следовательно, Ах является множеством типа Сдъ $ (подобным способом можно 
показать, что и А2 есть типа 0д в я). 

Покажем, что Аг п А2 является плотным в .̂ Пусть л'° = {<:, 1^ ел, 6 > 0. 
ОС 

Выберем Nтак, чтобы ^ 2~г < 6. Потому что Нт вир тп= + ос, то существует 
I = N + 1 П -> ОС 

последовательность N < пх < п2 < ... < п1 < ••• такая, что Нт тп. = 4- ос. 

Определим теперь х = {с,}_° следующим образом: сг = С. для / Ф т,ц (/ = V 2,... 

и _Ж|1 (/ = V 2, ...) определим по индукции так: сП1п = 0. Для / четного опре­

делим с,Пп так, чтобы было справедливо следующее ап.1Ппс1Пп > / — тп._.(д), 

а для / нечетного, / > 1. таким образом, чтобы #л.-,„>„.,,. < — / — тп._,(.\"). 

Это вполне возможно, и на первый взгляд видно, что д- = К.!Г 6 - ^ ( Л ' ? < )̂ и 

Нт 1пГ т„(л") = — ос, Нт вир т„(д) = + ос, 
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следовательно, N = {«г,-}* е Ах гл А2. Дальше доказательство аналогично дока­
зательству теоремы 2,1. 

3. 

О структуре пространства 1{р) (р > 1) 

/ г 1 (р > 1) обозначает, как всегда, множество всех последовательностей 

!кчиес1венны\ чисел N = {с{)1:. для которых ^ \сп\
р < +оо. Метрика в /(р) 

и = 1 

определена, как обыкновенно: если \\уе1(р), х = {^}х, у = {Ч1Хп\ то д(х, у) = 

= (Цс,- -» ;,П'Ч 
/ = 1 

В этой метрике 1{р) является полным линейным метрическим пространством. 
Обозначим дальше знаком/;' вещественное число, для которого Ир + \\р' = V 

следовательно, // > 1. Если а = (а,)* е /(р/), то для всех х = {^}Т е 1(р) 

ряд ^ а.-сГ.- сходится. Известно (теорема Ландауа [10], стр. 9), что если а = 
1 = 1 оо 

= [а,-],' ф /(/,,\ то существует N = {с^}^ е 1(р) такое, что ряд ]Г а ^ расходится. 
1 = 1 

В связи с этой теоремой и предварительными результатами возникает вопрос 
исследования структуры (ввиду пространства 1(р)) множества всех тех хе1(р), 

00 

для коюрых ряд ]Г а,-<?;,• расходится, причем <? = {а,-}* §_/(р,). Ответ на этот 
1= 1 

вопрос дает теорема: 

Теорема 3,1. Пусть а = {а,-} 5е является последовательностью вещественных 
чисел, пусть а ф 1(р,). 

Утверждение: Для всех х = {с,}^ е/ ( р ), з# исключением точек множества 
первой категории, справедливо: 

п п 

Пт тГ ^ о:1с1 = —со, Н т в и р ^ а,С; = +со . (3) 
п -» оо I = 1 л -+• ос х = 1 

Следствие. Множество всех тех х е /<л), б)лл которых выполнено (3), является 
множеством второй категории в 1{р). 

Следствие. Если положим а ,• = 1,(/ = 1,2, ...), то получаем такой результат: 
00 

Множество всех тех х е 1(р), для которых ряд ]Г ^. колеблется между — оо 
1 = 1 

н -Ь ос, является множеством второй категории в 1(р). (Аналогичный результат 
вытекает из георемы 2,1.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3,1. Поскольку доказательство этой теоремы 
является подобным доказательству теоремы 2,1, проведем его в сокращенном 
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виде. Положим подобно, как и прежде, ап(х) = ^ а(Ь',, если N = {с(}{'е1{р\ 
1 = I 

Обозначим 

С = 6 [х = {Щ е /(/,); Пш 5ир ап(х) = + х ] , 
п-> X 

С = Л [Л* = {С,-]Г е/ ( р ); Ит тГа„(х) = - х ] . 
п-> X 

Легко можем показать, что множества С, С являются множествами типа С() 

в /(р). Покажем это для С. При X натуральном обозначим знаком С (К) множе­

ство всех тех N = {̂ {}1° 6 1(р\ которые имеют свойство: Существует натуральное 

число п = п(х) такое, что ап(х) > К. Видно, что С = ("] С(К). Таким образом, 
А = 1 

достаточно показать, что С(К) является открытым в /</7). Пусть N° е С(А'). 
х° = {̂ [)}1°. Существует п = //(.т°) такое, что ап(х°) > К. Выберем г, > 0 гак. 
чтобы оп(х°) — в > К. К числу Е > 0 при фиксированном // = //(.V0) найдем 

положительное <) гак, чтобы () ^ |о:,-| < с. Пусть теперь N = \с{\( е-с/ {х°. <)). 

Поюм из условия о{х{), х) < д вытекает для всех / = 1, 2, ... п(х°) неравенство 
|^- - с,°| < с>\ Тогда 

ст„(х) = о„(х°) - (<т„(.х°) - (т„(х)) > а„(.\°) - д X I *,-1 > <т„(л-°) - >: > К. 

значит, У (л-°, ()) с С(К) гак что С(/\) открытое в /(/я. 

Подобным способом можно показать, что С является множеством типа О,, 

в /(/;). 

По предположению а = {а,-}.7 ф /<р/), из теоремы Ландау вьпекаек чго (при 
т 

подходящем выборе знаков) существуе! л*' = {с\\\ ^/(Л> такое, что ряд V у^ 

является колеблющимся между — х и +сс. Положим 1(

2

р) = СпС. По 
прежнему / ^ есть множеством 6^ в /(/,). Покажем, что /(

2

Я) является плотным 
в 1(р). Пусть N° = {сПГ е /(/Я, пусть <5 > 0. Выберем У = {с\}1 е 1(р} так. что ряд 

оо 

^ а ,•<!;.• является колеблющимся между — х и + х . Выберем натуральное /У так, 
1 = 1 

чтобы 

Определим теперь N = {с,}Г следующим образом: с{ = с\ для / > N и с, = ъ! 
для / = 1, 2, ... N. Очевидно, что х е 1(р\ и на основе неравенства Гёльдера 
получаем: 

е(*°,л-) = (11с, - $\*)ч° ^ ( I \$\')ч'+( I 1^1')"" < «>• 
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Итак, .V е5?(х°, 6) и ряд ^ а,-̂ -, очевидно, является колеблющимся между — х 
I = 1 

и 4- ос-. 

В следующем поступаем так, как в доказательстве теоремы 2,1. 

Потому что для каждого .т = {<_;}_° е 1(р) справедливо Н т <_„ = 0, то является 
П-+00 

естественным вопрос о быстроте сходимости к нулю последовательностей 

из 1(р). На этот вопрос отвечает следующая теорема, в которой показываем, 

что „большинство" последовательностей x = {<_,-}_° е 1(р) сходится к нулю очень 

медленно. 

Теорема 3,2. Пусть {/?,,} ̂  является последовательностью положительных 

вещественных чисел, пусть Н т з и р р п = + со. Тогла для всех х е / ( р ), за иСКЛЮЧе-
п-ь 00 

нием точек множества первой категории, справедливо: 

Н т \х\{рп^п = —со, Итьиррп?п = -4-со. (4) 

л-+ 00 л-+оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

Ах = * 1> = {&}Г е/<*>; Нт зир/7псп = + со], 
/I -• X 

/ 1 2 = 6 [х = {Ъ}? е 1(р)\ Нт тГ/л, - - со]. 
П~* 00 

Подобным способом, как и в предшествующей теореме докажем, что А1 

и А2 являются множествами типа Сд в 1(р). Это утверждение докажем для А, 

(для А2 доказательство аналогично). Для натурального К положим 

А «(Л') = 6 [х = {ц,-}_° ^ / ( р \ существует /2 = л(.т) такое, что /?,.с,. > К]. 

Очевидно, что А1 = П ^41(ЛГ). Поэтому достаточно заметить, что Аг(К) (К = 

= 1,2, ...) является открытым множеством. 

Пусть К является фиксированным и .V0 = {^°}^ е А^К). Таким образом. 

г К 
существует п = п{х°) такое, чторп^п > К. Выберем с > 0 так, чтобы с,п — > . 

Рп Рп 

Положим с) = —'— . Покажем, что 5^(х°у д) <= АЛ(К). Пусть д* = -|>;}Г ^У (л°, ()), 
Рп 

? К 
тогда !<_"„- с ° | й {?(*, л"°) < — - , значит, сп = С - (<_° - с„) > — . Отсюда 

Рп Рп 

Р„с„ > Л, значит, .у е Аг(К). 
^ А стПттП0.ч-^<т л г г ^ ^ , , , , , . г. 1(Р) ГГ.,™ .-О , _ , Дальше покажем, что Ах п А2 является плотным в 1(р). Пусть л:0 -= ̂ -0} 

хе / ( л ), (^ > 0. Выберем натуральное N так, чтобы }__ \%°\р < д{. Определим 
л = 1 + .\ 

V0 = {>7°}Г следующим образом: ц° = с 0 для / = N и п( = 0 для / > N. Тогда 
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а(х°, у0) < д1. Положим д2 = 6{ - о(л(), г°), так что У (лЛ (>0 з У (л*0, д2). 
По предположению теоремы существует возрастающая последовательность 
натуральных чисел N < пх < п2 < ... < п1 < ... такая, ч т Нт рП/ = +ос. 

г / - X 

Выберем натуральное г так, чтобы 2 Р < 32. Выберем 1Х — 1 так, чтобы 
г + 1 г + /' 

/?л/ > 2 Р , и если уже были выбраны /, < /2 < ... < /,-_, так, что /?,1; < /. 2 I7 

(/ = 1,2, ... / — 1), то выберем /.• > /.•_, так, чтобы р > ]2 Р . Ввиду того, 

что \\т рщ = +оо, является предыдущая конструкция вполне возможной. 

Из предыдущих неравенств получаем 

0 = 1 , 2 , . . . ) (5) 

Определим теперь л: = {С/)Г следующим образом: с,- = /7° для / ^ N и с, = О 

для / > ^ / Ф/7/. (у = 1,2. ...) и, наконец, С,., = (—О"7—— (./ = V 2. ...). 

Из неравенств (5) вытекает, что х = {-5;]Г е '<Р)- Дальше есть /? . с = (— 1^ / 
^ ./ 

(У = 1, 2, ...), значит, .т = {{1}?еА1 п А2 и <?(*, / ) = ( X | с„, Г) 1 ' " < <>2. Следо-
7 = 1 

вагельно, «̂  (х°, <$«) п (Л, П А2) ф (), а из этого тем же самым способом, 

как в доказательстве теоремы 2,1, покажем, что 1<р)-Лх п А2 является множеством 

первой категории в 1{р). Ах п А2 является, однако, множеством всех тех .у = 

N = {< /̂)1

с е 1{р\ для которых справедливо (4). 

4. 

О структуре пространства I 

/, как обычно, обозначает множество всех последовательностей вещественных 
00 

чисел .V = {^/п, для которых ряд ^ | <!:,. | сходится. Определим в / метрику <>, 
1 = 1 

как обычно: если .у = {с,}^ е /, у = {/у/] Г Е ^ тогда 

е(л-.у) = X ! с, — /7,1-
( = 1 

Если теперь а = {а(}'{ является ограниченной последовательностью веще-
V 

ственных чисел, то, очевидно, для всех .у е {с,-] * е I ряд У а/С,- (даже абсолютно) 
1 = 1 

сходится. В случае неограниченной последовательности а = {УЧ){ можно дока-
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зать георему, которая приносит результат, аналогичный предшествующим 

результатам этой работы. 

Теорема \Л . Пусть а = {а,]^ является последовательностью вещественных 

чисел, пусть Пт _ир а„ = + с о . 

Утверждение: Для всех х= {(!:,•] 2° е/, _?<7 исключением точек множества 

первой категории, справедливо: 

п п 

Пт т Г ^ 2,-с,- = —со, Пт §ир ^ а,-с,- = + оо (6) 
/, -* х / = 1 п -> х / = 1 

Раньше, чем приступим к доказательству теоремы, приведем эту вспомогатель­

ную теорему: 

. [,\мма / к1. Пусть О < /?. < р2 < ••• < Л, < ••• А, ""* °°' тогда существует 
со 

последовательность а' = {а-]^ е /, а- > 0, / = 1,2, ..., такая, что ^] а,,'/?,, = + о о . 
Л = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим а/, = —--—- —— (п = 1,2,...). Потом {аи]5° е/ 
РпРп+ 1 

Х- СО 

(мы можем сразу убедиться) и ]Г а,',/;,, = ]Г ——---- —. Если п является 
п = 1 л = 1 Рп + 1 

натуральным числом и /с _ 1, то ввиду предположения леммы получаем 

Рп+\_^Лп^ ^ _ ^ 2 _ 7 ^ + 1 _ + 4- Рп + к ~~ Рп + к~{ > 
Рп +1 Рп+2 Рп + к 

^ ( А , 4 1 - Рп) + ( > „ + 2 - Рп+\) + ••• + (Рл + А - Рл + Л - 1 ) _ ! __ Рп 

Рп+к Рп+к 

Из л о г о видно, что к каждому натуральному п существует к = 1 такое, что 

_^.±._11___ 4_ ^_±111^!__±1.. + + _ ^ : 1 \ / _ 1 _ 1 ^ _ 1 ± ± ^ 1 > __ 
/Лч-1 ' А. + 2 ' " А , + А

 2 ' 

значик для ряда ]Г ://;,, не выполнено условие Коши —Больцано, поэтому 
м = 1 

К , Л , = У ^ - Г С - Р г . - , + ю . 
л 1 п - 1 Р/1 + 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4,1. Обозначим ап(х) = ^ а^с, для л: = {̂ /}Г 6 ^ 
1= 1 

и положим 

С = 6 [х = {с-\\ е /; П т вир а,,и) = + ее] 
Л - » 'XI 

С = Л [л- = {с,};' е /; Нт т . . „(л) = - х ] . 
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Для К натурального обозначим знаком С(К) множество всех тех л" = [с,-) [ е /, 
которые имеют свойство: К лг существует п = п(х) такое, что оп(х) > К. Пока­
жем, что С(К) является открытым в /. Пусть .\° = {^}[, х° е С(К). Существует 
п = п(х°) такое, что оп(х°) > К. Выберем е > 0 так, чтобы оп(х°) — е > К. 

п 

К числу г > 0 подберем (5 > 0 такое, чтобы б ^ | т.1 \ < г. 
1= 1 

Пусть теперь д- = {^}[ еб? (х°, 6), тогда для всякого / = 1,2, ... п(х°) полу-
п 

чаем | (̂  — ^ | < 6 и, поскольку оп(х) = оп(х°) + Г̂ аД'^ — с°), то отсюда в силу 
1= 1 

выбора чисел е, (5 получим 

п 

а„(х) > ап(х°) - <5 ^ : а,. > <тй[.\°) - г. > К. 
1 = 1 

со 

значит, хеС(К). Очевидно, что С = П С(К), следовательно, С — множество 
Х = 1 

типа Сд в /. С п С является множеством всех тех .у = {ь;}Г Е ^ Д л я которых 
одновременно справедливы оба равенства в (6). 

Теперь покажем, что С п С является плотным в /. Пусть .\' = {^)[ е! 
и пусть 3 > 0. По предположению теоремы существует последовательность 
натуральных чисел к1 < к2 < ... кп < ... такая, что Пт | у.кп = + х , | 2кп \ > 0. 

п-* со 

п = 1,2, .... Если теперь в лемме 4,1 положим /;,, = | у.кп \ п = 1. 2, ..., го сраз\ 

получим существование такой последовательности [а'-] 7, что ^.п > 0, ^ а̂  < 
п = 1 

00 

< + оо, ^ ос'кп\ У-кп | = + х>. Если теперь положим /?,,, = 0 для т ф А,,, п = 1,2. .. 
п = 1 

и /?ш = а̂  , если т = кп для какого-нибудь /? = 1,2, ..., го очевидно, что 

•X X 

X /и *т\ = I 4,1 ^1 = + Х -
ш = 1 и = 1 

X I / и < + « > , б = {/?т}Ге/. 
7П = 1 

Подходящей переменой знаков у чисел /?,,, можем построить такую последова-
00 

дельность л- = {С^Т е / (̂ « = Р,„ и л и »̂» = ~Рт *п = 1, 2, ...). что ряд ]Г а,„сш 
ш = 1 

будет колеблющимся между — со и + со. Пусть теперь N является таким нату­
ральным числом, что одновременно справедливо 

х л °° о 

I \1„\<-Т, I 1 с « 1 < + (7» 
ж = .V + 1 - ш = -V + 1 
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Определим теперь последовательность V -= {'Ьи следующим образом: цт = сат 

для /77 > N и цт = С'т Д л я ; ? ? = -V. В силу (7) получаем 

ос оо >/:• 

с>(.\-'. у) = х к ; - с,„ | ^ I I ?;, I + I I ^ I < <> 
т = N + 1 т ------ N + 1 т = N + 1 

и, очевидно, г е С п С', значит, С п С является плотным в /. 

Дальше поступаем как, как и в доказательстве теоремы 2,1. 

Многие из теорем, доказываемых в этой работе, имеют следующие наглядное 
значение, которое покажем на примере теоремы 3,1: Если а = {а,-}̂  является 
какой-нибудь последователностыо вещественных чисел, то или для всех 

хе1{р) ряд ]Г а,</ сходится (этот случай получим тогда, когда а е 1{р,)), или 
1 = 1 

для ,,иоч!и всех" эгот ряд расходится, причем выражение ,,почти все" х е 1{р) 

обозначаем, что множество А всех тех хе1{р), для которых ряд расходится, 
является множеством второй категории, а 1{р) — А множеством первой катего­
рии (в / ( / , )). В этом случае доказанная теорема нам в многом напоминает 
нзвесшый закон 0,1 из теории вероятностей и показывает, что здесь не может 
бьиь какой!о средний случай, основанный на том. что оба рассматриваемые 
множества /(

1

;'). 1{р) являлись бы множествами второй категории в 1{р). 
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Ü B E R E Í N I G E A N W E N D U N G E N D E R K A T E G O R I E M E T H O D ť 

IN D E R T H E O R I E D E R R Ä U M E V O N F O L G E N 

Anton Legeň und Tibor Š a l á t 

Zusammenfassung 

In dеr Arbеit untеrsucht man diе Struktur еinigеr bеkanntеr Räumе von Folgen (s,ľp\ I) mit 
Anwendung der Katеgoriеmеthodе. Diе Hauptеrgеbnissе dеr Arbeit sind die folgenden Sätze. 

Satz 1. Es sei (X, o) ein ìinearer metrischer Raum, (s(x+ í?') bedeute den Rauni aller Folgen von 

Elementen des Raumes X, wenn x !s,-}T, У !'//!"T- л, yєs(A'), dann setzen wir 

a -- {^JІT sei eine Folge von reгllen Zahlen, wobei \,- + 0 für unendlich viele i. Dann ist die Menge 
f 

s'(X) aller derjenigen x !ѕŕ}T, x є s(X), fiir die die Reihe 2 , л / + konvergiert (in X,, eine Menge 
i = i 

von erster Kategorie in s(X). 
Dеr fоlgеndе Satz knüpft an daѕ klaѕѕiѕchе Ergеbniѕ оn H. Stеinhauѕ [IЗl über die Limitier-

barkeit vоn Fоlgеn an und vеrtiеft diеѕеѕ Ergеbniѕ im gеwiѕѕеn Sinnе in еinеn ѕpеziеllеn FaІI. 
Satz 2. Es sei (X, o) ein Banachscher Raum [mit der Norm || x || o(x, 0)l, ev habe (s(X), o ) 

dieselbe Bedeutung wie im Satz J. Es sei A = (an m) eine reguläre Matrix, an ... 0 fiir m - // 
(n — 1, 2, . . . ) . Eѕ bedeute s0(X) die Menge aller derjenigen x !ѕ,-}T єs(X), die mit der Matrix Л 

nicht limitierbar sind und wir setzen sľ(X) = s(X) s0(X). Dann ist s0(X) eine Menge von zweiter 
Kategorie [in s(X)] und sү(X) ist eine Menge von erster Kategorie [in s(X)]. 

Wеnn X diе Mеngе allеr rееllеn Zahlеn iѕt und o(|, rу) = j £ — n |, dann iѕt s(X) identiѕch mit 
dem Raum s aller Fоlgen vоп rеellеn Zahlеn mit Fréchеtѕchег Mеtrik. Daѕ Еrgеbniѕ dеѕ Satzeѕ 2 
kann man in diеѕеm Fall fоlgеndеrmaßеn vеrtiеfеn. 

Satz 3. a -— {#,-}* seì elne Folge von reellen Zahlen, es sei t\t- + 0 fiir unendlich viele i. Dann 
gilt für alle x =*= { I j T є л bis auf eine Menge von erster Kategorie, 

n n 

lim inf £ OÍІÇІ = —оо, lim ѕup ]Г rx^-x = + x . 
n -* X i = l n -» X i = 1 

Im Zuѕammеnhang mit dеm bеkanntеn Satz vоn Landau (ѕiеhе [Юl, S. 9), nach dеm zu jеdеm 

л = {^f}T^/(p,), (1/p + 1/У 1) wеnigѕtеnѕ еinе ѕоlchе Fоlgе x [ í / j -Tє l í p ) еxiѕtiеrt, daß 
оо 

diе Rеihе 2^ xih divеrgiеrt, bеwеiѕt man daѕ fоlgеndе (zum Satz 3) analоgiѕchе Еrgеbniѕ. 
i = l 

Satz 4. Wenn a = {ťvj* єľp'] (\jp • \/p' 1) dann ist fiir al/e x | c ř !T є / ( / , \ bìs auf eine 
Menge von erster Kategorie, 

n n 

lim inf £ u-Åi = — оc, limѕup £ a.-ç,- = + x . 

n -* X i = I п -» X i = 1 

Für jеdе Fоlgе л; - ÍSJ Ï є l ^ í p > 1) iѕt 

lim çn = 0. 

232 



Deг folgcnde Satz zeigt, daB bei der Mehrheit (irn Sinne der Kategorie der Mengen) der Folgen 

.v íчpfU i є ľp) die Schnelligkeit der Konvergenz von (1) klein ist. 

Satz 5. \pnn sei eine Fo/ge von positiven reel/en Zahlen, es sei lim sup pn
 L o э . Dann gilt 

n-~* X 

fiir olle .v ì í ( ! ï єľp) bix auf eine Menge von erster Kategorie, 

lim inf/?„£,. = — oo, lim sup pnçn = + oo. 
n -* ю n-* X 

An diе Struktur dеs Raumеs l (l ist dеr Raum allеr dеrjеnigеn Folgеn von rееllеn Zahlеn л-
Of 00 

[iFf !Ţ , ťür diе 2^ j s f | < -У c>o ist, diе Mеtrik in / ist duгch diе Bеziеhung o(.v, y) 2^ ! £,• ЧІ \ 
í = i t = i ' ' 

dеfiniеrt) knüpft dcr folgеndе Satz an. 

Satz 6. a IЛчч s e i e l n e Fo/ge von reei/en Zahlen, es sei l imsup | cv -: co. Dann giltfiir 
П~* Xj 

aì/e x ^ [ .r . j^єł, bis aaf eine Menge von erster Kategorie, 

n n 

lim inf £ otiči = — oc, lim sup £ af çf = + oc. 
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