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M A T E M A T I C K Ý Č A S O P I S 
R O Č N Í K 25 1975 Č Í S L O 4 

О МИНИМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ ОБРАЗУЮЩИХ В УНАРНЫХ 

АЛГЕБРАХ 

ИМРИХ АБРГАН (1МШСН А В К Н А ^ 

В работах [8] и [9] изучаются полугруппы, содержающие точно один, 
напр., максимальный левый идеал, и он обозначается через ^*. 

Пусть <($;.) — полугруппа, ^ — левый идеал полугруппы <#; .} и ^ 4= # . 
Тогда: ^ = ^* тогда и только тогда, когда $ = а и $ . а для каждого 
а е $ \Х (см. [1]). В работах [4], [10] изучаются свойства таких полугрупп, 
в которых существует непустое минимальное подмножество А множества $, 
для которого 8 = А и 8 . А. Эта проблема связана с изучением свойств 
таких унарных алгебр, в которых существует минимальное множество 
образующих. 

В настоящей работе изучаются свойства: 

а) минимальных множеств образующих в унарных алгебрах, 

б) максимальных собственных подалгебр и пересечения максимальных 
собственных подалгебр в унарной алгебре — при помощи ее минимального 
множества образующих, 

в) таких подалгебр в унарной алгебре, которые содержат по крайней 
мере один элемент из ее минимального множества образующих. 

Наконец мы сделаем примечание, каким образом при помощи утвержде­
ний о минимальных множествах образующих и подалгебрах в унарных 
алгебрах, доказанных в этой работе, мы получаем к этим утверждениям 
аналогичные утверждения, напр., о минимальных множествах образующих 
и о инвариантных подмножествах в ($, Г)-биоперандах (см. [3]). 

В статье мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
Х\а обозначает множество всех о*-классов, соответствующих отношению 

эквивалентности а на множестве X; 
[х]а обозначает ст-класс из Х/ст, содержающий элемент х из множества X, 
| Х | обозначает мощность множества Х\ 
0 обозначает пустое множество; 
X а У обозначает, что X — собственное подмножество множества У, 

в отличие о т 1 с У; 
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А обозначает алгебру (под алгеброй А мы подразумеваем пару {А; Р , 

х'де А — непустое множество и Р система коначных операций, определен­

ных на А см. [5], [7]); 

ёР(А) обозначает множество всех тех непустых подмножеств N мно­
жества А, что ^ ; / ^ > (Р в (N5 ]?у — ограничение Г на ^-подалгебра 
алгебры А. 

[Н] обозначает такой элемент из ЗР(А), что <[//]; 1?} — подалгебра в А 
порожденная непустым подмножеством Н множества А (см. [4]). Вместо 
обозначения [{х}], где х Е А мы пользуемся обозначением [х]. <[0]; Г} — 
обозначает подалгебру, порожденную значениями 0 — арных опораций 
из I1, если такие в Р существуют (см. [5]). [0] = 0 тогда и только тогда, 
когда Т1 не содержит 0-арных операций (очевидно [0] ^ N для всех 
N Е@(А)). 

^тгп(А) (ёРтъъ(А)) обозначает множество всех тех элементов N еЗ?(А)у 

что <^У; #> является минимальной (максимальной собственной) подалгеб­
рой алгебры А (подалгебру (N5 Т1} алгебры А назовем минимальной 
(максимальной собственной), если N Ф [0] ^ ф [0], N Ф А) и не су­
ществует такой элемент N' Е&(А), что [0] с: N/ с: N(N с: N, Ф А)). 

ПОЛОЖИМ ^ ^пЫп(А) = и {N \N Е ^Шп(А)} (П ^Шах(-А) = П {Л7 N Е 

б^жах(-А)}). 

Для простоты формулировки утверждений в настоящей работе мы 
предположим, что [0] = 0. 

Определения понятий, встречающихся и не определенных в этой работе, 
найдет читатель напр. в [3], [5], [7]. 

Лемма 1. Пусть А — унарная алгебра и пусть N1 е 0*(А) для всех г е I 

(I — непустое множество индексов). Тогда ^ {N2 \ г Е 1} Е &(А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . См., напр. [7]. 

Теорема 1. Пусть А — унарная алгебра и Н я А, Н Ф 0. Тогда [//] = 
= и {[А] \ЬЕН}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, ^ {[Ь] | К е Н} с= [//]. Так как // д; 

с и {[К] | К е //} и согласно лемме 1 ^ {[К] \ Н Е Н} Е 0*(А), то [Я] _== 

с и {[К] | Ь е Н}. Следовательно, [Н] = и {[к] \1г Е Н}. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть А — алгебра. Мы скажем, что непустое под­
множество В множества А есть минимальное множество образующих 
алгебры А, если А = [В] и не существует такое непустое множество 
В' с В, что А = [В']. 

П р и м е р 1. Пусть $ = {а, Ъ, с, й, е, /, д, Ь] и бинарная операция .. 
на /5 определена таблицей 
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a b c d e f g h 
a a b a b e f e f 
Ъ Ъ a b a f e f e 
c c d c d h g g h 
d d c d c g Һ Һ g 
e a b b a e f e f 
f b a a b f e f e 

g d c c d g h g h 
h c d đ c h g Һ g 

Тогда <$; .> — полугруппа и <Я = {а, с}; .>, <Г = {е, д}; .> — под­
полугруппы полугруппы <$; .>. Если каждому элементу п е Н(1 е Т) 
сопоставлена унарная операция /л(/г) на $ и определена следующим 
образом: /ь(х) = п . х(/г(х) = х . I) для каждого элемента х е $ и если 
положим Л = {/А I А е Щ, ^ 2 = {/* | * е Т} и I1 = Т1

1 и Р2, то <#; ^ > 
есть унарная алгебра. Множества Вх = {а, Ъ}, В2 = {а, о1}, Я 3 = {Ъ, с}, 
В\ = {с, ^} — это четыре разных минимальных множеств образующих 
в <#; ̂ > , никакого иного минимального множества образующих в <$; Т'У 
не существует. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть А — алгебра. На множестве А мы определим 
отношение ^ следующим образом. Скажем, что два элемента х, у е А 
находятся в отношении ^, если [х] = [у]. Очевидно, отношение ^ на А 
является отношением эквивалентности. 

Лемма 2. Пусть В — минимальное мноэрсество образующих алгебры А. 
Тогда [а]*/" П [Ъ] = 0 для всех а е В, Ъ е В и а ф Ь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть с е [ а ] ^ П [Ъ]. Тогда [а] = [с] я [Ъ]. Значит 
Ъ Е В' = В \ {а} и а е [Ъ]. Очевидно [В'] я [В]. Так как В = В' и {а} 
пае [Ъ] я [В'], то В я [В']. Следовательно, А = [В']. Это противоречит 
тому, что В' с В и В — минимальное множество образующих в А. 

Теорема 2. Непустое подмножество В множества А есть минимальное 

множество образующих унарной алгебры А тогда и только тогда, когда 

имеют место условия: 
(а) Для каждого элемента х е А существует такой элемент Ъ е Ву 

что х 6 [Ъ]. 
(б) Если аеВ,ЪеВтае [Ъ], то а = Ъ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть В—минимальное множество образующих 
унарной алгебры А. Согласно теореме 1 А = и {[Ъ] \ Ъ е В}. Из этого 
с ледует (а). Условие (б) непосредственно следует из леммы 2. 

I I . Пусть для непустого подмножества В иножества А имеет место (а) 
и (б). Из (а) вытекает А с: и {[Ъ] \Ъ е В}. Согласно теоремме 1 мы полу-
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чаем Л = [В]. Предположим, что существует такое непустое подмножество 
В' множества В, что А = [В'] и В' Ф В. Отсюда по теореме 1 мы 
получаем А = ^ {[&] | & е В'}. Пусть а е В \ В'. Тогда существует та­
кой элемент о1 е В', что а е[й].В силу (б) мы получаем а = о1. Это про­
тиворечит тому, что а е В \ В' и с1 е В'. 

Теорема 3. Пусть В — минимальное множество образующих алгебры А. 
Пусть а е В, се [а] ./ и с ф а. Тогда В' = (В \ {а}) ^ {с} является 
минимальным множеством образующих алгебры А и В' Ф/3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, В я ^ {[&] ^\Ъ е В} = ^ {[&'] ^ Ъ' е 
еВ'} с [В']. Значит А = [В']. 

Пусть 0 Ф В1 а В' и А = [В±]. Так как В — минимальное множество 
образующих алгебры А, то с е Вг. Имеется о1 е В \2? х, о1 Ф а. Тогда 
В1 с ^ {[&]</" | 6 е .©!> с [В \ {й}]. Отсюда А = [В \ {о1]]. Это противо­
речит тому, что В — минимальное множество образующих алгебры А 
и В \{Л] а В. 

Теорема 4. Пусть В и В' — произвольные минимальные мноукестса 
образующих унарной алгебры А. Тогда 

(а) В' П [Ъ\/ содержит точно один элемент для каждово & е В. 
(б) В' с и {[&]^ | & е В}. 

(в) | В ' | = \В\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть & — произвольный элемент из В. Так как 
В и В' — минимальные множества образующих в .4, то по теореме 2 су­
ществует такой элемент а е В' и такой элемент с е В, что Ъ е [а] и а е [с], 
т. е. & е [с]. Согласно теореме 2 мы получаем & = с. Следовательно [а] = 
= [&]. Это значит, что а е [&]«/. Предположим, что а' е В' П [&]«/. Тогда 
[а] = [&] = [а']. Отсюда следует а е[а']. Следовательно, согласно теореме 2 
мы имеем а = а'. 

б) Пусть х е В'. Тогда по теореме 2 существует такое Ъ е В и такое 
&' е В', что # е [&] и & 6 [&']. Значит х е [&']. Отсюда по теореме 2 следует, 
что ж = &, т. е. # е [&]</. 

в) Ввиду (а) В' П [&]«/ -= {а}, а е В' для всех Ъ е В. 
Отсюда по (а), (б) и лемме 2 мы получаем, что существует взаимно 

однозначное отображение у множества В на 2?', которое определено сле­
дующим образом: Ъор = а е В' тогда и только тогда, когда а е\Ъ\?. 
Следовательно, \В\ = \В'\. 

Обозначим через 33(А) множество всех минимальных множеств обра­
зующих алгебры А и положим ^ &(А) = ^ {В \ В е &(А)}. 

Теорема 5. Пусть А — унарная алгебра и пусть В е Ш(А). Тогда ^ &(А) = 
= и {[Ъ\/ | & еВ}. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Согласно теореме 4 мы получаем ^ &(А)я 
с и {[Ь]У \Ь еВ}. 

I I . Пусть с-произвольный элемент из и {[6]-^ | Ъ е В}. Тогда существует 
такой элемент а е В, что с е [а\У. Если с = а, то с е В ^ ^ &(А). Если 
с ф «, то согласно теореме 3, мы имеем, что В' = (В \ {а}) ^ {с} является 
минимальным множеством образующих алгебры А. Из этого вытекает 
с е В' с и ЩА). Следовательно, и {[Ь]«/ | & 6 В} с и ^(А) . 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть А — алгебра. На множестве А^ определим 
отношение < следующим образом: [ж]-/" < [у^(х, у е А) тогда и только 
тогда, когда [х] <= [?/]. Алгебру А назовем ^ — простой, если не существует 
такой элемент N е &(А), что N Ф А. 

Лемма 3. Пусть А — унарная алгебра. Пусть а е А и В е &(А). Тогда 

[ а ] ^ — максимальный элемент в А^ тогда и только тогда, когда су­

ществует такое Ъ е В, что [а]«/ = [Ь]*/. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть [а^ — максимальный элемент в А ^ . 

Тогда по теореме 2 существует такой элемент ЪеВ, что а е[Ъ], т . е . 

[а] <= [Ъ]. Следовательно, [ а ] ^ < [Ъ^. Из этого, согласно предположению, 

мы получаем [ а ] ^ = [&]</" и Ъ е В. 

•ч I I . Пусть [а^ = [Ь]</, где ЪеВ. Пусть [а]«/ < [>]</, где х е А. По 

теореме 2 существует такой элемент с е В, что х е [с]. Отсюда следует 

Ъ е[с]. Согласно теореме 2 мы получаем Ъ = с. Из этого вытекает, что 

[х^ < [ Ь ] ^ . Значит [х^ < [а],/ . Из предыдущего мы получаем, что 

[а\/ — максимальный элемент в А\^. 

Лемма 4. Алгебра А является ^ — простой тогда и только тогда, когда 
{Ь} е &(А) для каждого Ъ е А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 

Следствие 1. Алгебра А является ^ — простой тогда и только тогда, 

когда А = [ж]/ , где х е А. 

Теорема 6. Алгебра А есть ^ — простой тогда и только тогда, когда 
&(А) Ф 0, \В\ = 1 для каждого В е ЩА) и А \ и ЩА) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 
В работе [2] мы доказали теорему 3, точная формулировка которой 

должна быть следующая: 
Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой и пусть N я А. 

Тогда: 
N е ^тах(А) тогда и только тогда, когда существует такое х е А, 

что N = А \[х^ ф 0 и [х^ — максимальный элемент в А ^ . 
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Теорема 7. Пусть унарная алгебра А не является </ — простой и пусть 

В еЩА). Тогда: 

(а) если N я А и N е ^ш а х(-А), то существует такое Ъ е В что N = 

= А \ [Ь]-Г, 
(б) А \ [Ъ^ Е ^шах(А) для всех Ъ е В. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 7 мы получаем непосредствен­

но из теоремы 3 в [2], леммы 3 и следствия 1. 

Теорема 8. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой и пусть 

Ве^(А). Тогда существует взаимно однозначное отображение мно­

жества В на &тж(А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 7 существует отображение ср 

множества В на ^жах(-А), которое определено следующим образом: Ъср = 
= А \ [Ъ^ е ^шах(-А). Покажем, что <р является взаимно однозначным. 
Предположим, что аеВ,ЪеВна(р = Ъср, то есть А \ [а]У = А \ \Ъ\У. 
Отсюда следует [&]</" = [Ъ^. Следовательно, а е [Ъ]У. Из этого по теореме2 
мы получаем а = Ъ. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть А — алгебра. Элемент а е А называем необра­
зующим в А, если для любого подмножества X множества А равенство 
[X и {а}] = А влечет за собой равенство [X] = А (см. 7). Множество 
всех необразующих элементов в А обозначим через Ф(А). 

Теорема 9. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой и пусть 
В е ЩА). Положим С = и {[Ь]«/ | Ъ е В}. 
Тогда: (а) ^ т а х ( А ) Ф 0, 

(б) П ^ т а х ( Д ) = А \ С, 

(в) Ф(А) = А \С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 7, мы получаем, что ^ ш а х (-4) Ф 0 
и П ^ ш а х ( А ) = П {А \[Ь]У \Ъ еВ} = А \ и {[Ь]-/ \Ъ еВ}. Отсюда вы­
текает утверждение (а) и (б). 

Теперь мы докажем утверждение (в). 
I. Пусть а — произвольный элемент из Ф(А). Предположим, что а ф А \С. 

Тогда по теореме 5 существует такой элемент В' е&(А), что а е В'. По­
ложим X = В' \ {а}. Тогда А = [X'], где X' = X и {а} = В'. Так как 
В' е &(А) и X с В', то А ф [X]. Значит, афФ(А). Это противоречит 
тому, что а е Ф(А). Отсюда Ф(А) с А \ С. 

I I . Пусть А\С Ф 0 и пусть а-любой элемент из А \ С. Пусть X такое 
подмножество множества А, что А = [X'], где X' = X и {а}. Предполо­
жим, что существует такой элемент Ъ е В, что X п {Ъ}^ = 0. Согласно 
теореме 7 мы имеем, что А \ [ 6 ] ^ е ^шах(-А) и ввиду (б) имеет место 
А \ С с А \ [Ь]-/". Тогда А = [X'] <= А \ [Ь]-/. Значит, А = А \ [Ъ]У. 
Это противоречит тому, что [Ь]</ ф 0. Отсюда вытекает X П [Ь]У ф 0 
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для каждого Ъ е В. На основании аксиомы выбора существует такое под­
множество В' множества X, что В' п [Ь]</ = {Ъ'}, т. е. Л ' П [&]-^ содержит 
точно один элемент 6' для каждого Ъ е В. Так как 5 б <ЩА), то согласно 
теореме 1 мы получаем А = [В] = [В'] я [X]. Значит, А = [X]. Это 
означает что а е Ф(А). Из предыдущего вытекает, что А \ С с Ф(А). 

Лемма 5. Пусть А — унарная алгебра и пусть А = ^ ^тгп(А). Пусть 
такое подмножество множества А, что В Г) N содержит точно один 
элемент для каждого N еЗРтш(А). Тогда В е ЩА). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании аксиомы выбора существует такое 
подмножество В множества А, что для каждого N е ЗРт%п(А) содержит 
В Г\ N точно один элемент. Пусть х — произвольный элемент из А. Тогда 
согласно предположению существует такой элемент N1 е &тт(А), что 
х е ЛТ

1. Из этого по лемме 5 из [2] мы получаем х Е [Ъ], где Ъ Е В П N1. 
Пусть Ъ1,Ъ2е В и пусть Ъ± е [Ъ2]. Тогда существует такой элемент N0 Е 
^^ты(А), что Ъ2еN2. Значит, 6 1 , & 2 Е ^ . Отсюда по предположению 
имеет место Ъг = Ъ2. Из предыдущего по теореме 2 следует В Е 3#(А). 

Теорема 10. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой. Тогда: 
А \ ^ 35 (А) = 0 тогда и только тогда, когда А = ^ ЗРтт(А) 

и \^тщ(А)\ > 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть А \ и 35(А) = 0. Тогда 35(А) + 0 . Из 

этого по теореме 5, теореме 9 и теореме 5 из [2], мы получаем А = ^ ЗРтт(А) 

И \^тгп(А)\ > 2 . 
I I . Пусть А = ^ ЗРтт(А) и \ЗРт%п(А)\ > 2. Тогда согласно лемме 5 мы 

получаем 35(А) Ф 0. Из этого по теореме 5 из [2], теореме 9 и теореме 5, 
мы получаем, что А \ ^ 35(А) = 0. 

Из теорем 6, 10 непосредственно следует: 

Следствие 2. Пусть А — унарная алгебра. Тогда А \ ^ 35(А) = 0, тогда 
и только тогда, когда А = ^ ЗРты(А). 

Теорема 11. Пусть А — унарная алгебра и пусть 35(А) Ф 0. Тогда 
А \ ^ 35(А) Е ЗРт^(А) тогда и только тогда, когда А \ ^ 35(А) Ф 0 
и \В\ = 1 для всех 5 е ^(А) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть А \ ^ ^(А) Е ЗРтж(А) и пусть Ве35(А). 
Отсюда следует, что алгебра А не является ^ — простой. Тогда, согласно 
теореме 7, мы получаем А \ ^ ^(А) = А \ [с]^", где с е 5 , т . е. I!1 35(А) = 
— [с]*/. Отсюда вытекает В я [с]</. Это значит, что [Ъ] = [с] для каждого 
Ъ ЕВ. Согласно теореме 1, мы получаем А = [В] = [с], т. е. \В\ = 1. 
Из предыдущего вытекает А \ ^ 33(А) = 0 и \В\ = 1 для всех В е 35(А). 

I I . Пусть Л \ и 35(А) Ф 0 и | # | = 1 для В е 38(А). Тогда А = [а] для 
всех а Е ^ ЗИ(А) и А Ф [ж] для всех х е А \ ^ ^?(А). Следовательно, 
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алгебра А не является ^ — простой. Согласно теореме 9 и теореме 5, мы 
получаем А \ и ЩА) е &(А). Тогда [Ъ] с А \ и ЩА) Ф ,4 для всех 
Ь е А \и ЩА). Это значит, что и ЩА) = [с\У, т. е. А \ и ЩА) 
= А \ [с]У, где сей &(А). Из этого, согласно теореме 7, мы получаем 
что А \ и ЩА) е0>тах(А). 

Из теорем 5, 9, 11 вытекает 

Теорема 12. Пусть унарная алгебра А не является <./ — простой и пусть 

3%(А) Ф 0. Тогда: П ^Шах(-4) е ^шахИ) тогда и только тогда, когда 

п ^ т а х ( - 4 ) Ф 0 и |Д| = 1 для В е ЩА). 

Теорема 13. Пусть А — унарная алгебра. Тогда имеет место: 

(а) если П 0>тах(А) = 0, то А = и ^ д а < Л (А), \0>пчп(А)\ >2 и Л (А) ф 0, 
(б) ес/ш 4̂ = и &>т1п(А) и \&>т1п(А)\ >2,тоГ\ 0>тэ,х(А) = 0 и ЩА) Ф 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения (а), (б) теоремы 13 непосредственно 
вытекают из теоремы 5 из [2] и леммы 5. 

Теорема 14. Пусть унарная алгебра А не является <У> — простой и &(А) Ф 

Ф 0. Пусть 0 Ф П ^Шах(-А) ^ ^шах(-А) гг # е ЩЛ). Положим Хь = 

= П ^шах(Л) и [Ь].У для каждого элемента Ъ е В. Тогда: 

(а) |Д| > 2, 
(б) Л = и {ДГй | Ь е В}, 
(в) Хь = п ^тах(А) и [6] для каждого Ъ е В, 
(Г) N6 е &>(А) для всех Ъ е В, 

(д) <П ^шах(-^); РУ является максимальной подалгеброй алгебры (Х&; Г 

для каждого Ъ е В, 
(е) Хь П ./Уа = П ^шах(-А) для всея а, Ъ е В и а + Ь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнены условия теоремы 14. 

а) Предположим, что \В\ = 1. Из этого по теореме 12, следует, что 
П ^тлХ(А) Е^тах(А). ЭТО ПрОТИВОрЗЧИТ ТОМу, ЧТО П ^ Ш ах(-А) ^ 0*тЛх(А). 

Отсюда вытекает утверждение (а). 
б) Согласно теореме 9, мы получаем, что справедливо утверждение (б). 
в) Очевидно Хь <= П ^шах(-А) и [Ь]. Так как по лемме 2 имеет место 

[Ъ]</ П [с]«У = 0 для каждого с е В \ {6}, то согласно теореме 9, мы полу­
чаем [Ь] Я П ^Шах(Л) и [Ь]-/, Т. е. ^ =2 ^ г а х И ) и [Ь]. 

г) Утверждение (г) очевидно. 
д) Так как П &>та,х(А) е ^(Д) И ПО теореме 9 имеет место П &тъх(А) П 

П [б],/" = 0 для каждого Ъ е В, то [Ь]«У = N6 \ П ^шах(-А) для каждого 
& е 2?. Из этого по (г) и лемме 1 из [2] мы получаем утверждение (д). 

е) Пусть а, Ъ — произвольные элементы из В и а фЬ. Тогда по лемме 2 
имеет место [а]^ п [Ъ]У = 0. Отсюда следует утверждение (е). 
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Лемма 6. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой. Пуст 
В 6 3$(А) и 0 ф П ^ т а х(-А) ф ^тах(-А). Тогда существует такой элемент 
Ъ ЕВ, что [Ь]«/ фЗР(А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнены условия леммы 6. Тогда по теоре­
ме 14 мы получаем \В\ > 2. Предположим, что для каждого Ъ ЕВ имеет 
место [а\У> Е &(А). Отсюда следует [Ъ^ = [Ъ] для всех Ъ Е В. Это значит, 
что А = [В] = и {[Ь],У | & Е I?}, откуда по теореме 9, мы получаем 
П ^шах(-А) = 0. Это противоречит тому, что П ^ш а х(-А) -^ 0. 

Лемма 7. Пусть выполнены условия леммы 6 и пусть Ъ е В. Тогда 
[Ъ]У ф ЗР(А) тогда и только тогда, когда (П ^шах(-А)) П [Ъ] Ф 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть [Ъ]У ф 2Р(А). Тогда [Ъ] 3=[Ъ]У. Из этого 
по теореме 14 мы получаем ( п ^шах(-А)) П [Ъ] Ф 0. 

I I . Пусть (П 0>тах(А)) П [Ъ] Ф 0. Предположим, что [Ъ]У е &>(А). Тогда 
[Ь] = [Ъ]У. Отсюда следует (П ^жах(-А)) П [Ь]-/" ф 0. Это противоречит 
утверждению теоремы 9. 

Теорема 15. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой. Пусть 

В Е 3#(А) и 0 ф П # т х ( А ) ^ #шх(Л). Пусть Вг есть множество всех 

таких элементов Ъ Е В, что (П ^ш а х(-А)) П [Ъ] = 0. Пусть В1 Ф 0 и Вг Ф 

Ф В. Положим Аг = и {[Ь]«/ | 6 е 2?-.} и Л 2 = и ^ с \ с Е В \ В^}, где 
ЛТ

С = П ^шах(-А) и [с]-/ для каждого с е В \Вг. Тогда: 
(а) [Ь]«/ Е ^«и(-А) для всея Ъ Е Вг и [Ь]У ф &(А) для всех Ъ еВ \В1у 

(б) Аг Е ^(Д), Л 2 Е ^(_А), Л = Л-. и А2 и Л п Л 2 = 0, 
(в) / ^ ( ^ \ I?!) является минимальным множеством образующих алгебры 

А1 = <Л Х ; ^> (алгебры А2 = <Л 2 ; ^ » , 

(г) П ^шах(-А) = П ^ш а х(-А 2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Утверждение (а) вытекает из леммы 7 и леммы 5 

из 2. 
б) Ввиду (а) мы имеем [Ь]У Е &пип(А) для всех Ъ Е В1и согласно теоре­

ме 14 справедливо Nс Е &(А) для всех сеВ \В±. Отсюда А1е&(А)г 

А2Е0>(А). 

Пусть х — произвольный элемент из А. Тогда существует такой элемент 
Ъ е В, что х Е [Ъ]. Если Ъ Е ВХ, то [Ъ]У Е ^тгп(А). Отсюда х е [Ъ] я [Ъ]У я 
Я Аг. Если Ъ ЕВ \ Вг, то по теореме имеет место: [Ъ] с= N&. Так как 
х Е[Ъ] \\Ъ Е В \ Вх, то х е N6 ^ Л 2 . Следовательно, А = Аги А2. 

Пусть Ъ Е Вг. Согласно лемме 2 для каждого элемента с Е В \ В1 спра­
ведливо [Ъ~\У П [с^ = 0 и по теореме 9 мы получаем (П ^жах(-А)) П [Ъ^ = 
= 0. Отсюда вытекает у^ п А2 = 0. 

в) Для каждого х Е Аг очевидно существует такой элемент Ъ Е В17 что 
х Е [Ъ]. Пусть у — любой элемент из А2. Тогда существует такой элемент 
с Е В, что у Е [с]. Предположим, что с Е Вг. Так как Ах Е ЗР(А) И Й ^ Аг, 
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то у е Аг. Это противоречит тому, что Аг П А2 = 0. Следовательно, 
с 6 В \ Вг. Это значит, что к каждому элементу у е А2 существует такой 
элемент с е В \ В±, что у е [с]. 

Пусть Ь 1 ? Ъ2 — произвольные элементы из ВХ(В \ Вх) и Ъ± е [Ъ2]. Так 
как В± а В(В \ Вг с: В) и В е&(А), то Ьг = Ъ2. Из предшествующего 
по теореме 2 мы получаем утверждение (в). 

г) В силу теоремы 9 (П ЗРт^(А)) п [Ь]У = 0 для каждого Ъ е В. Отсюда 
вытекает П ^ т а х ( - 4 ) = Л.2 \ и {[Ь]-/" | 6 е 2? \ I?!}. Так как./? \В± является 
минимальным множеством образующих алгебры А2 = (А2; ^ > , то по 
теореме 9 мы получаем П ^ ш а х (-4 2 ) = А2 \ и {[Ь]«/ | Ъ е 5 \ 5Х}. Следо­
вательно, П ^ах(-А) = П ^тах(-А2). 

Теорема 16. Пусть А — унарная алгебра и пусть ВЕЗ$(А). Пусть 
N е 0>(А) и N Ф А. Тогда: 

N = П {А \ [Ь^ \Ъ е В \Щ тогда и только тогда, когда П ^™ах(-А) ^ 
с N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть N = П {А \ [Ь\У \ Ь е В \ N1. Из этого 
по теореме 7 следует П ^ш а х(>4) _= N. 

П. Пусть П ^шах(>А) с N. Согласно теореме 7 из [2], мы получаем 
N = п {А \ [х]У \х е А \ Щ и А \ [х]У е ^тЛх(А) для всех х е А \ N. 
Тогда по теореме 7 имеет место: х е А \ N и А \ [я*]-/" 6 ^ ш а х (-4) тогда 
и только тогда, когда А \ [я]-/" = А \ [Ь]-/ для некоторого Ь е В \ N. 
Из предыдущего вытекает N = п {А \ [6]*/ \ Ъ е В \ Лт}. 

П р и м е ч а н и е 1. На примере аддитивной группы целых чисел по т 0 С1 6 
можно легко доказать, что не для каждой алгебры А справедливы следу­
ющие утверждения. 

(ах) Если II — любое непустое подмножество множества А, то [//] = 
- и Щ \КеН}. 

(а2) Если В — любой элемент из &(А), то для каждого элемента х е А 
существует такой элемент Ъ е В, что х е[Ъ]. 

(аз) Пусть В л В' произвольные элементы из &(А). Тогда: 
(аз1) В' П [Ъ^ содержит точно один элемент из В' для каждого Ъ е В. 
(а3 2) В' с и {[Ь]./ | Ъ еВ}. 
(а3з) и ЩА) = и {[Ь]^ | Ъ е В}. 
(аз4) Если а е А,Ъ е В и [ а ] ^ = [6]-/", то [а],У — максимальный элемент 

(а4) Пусть алгебра А не является ^ —- простой и пусть В произвольный 
элемент из 3)(А). Тогда: 

(а4 1) Если N Е ^тах(Л), то N = А \ [Ъ]^ и Ъ е В. 
(а4 2) Если N = А \ [Ь]./ и 6 е В, то N е &тм(А). 
(а4 3) п ^ т а х ( .А) - А \ и {[Ь]./ | Ъ е 5 } . 
(а4 4) Ф(А) = А \ и {[6]-/ | 6 е Я} . 
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Далее на примерах мы покажем, что не для каждой алгебры А имеют 
места следующие утверждения. 

(вх) Если А = и &ггып(А) и В такое подмножество множества А, что 
В П N содержит точно один элемент для каждого Л7 е ^пы^А), то В Е &(А). 

(в2) Если А \ и ЩА) = 0, то А = и ^т%п(А). 

(в3) Если Л = и ^шш(А), то А \ и ЩА) = 0. 
П р и м е р 1. Пусть А2 = (А2; .>, где А2 = {а, Ь, с} и бинарная опера­

ция . гт А2 определена таблицей: 

c c 

b c 
C C 

Тогда А2 = и 0>пИп(А2), и ЩА2) = {а, Ъ} и В = {а, Ь, с} $ ЩА2). Это 

означает, что не имеют места утверждения (Ьх), (Ъз). 

П р и м е р 2. Пусть Ах = <Л Х ; .>, где Аг = {а, 6, с} и бинарная операция . 

на Аг определена таблицей: 

a b c 

Ъ c a 
c b a 
a a c 

а 
Ъ 
с 

Тогда А1 \ и &(АХ) = 0 и Аг Ф и &ггып(А^). Отсюда видно, что не имеет 

место утверждение (Ъ2). 

П р и м е ч а н и е 2. На примере мы покажем, что существует унарная 
алгебра, которая не содержит ни одно минимальное множество образующих 
и содержит по крайней мере одну максимальную подалгебру. 

П р и м е р 3. Пусть Аг = В+ и {&, с}, где В+ — множество всех положи­
тельных рациональных чисел, В+ п{&, с} = 0 и Ъ Ф с. Если каждому 
элементу а е Аг сопоставлена унарная операция /а определенная к& Аг 

следующим образом: 

/«(*) = 
а + х если а е В+ и х е Д+, 
с если не имеет место а Е В+ ж х Е В+, 

и если Рг = {/а | а Е Аг}, то Л х = <Л Х ; ^7

1> является унарной алгеброй. 
Тогда В+ и {с} Е &тж(А^ и при помощи теоремы 2, можно легко показать, 
что А1 не содержит минимальное множество образующих. 

П р и м е ч а н и е 3. В этом примечании мы применим полученные резуль­
таты к изучению свойств: 

а) минимальных множеств образующих в (5, Т) — биоперандах. 
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б) максимальных собственных инвариантных подмножеств и перэ. з т ^ п : : 
максимальных собственных инвариантных подмножеств в (#, Т) — биои^ 
рандах при помощи минимального множества образующих. 

в) таких инвариантных подмножеств в ($, Т) — биоперандах, которые 
содержат по крайней мере один элемент из ее минимального множества 
образующих. 

Пусть зМт — (#, Т) — биоперанд [3]. Множество всех инвариантных 
подмножеств в &Мт обозначим через &(М). Обозначим через [Н]м инва­
риантное подмножество вида II ^ 8Н ^ НТ ^ 8НТ в $МТ • 

Вместо обозначения [{#}]м, где х е М, мы пользуемся обозначением 
[х]м • Мы будем говорить, что непустое подмножество В множества М есть 
минимальное множество образующих ^Мт , если М = [В]м и не существует 
такое непустое множество В' с: В, что М = [В']м • На множестве М 
мы определим отношение ^м следующим образом: будем говорить, что 
два элемента х, у е М находятся в отношении «/м- если [х]м = [у]м• 
Очевидно отношение ^м на М является отношением эквивалентности. 
&Мт мы назовем <$ — простым ($, Т) — биоперандом, если не существует 
такой элемент N е 2Р(М), что N Ф М. Элемент N е &(М) мы назовем 
минимальным (максимальным собственным) инвариантным подмножеством 
в зМт, если ^ Ф М) и не существует такой элемент Лт/ е&(М), что 
N' с: N(N с И' Ф М). Обозначим через &ты(М) (&>тлх(М)) множество 
всех минимальных (максимальных собственных) инвариантных подмно­
жеств в $Мт • 

Пусть зМт — ($, Т) — биоперанд. Если каждому элементу 8 е 8 (I е Т) 
сопоставлена унарная операция на М, определенная посредством /8(х) = 
= 8х($ь(х) = х1), где 8х(х>) имеют то же значение, что в (/5, Т) — биоперанде 

8МТ, и если положим Т1

1 = {/8 \ 8 е 8}, Я2 = {]ъ \ I е Т} и I1 = Р1 и Р2, 
то М = <Ж; Ру является унарной алгеброй. Назовем ее унарной алгеброй, 
присоединенной к (8, Т) — биоперанду $Мт • 

Теорема А. Пусть М — унарная алгебра, присоединенная к (8, Т) — био­
перанду зМт • Тогда имеют место следующие утверждения: 

(а) для каждого подлшожества N множества М имеет место: 
(ах) N е ёР(М) тогда и только тогда, когда N е&(М), 
(а2) N е &(М) и N = [а] (а е М) тогда и только тогда, когда N = 

= [а]м (а Е М). 

(б) Непустое подмножество В множества М является минимальным 
множеством образующих в М тогда и только тогда, когда В является 
минимальным множеством образующих в (#, Т) — биоперанде зМт-

Очевидно, как посредством теоремы А и при помощи утверждений 
(доказанных в этой статье) о минимальных мноя^ествах образующих 
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и подалгебрах в унарных алгебрах мы получим аналогичные утверждения 
о минимальных множествах образующих и о инвариантных подмножествах 
в ($, Т) — биоперандах. 

Далее мы заметим: Пусть <$; .> — полугруппа и (II; .>, <Г; .> ее под­
полугруппы. Пусть А есть (II, Т) — идеал в <$; .> (непустое подмножество 
А подмножества # называется (II, Т) — идеалом в <$; .> если II . А с= А 
и А . Т с А, см. [5]). Непустое подмножество N множества $ назовем 
(II, Т) — идеалом в А, если N является (II, Т) — идеалом в <$; .> и N с А. 
Тогда тем же способом, как мы это сделали выше, мы можем получить 
утверждения о минимальных множествах образующих и о (II, Т) — идеалах 
в А. 
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