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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y Č A S O P I S SAV, VII, 4 

Z V Ý Š E N Í S T Y K U K Ř I V E K P R O M Í T Á N Í M 

A L O f S V K B A X 

katedra, matematiky a desUript ivní geometrie íaUult\ strojního inženVrst ví ( 'VUT 
v Praze 

I. Pvod 

Problém zvýšení s tyku kř ivek p r o m í t á n í m je p o m ě r n ě s tarý . První výsledky 
byly z n á m y již koncem minulého století , k d y f rancouzský geome t r H a l p h e n | (>] 
ukázal, že dvě kř ivky k1? 1c2 mající ve společném bodě A s tyk řádu * 1 
(s 1) promí tají se z bodů jis té roviny, t. zv. h lavní roviny, do křivek, jež 
mají s tyk rádu -s. 

Teprve mnohem později v polovině t ř i c á t ý c h let téměř současně B o m -
| ) i a n i | I] a ( ' e c h |4] ukázal i , že za j i s tých p ř e d p o k J a d ů exis tuje v hlavní 
rovině hlavní p ř í m k a , z jejíž bodli se d a n é k ř i v k y promí taj í do kř ivek o s tyku 
řádu .s • \. a na hlavní př ímce hlavní bod. z něhož se promíta j í do křivek 
o s tyku rádu s j 2. 

Současně byla u k á z á n a p ě k n á geome t r ická kons t rukce hlavní roviny a hla\ ní 
př ímky | 4 ] . Je-li P l ibovolná p locha procházející o b ě m a k ř i v k a m i k, a L\>. 
tečná rovina plochy P ve společném bodě A obou kř ivek je hlavní rovina.. 
Xení-li (za p ř e d p o k l a d u «s i? 2) s])oleěná t e č n a obou kř ivek ve společném bodě 
a s y m p t o t i c k o u tečnou -plochy P. hlavní p ř í m k a je k ní s d r u ž e n á tečna plochy P. 

Xalezené výs ledky byly p o m ě r n ě brzy na to j e d n a k doplněny Bompianim 
pro dvě pro t ínající se kř ivky 12] a později i pro dvě kř ivky bez společného 
bodu 13]. j e d n a k zobecněny ( 'echem pro dotýkaj ící se kř ivky (-v 2) v pro
storu d imense n 3 | 5 ] ; současně byly podány, s výj imkou p ř í p a d u protína
jících se křivek, některé geometr ické k o n s t r u k c e hlavních př ímek a hlavních 

bodu. 
Úkolem té to práce je ukáza t geome t r ickou kons t rukc i JiJavnícJ. e lementu 

právě i p ro pro t ínající se kř ivky (,s -^ 1). Podrobnějš í s t u d i u m vlastnost í 
s tyku křivek | 7 . S] ukazuje j ednak, že p ř í p a d <s ^ I je n u t n o s a n a l y t i c k é h o 
hlediska p r o j e d n á v a t zvlášť, jednali , že řešení tohoto p ř í p a d u je poněkud 
složitější než v př ípadě ,s > 1. 

V práci je nejprve ve 3. odst . novou m e t o d o u naježeno a n a l y t i c k é řešení 
problému; na t o v dalších dvou odstavcích navazuje několik geometr ických 
řešení. Za zák ladní kons t rukc i hlavních p ř í m e k a hlavních bodů je možno 
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označit jejich konstrukci užitím jistých rozvinutelnýeh ploch ležících v kon-
gruenci určené obéma danými křivkami (odst. 4). neboť téže metody lze užít 
pro jakékoliv dvě křivky (ať již mají styk řádu * — 1 ^ 0 nebo jsou bez spo
lečného bodu). Další konstrukce (odst. 5) užívá kvadratických případně ku
bických ploch, které mají s oběma danými křivkami v jejich společném bodě 
styk vhodně voleného řádu. Konečně je uvedena konstrukce (odst. ;"•). která 
je geometricky nejtěsněji spojena s předloženým problémem. Promítací kuže
lové plochy daných křivek jsou nahrazeny kvadratickými, případně kubickými 
kuželovými plochami, které s danými křivkami mají v jejich společném bodě 
styk vhodného řádu. 

2. Analytické podmínky pro dvojici protínajících se křivek 

Nechť v trojrozměrném projektivním prostoru #;,, který je vztažen v k sys
tému homogenních souřadnic x{ (i = 0. L 2, 3). jsou dány dvě křivky ky k., 
o parametrických rovnicích 

xҷ = Xi(w). k. y< --=?/,•(•») 

-u; (i = O. 1, 2. 3) 

kde Xi(w), (yi(v)) jsou analytické funkce parametru w(v) definované v jistém 
otevřeném intervalu W (V). Pro stručnost budeme místo rovnic (2 1) psát 
jejich vyjádření ve vektorovém tvaru 

kx x(w). k2 y =y(v) (2.2) 

Předpokládejme, že obě křivky mají společný bod A, který nechť je jedno 
duchy na obou křivkách. Bez omezení obecnosti můžeme předpokládat, že 
bod A na křivce kL( k2) přísluší parametru w = 0 (v = 0). 

Jestliže zavedeme označení 

~drx(w)' 
IV 0 

0' 

&y(v) 
Уv 

0. 1. 2. 

(přitom bod xv má souřadnice .ror, xlr. xlr. x3v). vektorové funkce x{tr). y(r) 
v rovnicích (2.2) lze rozvinout v potenční řady 

L, 

łr.г, -f w-
4 ! (2.4) 

y --•• ;y,» t vyx -+ 9 y, f- ~ ?/:i -Í ,- ?/4 

Protože faktor úměrnosti homogenních souřadnic v (2.1) je možno ještě 
vhodně volit, můžeme předpokládat přímo 

•M) •••- ?/()• ( - • " > ) 
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Z p ř e d p o k l a d u , že bod A je obyčejný na obou kř ivkách, plyne 

(.i-,,, .P.) + 0. (?/„.?/,)+(>: (2.ti) 

| i í i lom symbol (.»•,,. .»',) -J= (( značí, že m a t i c e 

( l Г 00- ' ^ I O ' ^ 2 , ) ' ̂ З O l 

т()1, т n , т 2 i . т 3, / 

má nejvyšší možnou h o d n o s t ; o b d o b n ě je t o m u u symbolu (T ( ) . T . . y{) + 0 a t d . 
P ř e d p o k l á d e j m e nyní, že kř ivky k2. k2 se v bodě A p r á v ě protínají . t\ j . žo 

mají v hodě A s tyk ř á d u p r á v ě 0; p a k je n u t í o 

(.*•„. ;*•,. ?/,) + 0 . 
( - ' • ' : 

Tečny křivek k\. k2 v bodě A určují t e d y společnou tečnou rovinu obou 
křivek, k terá se nazývá hlavni rovina kř ivek k,. k\> v bodě A | b + 

rle-li z l ibovolný bod pros toru S:i neležící v hlavní rovině hodu A. jest 

T 0 . TX, yv z) + 0. (2.S) 

a tedy body T ( ). T 2 , X1. Z m ů ž e m e vzít za vrcholy lokálního souřadnicového 
č t y ř s t ě n u . Nechť je 

x, - Z ( )T ( ) + / - ^ - -I-- /LH! + /z. ?y2 — AoT0 + /l^T, + Â ž/j + x'z. 

•i":. /^+0 i /^- l'l + /^//J + /*" ' V* = f*0X0 + / ^ ' l + V-lVl + /'« + ( 2 - 9 ) 

•*i w , + ri^*i + j'2/yi +• ' ' - «/4 = n > 0 + v'\xi + ' lv i ! r + 

l)osadíme-li (2.9) do (2.4), d o s t a n e m e 

. 4, 
т - т( ! 

g ^ + + r , (.) 

•:,'»•' < (,'«•'+ r r « J + ( ) J + ?/. | ^ »•' + ;,; »" 

,2 + £ ,,,3 + .? ,,.4 + ( _ ) 

'>) // «ť() 

// i 

Л l , Hп ., '•(» , 

г2 + + , v:ì -J- - »4 3!" + ' " ' + <•) 

í" 

4 ! " 

( . ) 

(-î.b. 

/.., jU2 „ , i'2 

3 
?V -| 

4! (•) 
' ľ . . /< 
Г 1 3! 4! (•) 

kde (.) \ždv znaěí souhrn členů. v. nichž lze v y t k n o u t alespoň ir* nebo r\ 
Rovnice (2.1 0) neudáva j í nejobecnější tv./r rovnic křivek k.. k2. jež v bodě A 

mají s tyk ř á d u 0. J a k z n á m o (4, 5, 7. 8], d o s t a n e m e je z rovnic (2.4). resp. 
(2A0). jestl iže p r o v e d e m e t rans formaci p a r a m e t r u ir 

>r ---- F(v) = a,v + " 2 «2 + | | t-8 + ~« ?>< + ( . ) . «. +: 0 (2.1 I) 
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a současně souřadnice x násobíme nenulovým faktorem 

<> 1 + V' + tvi + '%\v* + 4\V" ' *•)• 
Místo rovnice (2.K)a) d o s t a n e m e pak rovnici křivky L\ ve tvaru 

x ^o(v)x(F(v)) --. 

r0 1 + bjv { 9 (/0r/y l l>2)r/- 4-- : (A,,/*. + /Ví b:,)',:J 

ЦM2) 

4! 
(/0h2 + //0h:{ •[ v ' í \ &.!>4 r (.) + .r, ., (;ч"'ï 

f 2//,/;, f a.,)v2 ! (/,/«, + /v**ï -r 3"A -f -W;, { "з)«>3 • _,, (V'_» 

(A./., ! -/v/r)r ! ! 4 , ( / . A , | , « A t lyřj)/?1 •••(.) 

//. 

( 2 A З ) K } + l ' , I /«':,V ;

 4 , (AA. ! ,«//, -I w } ) r ' -• ( . ) . 

kde ])ro s t ručnost jsme zavedli označení 

h, 3(//1//2 -I- a'\bx). h,2 4".//., -f 3//_ i- 12////_./>. • ()Oj/>2. (2A4) 

h:{ 2(3//+/2 -4- 2O:
I'

,b1). 

3. Aiiiilvlieke řešení problému 

Zvolme libovolný střed promítání S a libovolnou p r ů m ě t n u £. Uerá ne-

ineiduje s S a pro kterou t edy platí (S. £) + 0: symbol (*S\ if) je známé zkrá

cené označení pro __; .s;_;(. kde *,(£,). / 0. V 2. 3. jsou souřadnice s t ředu N 
i o 

( p r ů m ě t n y £). Vhodnou volbou faktoru úměrnost i homogenních souřadnic 
můžeme souřadnice normal i sovat t a k , že 

(S. f) ... 1. 

Při t é t o volbě na jdeme pro p r ů m ě t y A',. A\_ křivek k,. k_ 

Aj A' .r ! /S . A\2 )' // + //N. 

kde Á. // určíme užit ím podmínek incidence (X. 3) ( ) \ í ) <): jest 

/ (;ř. í ) . /Y ---- —(?/. í) 

a t edy rovnice j)růmčtů A',. A\_ mají t v a r 

A, X x - (x. Í)S. K, )' u - (//. f)N. 

Ci.l 

(:..:») 

(.4.4) 
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Z nalezených rovnic je předevš ím p a t r n o , že p r ů m ě t v A'x. A 2 kř ivek kv h\> 
mají společný p r ů m ě t A' bodu A. J e s t to t iž X{) — Y„. N u t n á a postačující 
p o d m í n k a pro to. aby p r ů m ě t y A",, K., měly v bodě A' s tyk řádu o- I (O I 
celé číslo) jest. aby bylo možno najít čísla ar. br(v I a \: a. + 0) 
tak . aby bylo 

A',. > ,, ()• ----- 0. I a - 1). (3.5) 

ledy, jak plyne dosazením (3.4) do (3.5). aby existoval bod S vyhovující pod-
m í n k á m 

<jrS xr //,. (v - 0. I a I). (3.6) 

kde a,. (x, //,,. f) : za i,, a «/,. je t řeba sem d o s a d i t z (2.13) a (2.10b). Př i tom 
pro r 0 podmínka, (3.6) je s p l n ě n a ident icky pro každé S. Užitím (3.6) 
s n a d n o d o k á ž e m e (Bompiani [2]): 

Křivky A',. A'2 mají- v bode A' styk rádu I ))ráve tehdy, je-li S bodem hlavni 
roviny křivek k,. h\, v bode A. ale neležícím na jejich tečnách v A. 

D ů k a z plyne z rovnice 

opS' bvc{) | avťx — //,. (3.7) 

na níž se v t o m t o př ípadě redukují rovnice (3.6). 

Dále plat í (Bompiani . | 2]): 

Jestliže o.skulacni roviny křivek /.,.. k2 v bode A jsou ruztte od hlavni roviny 
křivek /.*,. k2 v bode A. existuji v hlavni rovině, dve různě přímky procházející 
bodetn A. z jejichž bodu f+-- A) křivky kv k2se promítají do křivek nat jících v prů
mětu A' bodu A .styk řádu 2. Obe jtřítnky odděluji harmonicky tečny křivek / + /.'._, 
v bode A. 

Jest Hic právě jedna os kul a ční rovina křivek h\. k2 v bode A splývá s jejich 
hlavní rovinou v bode A. neexistují body, z nichi by se křivky h\. h\> protnílaly 
do křivek, jez by v A' mČiy styk řádu vyššího ne z \. 

Jestliže o.skuiační roviny křivek k,, k2 v bode A splývají s jejich hlavní rovinou 
v bode A. jtak z každého bodu f'A=- A) hlavní roviny se promítají křivky k,, k2 do 
křivek, které mají v bode A' styk řádu 2. Xení-li hlavní rovina pro žádnou 
z křivek /.*!. h\> stacionární, existují v ní tři vzájemné ruzne přímky, z jejich i 
každého bodu f+ A) křivky k}. k2 se promítají do křivek majících v bode A' 
styk řádu 3. Trojice těchto přímek je apolární ke dvojici léčen křivek /,. k2 

v bode A. 

D ů k a z . K rovnici (3.7) př ipoj íme rovnici (3.6) pro v 2. t. j . rovnici 

<j.2S (/,/'í |- b., - /Q.r() + (ka'\ + 2a1bl + a., — K\).\\ + (/..//*f - /U)//, + 

+ (Áa'i - ?/)z. (3.S) 

Z (3.7) a (3.S) plyne, že n u t n á a postačující p o d m í n k a pro to. aby existoval 
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s t řed S. z něhož bv se kř ivky k,. k\> promíta ly do křivek majících v hodč- 4 ' 
s tyk alespoň. 2. jest. aby <ix 4 ° a aby mat ice 

/ ''• • "' • - 1 ° \ 4^-n 
\Á)(Í\ 4 b.> - /,',. //'T * L V^. ; "•> V '->"í - /-• * 7 7 / ' ' 

měla h o d n o s t I. K tomu je n u t n é a stačí, aby existovalo <tx * o vyhovující 
rovnici 

/ť/j / ' 0 ( 3 . H > ) 

a aby plati lo 

a ) //., / / / ] í ?<.[ I_<*''{ /i(/;T - 'IdM{. 

b) b, - -- />bi 1 /', — A//T/4 - /,//j. (3. i \ ) 

Za p ř e d p o k l a d u / -r 0. .// í 0. t. j . za j)ředpokladu. že1 oskulač íí roviir 
(,r(). x_. .x\>) a (;r0. ?/,. fi_) křivek k\. k\> y bode A jsou různé od hlavní roviyv 
v bode A. na jdeme z (3.10) 

'V (/' I. 2: *•" - -i- I. /•''-' 1). (3A2) 
/ 

Zvolíme-M za al jedno z čísel (3A2). volíme-li dále b] l ibovolné a //._,. b, t. \. 
aby p la t i lo (3.11). pak bod 

b. Г„ í tr/Лľ, 

je s t ředem 'promítání, z něhož se kř ivky k\. k\> promítaj í do křivek mající 
v A' s tyk řádu 2. Body (3.13) vyplní (s výjimkou bodu A) dvě různé přimk\ 
hlavní rov iny spojující bod A s body «\ux, !h- «\2)>i'i !l\- jež odděluji 
h a r m o n i c k y body .r,. //.. T e d y obé př ímky oddělují harmonicky tečny křivek i: . 
k\, v bodě A. 

Jes t l iže je b u d / 0. // 4 <k nebo / 4 <>. X' 0. t . j . jestl iže p r á \ ě jedn i 
oskulaení rovina křivek k\. k\> y bodě A splývá s jejich hlavní rovinou v bodě A. 
neexistuje//, 4 ; n vyhovující rovnici (3.10). a tedy neexistuje střed promítání , 
z něhož by se d a n é kř ivky promíta ly do křivek majících s tyk řádu 2. 

P ř e d p o k l á d e j m e n \ n í / X' —-0 (pak je již n u t n ě /._ -4 0. /j <)). t. j . 
p ř e d p o k l á d e j m e , že oskulační roviny kř ivek k\. k\_ v bodě A splývají s jejich 
hlavní rovinou v bodě A. Rovnice (3A0) je pak splněna ident icky pro každé t! . 
Volíme-li při l ibovolném //, 4 <> a libovolném b, čísla ((._. b.> podle (3. I I ) . má 
mat ice (3.9) hodnost 1 a tedy z každého bodu ( 4 A) hlavní roviny křivkv /,-,. /.., 
se "promítají do křivek majících v A' s tyk řádu 2. 

I\ rovnicím (3.7) a (3.S) př ipojme ještě rovnici (3.ti) pro r 3. t. j . rovnici 

o.,N (/,//, 4 /Ví' J b;{ //o).r() 4 (/̂ //i 4 //-//(-I 3^/4^ 4 3/t.y^ - //., /',).*", • 

-I- (/>//, l /M/I — //i)//, 4 (3^(a1//2 4- O^) -i- /Hr' - z/):. (3A4) 
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Л{)a'І ; »ч A. 

/-,//, 
: /Vï 1 b:. " ľŕ 

1 

я2/// 

v níž je ještě t řeba podle p ř e d p o k l a d u položit z 0. N u t n á a postačující 
p o d m í n k a pro to . aby exis toval s t řed p r o m í t á n í , z něhož by se d a n é kř ivky 
promíta ly do křivek majících v bodě A' s tyk řádu a lespoň 3. jest. aby mat ice 

llh • " i 

Xa\ -f- 2/z.b, f O, žj 

Af̂  / pue\ -f 3///L2 -j- 3//ob, -}- //.{ //j . 

. 0 

//> . ?M'Í - // | (3.ir>) 
//.,/// - p,. 3}\aj(, 1 Ojbi) / //(// — //-' 

(v níž ž // 0) měla h o d n o s t 1 a aby ť/1 T-0. K t o m u je n u t n é a stačí, 
aby exis tovalo nenulové řešení rovnice 

///// //' 0 (3.H>) 

a aby kromě rovnic (3.1 I) p l a t i l y ještě rovnice 

<tA /!;/// I Pl (tjt^y — llYLx — (t\p, /////1 - 3</1b2 3//._,bj. 
b:í blp, f /i0 — bj/^/U — /?3A0 - (t/bi//2 — /////,>. (3A7) 

PředpokJádáme-l i , že h lavní r o v i n a kř ivek L\. k, v b o d ě A není pro žádnou 
z křivek k\. k, s tac ionární , jest //, 4= <>• // 4"-' ^- H t e d y existuje vždy //, - o 
vyhovující rovnici (3.16); jejím řešením n a j d e m e 

^ " ' . li 1 . 2 . 3 : , - I. „•'- •-'. ± ' I » . „a. -.' " O " 3 ) . 
// ' 2 2 / 

(». !«) 
Zvolíme-li za //j některé řešení v (3.1S). volíme-li dále bj l ibovolně, ((,. b, 

podle (3.1 I) a //3. b3 podle (3.17). pak z bodu (3.13) (kam za a^ dosad íme 
z (3.IS)) kř ivky k\, k, se promíta j í do kř ivek majících v p r ů m ě t u A' bodu A 
styk řádu 3. P ř í m k y promítaj ící body (3A3) z bodu A tvoř í , jak se s n a d n o 
zjistí, trojici př ímek apolární s dvojicí tečen křivek kA. k, v A. 

Tím jsou všechna tvrzení věty d o k á z á n a . Sestrojené p ř í m k y v hlavní rovině 
se nazývají hlavni přimky ( B o m p i a n i . |2]). 

Konečně platí v ě t a ( B o m p i a n i . \*1\): 

Jestliže oskulacni roviny křivek /,',. k, v bode A jsou různé od hlavni roviny 
křivek v bode A, existuje na kažfh- z hlavních přímek bod ( j - A), z ne ho z se 
křivky k}. k, promítají do křivek majících v průmětu A' botku A styk řádu 3. 

Jestliže hlavni rovina křivek k^. k, v bode A je nestacionární oskulacni rovinou 
každé z křivek kx. k, v bode A, existuje na každé ze tří hlavních přímek bod f-f- A ) . 
: něhož se křivky kx. k, promítají do křivek majících v průmětu A' bodu A styk 
řádu 4. Tyto body jsou kolineární právě tehdy, když při vyjádření (2.0) yV.sl 

pk\ - p'A, 0. (3.1Í>) 
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D ů k a z . Předpokládáme-I i nejprve, že oskulacní roviny křivek /,. k., v A 
jsou různé od h lavní roviny křivek v bodě A. t. j . je-li X 4~~ 0. X' 4" ^ můžeme 
bod z v (2.9) voli t na průsečnici obou oskulacních rovin (ale 4 A); volíme 
tedy X-> — - X\ — 0. N u t n á a pos tačující p o d m í n k a pro to. aby existoval bod *S' 
promí tající kř ivky .fc,. k2 do křivek majících v bodě A' s tyk řádu 3. jest. aby 
aA 4 1 0 a aby ma t ice (3A5). v níž položíme X2 — X\ — u. měla hodnost I. 
K t o m u je n u t n é a s tačí, aby pla t i la rovnice (3A2). rovnice 

U(u.лҺл í u,2)aл 4 џď\ 

a rovnice (3.11) a (3.17). v nichž je třeba položit / 2 —/j 
a (3.11a) s n a d n o na jdeme 

(:».-.<•) 

(I. Z rovnic (:i.20) 

/.. X x u л 
Ua 

,,(// HOV) 
( 3 . 2 1 ) 

ЗЯa. 
(//' — /шy). 

Zvolíme-li nyní aA tak, aby vyhovovalo rovnici (3.12). urěíme-li br a2 užitím 
(3.21), b2 z (3. Lib) a a 3 . 63 pod le (3A7). p a k k ř i v k y kx. k2se promíta j í do křivek 
majících v p r ů m ě t u A' bodu A s tyk rádu 3 p r á v ě ze dvou bodů 

, l - A I : : :: 
/ / ' ( / ^ " - XAX ") - - (/// / '/ ' ") 

лл (XЛ1 4 Я л 

3 

I 
(/«'/ ~ + ///' 

.»:„ -+- / / .r, 

ЯA'- r, 

Я /'//, 

/." / //, 

3.22) 

jež po j e d n o m leží na hlavních p ř í m k á c h kř ivek k2. k2 v bodě A. 

Nechť nyní oskulacní roviny křivek kv k2 v bodě A splývají s hlavní rovinou 
křivek kv k2 v b o d ě A a nechť oskulaění rov iny nejsou s tac ionární . P; k v (2.9) 
je X - X' ---- 0. fi 4= 0. // + 0. 

K rovnicím (3.7). (3.8) a (3.14) př ipojme ještě rovnici 

o,S (X{)h., -f ^ 0 h ; i 4 *\)ď[ 4 b, )',',)#„ 4 (X{h2 4 /^. j 4 jy/j -{- 4//,b:{ - b7/2b., * 

4- 4^ob1 4- ^ r[).*:.. I ( / 2 h 2 -|- //2h :5 f iyf} ró);//, A- (^//.3 { ru[ v')z. 

(3 .23) 

N u t n á a pos tačující p o d m í n k a pro to. a b y exis toval bod S. z něl ož by se 
křivky k^. k2 p r o m í t a l y do křivek majících v A' s tyk řádu 4. jest. aby mat ice 

/,',. U.y 4 X^U] 

• <h A.A 

. u, A, 

-W>. 

211 



/ / , " -j ' :. > 1 (3 .24) 
/ 2 hJ + fl2a{ /L> 

A2h2 + /y,2h:í + v2a\ 
(v níž A,- (/ 3.4) je funkcí ax a; 3. b, b; j a H,- (i 3.4) funkcí ax. 
. . . . //,• ,. />• b,-_2) měla hodnos t I a p ř i t o m a b y //j + 0. T o n a s t a n e 
p r á v ě tehdy, když //, je řešením rovnice (3.16). jestliže p la t í rovnice (3.M). 
(3.17) a 

a) 2//(3//j//2 + 2r/'V>1) + va\ - i-' — 0 . 
h) //, ,.. A, - a^h, + /Í 2 A 3 + v 2 a | - v'.,). (3.25) 

c) b, B, - b^A + /LA + V Í - ?'•>)• 

Z rovnic ( 3 A l a ) a (3.25a) n a j d e m e 

/>, ,-..- ( 6/1,̂ /rf + 6AI/H/7 — 62.2f.ia-1! + (U^w/rí + r/rf -- i''). (3.26) 
Vr,Y' 

P o s t u p n ý m dosazením bj z (3.26) do (3.M). (3A7) a (3.25b. c) určíme aa 

ba (\ 2. 3. 4) j e d n o z n a č n ě j a k o funkce p a r a m e t r u a^. Jes t l iže výsledek do
sazení řešení //^ (i — I. 2, 3) rovnice (3A6) do pravé s t r a n y (3.26) označíme b\' 
(i I. 2. 3). pak z předchozího p lyne 

| -} } } -}, - r 2 

///' ( ( 6/-:'"A,// ' / / " + fiFin2.\fJ ' / / " — 6ř"'"/.,// / i " + 

* i 

-i 6/U + f(/V/«~V3 - ' '7' ' ')• ( : ^ 7 ) 

Při tom 
//;>.*•, i «\".i;. - ?/, (i = 1 . 2 . 3 ) (:(.2S) 

jsou body. a to jediné, z nichž se k ř ivky kx. k2 p romíta j í do křivek majících 
v p r ů m ě t u A' bodu A s tyk ř á d u 4. 

Body (3.2S) jsou kol ineární právě t e h d y , když 

; a\]}. b\V). 1 

; a{f\ bf. I 0. (3.20) 
I a^Kbf\ 1 

Po dosazení z (3AS) a (3.26) n a j d e m e o d t u d již d o k a z o v a n ý vztah (3.10). 
Nalezené body jak v prvém, t a k i v d r u h é m p ř í p a d ě se nazývají hlavní body 

( Bompiani | 2]). 

\. Základní konstrukce hlavních elementů 

Předchozí výs ledky je možno i n t e r p r e t o v a t g e o m e t r i c k y : užijeme př i tom 
netriviálních r o z v h m t e l n ý c h p ř í m k o v ý c h ploch p ř í m k o v é kongruence :u, pro 
kterou k,. k, jsou fokálními k ř i v k a m i . P ř i t o m tr iv iá lní rozvinute lnou p ř í m k o v o u 
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plochou rozumíme každou kuželovou plochu, jejíž vrchol je na jed íé z kři
vek /.-,. L\> a jejíž řídicí kř ivkou je d r u h á kř ivka. 

Nechť P je netr iviální př ímková ])locha ležící v kongruenci M procházející 
bodem A. pro kterou body křivek h\. Z\> nejsou s ingulární . Povrchové přímky 
plochy P protínají pak fokální kř ivky k,. h\> kongruence M v bodecl o para
metrech u\ v odpovídajících si v ana ly t ické korespondenci , která je n u t n ě 
t v a r u 

ir ••-.- <l>(r) v -i- f r 2 -|- ^ V - . . . (x, r 0). (4.D 

Jest l iže obráceně je dána ana ly t ická korespondence (4.1) mezi body o para
metrech u\ v k ř ivek Z:,. h\>. pak spojnice bodů. které si odpovídaj í v korespon
denci (4-A). vytvoř í netr iviální př ímkovou plochu P ležící v kongruenci M. 
dějí p ř í m k u jdoucí společným hodem A obou křivek kr h\> urč íme j a l o l imitní 
polohu př ímkv 

p(v) -=(//(!;). *(&(*>))) (v í 0) (4.i>) 

pro v >0. Dosadíme li (4.1) do (2.10) a užijeme-li (2.10) k úpravě (4.2). 
na jdeme 

p(v) (.r(). \lx] y,)v < v2 (.). (4.:>) 

a tedy 

.. P(v) p(v) l i m - (.r(). \lxl / / , ) . 
/•-*o r 

O d t u d již plyne věta. udávající geometr ickou kons t rukc i l i h n u roviny 
křivek k,. h\> v bodě A: t a t o věta je speciálním p ř í p a d e m obecnější věty. jež 
platí pro každou plochu procházející k ř i v k a m i h\. h\> (( 'ech |4J. [f>]). 

Hlavní rovina křivek k}. h\> v jejich společném bode A je tečná rovina r bodě A 
každé netriviální přímkové plochy P kongruence M. 

Pro h lavní p ř í m k y d o k á ž e m e : 

Přímka netriviální rozvinutelné plochy P kongruence M procházející */olectiým 
bodem A křivek /*,. h\> je hlavní přímkou křivek h\. k> v bode A. Obrácené: každá 
hlavní přímka křivek h\. h\, v bode A je přímkou netriviální rozrinutehr' plochy 
kongruence Mi. 

D ů k a z . Př ímková plocha, jejíž tvořící p ř í m k y jsou (4.2) a (4.4). t. j . plocha 

a) X(u. v) y(v) - ux(0(v)). v 4= 0. 

b) X(u. 0) ux{) y .r , 4- ;?/, (4..*>) 

je rozv inute lná, jestliže podél každé její tvořící př ímky tečné roviny splývaj í : 
př ímka p(v). t ečna [křivky k, v bodě .r (@(v)) a tečna kř ivky h\> v bodě y(v) 
leží p a k v j edné rovině. J e s t proto pro rozvinutelnou plochu pro každé v 
(a t e d y i pro v ^ 0) 

(.r. ;//. x'. y) - 0. (4.0) 
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kde čárkou je označena derivace podie parametru v. Dosadíme-li sem (2.10) 
\tr je dáno funkcí @(v) v (4.1)], dostaneme po delším výpočtu (po vykráčení 
determinantem (.r0, xv ?/,, z) + 0) 

o \1r*(?.\-] ;/)+?;3 -- - w / + / 4 x 2 + -(/;;„ V/Jxj -- : > -(V/ / ^ h v 

1 4 ' 

:»"4' .r' 

4 /-л" чï 

/.'\, ! rJ v,|^-//л:,! - ; } 7 ' ' | Я, ţ - ^ i " 4 " ? - - " ' л ' ) + + < « л ï 

., /.; j//лi - 4 y . * , ) - g rлï - - - ł - ч , + ;.(.) + A'(. + W ° ( . ) <>• 

(4.7) 

Koeficienty při jednotlivých mocninách parametru v jsou nutné rovny nule: 
tím dostáváme podmínky pro koeficienty korespondence (4.1), a tedy i spe
ciálně pro \l +- 0, \ 2 . 

Předpokládejme nejprve, že oskulační roviny křivek kx, k2 v bodě A jsou 
různé od hlavní roviny; pak je X + 0, Xr + 0. Bod z zvolíme ještě na průsečnici 
oskulačních rovin. t. j . zvolíme X2 — X\ — 0. Rovnice pro xv \2 jsou tedy 

a) Xaj — /' ^ 0, 
1 ., * .* ! - - , , > L w, .« 1 , 1 , (4.S) 

b) -v.,/ + /vT,\2 ~ - M ^ r + - /2/%, + T̂ -̂ Nj — ^-/iAj O. 

()dtud již ])lyne 

») S" - f f , 
I 2/f(/./'2 - P U + / ' > 2 ^ — b) ч2° / 2/ '~ž Я/ / j / ' 2 " - ^'ЛoЃ) ---(џľ'1 - f ( > U " ) ľ (^-^) 

(á - l. 2: 8(1) - + L e'2> ^ --1). 

Z rovnice (4.cSa) je zřejmé, že v kongruenci M leží dvě netriviální rozvinu
té! né plochy (procházející bodem A a pro něž regulární body křivek kv k2 

nejsou singulární). Jejich přímky jdoucí bodem A jsou přímky (4.5b). kde xA 

je dáno podmínkami (4.í)a) a tedy podle (3.12) a (3.13) jsou to hlavní přímky 
křivek k., h\> v bodě A. 

Předpokládejme nyní, že oskulační roviny křivek kv k2 v bodě A splývají 
s hlavní rovinou a nejsou stacionární: pak je / =-- X' 0. fi i 0. // + i). 
Rovnice (4.5) se redukuje na rovnici 

:', v ' r ' (l 'V | ! >''] + "J [v* (<!/ / V' - : H + K ( i ^ x ? ~ + + ' ) + (4.H.) 
I ., . 1 , .. 1 ., / , I , , I 1 , 1 

: 4 /-./'v,1
 4 A^v/ + ~/.2 |/*••"*{ - 4 // v, j + s rv,' - - i < A, + ,r>(.) ... o. 
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k t e r á p la t í ident icky pro všechna v. O d t u d pro koeficienty \, - u. \.2. . . . ko
respondence (4.1) p lyne 

a) /ux:; — // - 0. 

h ) ^2 ( 6 / ^ i — 3 /' ) * i U /< x i - ] 4 ^ v i | - 4 'M/<'VÍ -!• 4 '••>/< v í 

1 n, / , i ,\ 1 i , 
3 ^ 4 |/«vi 4 / ' I s ^4 4 s Í'.\, (4.U) 

a t e d y 
1 ! 

a) CK^ = ť( > ' V * . 

h) -^ = ^ ť v " V 5 ( ^ i 1 ^ ') -f">'Vs(i; - ^ v i) + /^> « /íj, 
(4A2) 

V = L 2 - > : p I ! ' - = 2 " " • f ~2" T 

V t o m t o p ř í p a d ě v kongruenci M leží tř i netr iv iá lní rozv inute lné plochy 
(resp. p láš tě) , k t e r é procházej í bodem A a p ro k t e r é regulární body kř ivek kv k2 

nejsou s ingulární . P ř í m k y t ě c h t o ploch jdoucí b o d e m A jsou p ř í m k y (4.5b). 
k d e LXX je d á n o p o d m í n k a m i (4A2a) ; jsou t o h lavní p ř í m k y křivek k\. k. v jejich 
společném b o d ě A, j ak plyne z (3A2) a (3.18). 

Pro geometr ickou k o n s t r u k c i h lavních hodů platí v ě t a : 

Bod hrany vratu netriviální rozvinutelné plochy P kongruence ,\í na hlavni 

přímce křivek k3, k2 v bode A je hlavním bodem křivek kl7 k2 v bode A. Obrácení: 

každý hlavni bod křivek k\. k2 v bode A je bodem hrany vratu netriviální roz

vinutelné plochy P kongruence S\. 

D ů k a z . Nechť 

'" »>(v) -rt, 4 / V 4 P ^ 2 + " ; M 4 ( 4 4 3 ) 

je rovnice h r a n y v r a t u netr iv iá lní rozv inute lné p lochy P (která prochází 
bodem A a n e m á regulární bod kř ivek k.. k2 za s ingulární bod) kongruence SI. 

Po dosazení ( 4 4 3 ) d o (4.5a) na jdeme 

X(v) =X(li{) -! fav + v*(.).v) = 

=- x0(\ 4 /*„) I v(^x{) 4 ^ i ^ ' i 4 ?/,) -t- v~{ . ) . (4.14) 

Protože vylučujeme př ípady rozv inute lných p loch kongruence . pro něž je 
bod A s ingulární , p la t í ve (4.14) n u t n ě (i() =• —1 a t e d y pro bod h r a n y v r a t u 
na tvořící p ř í m c e rozv inute lné p lochy P n a j d e m e 

,r s •• X(V) 
X(i)) --- lim - 4 4 ^[jlXu - A.X, 4 ?/,. (4A5) 

/•-.O v 
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k d e , za našich p ř e d p o k l a d u o oskulačních rov inách křivek h^ h2 v bode A 
koeficient A', je dán buď p o d m í n k o u (4.8a), nebo (4.12a). Z b ý v á ješ tě urči t />V 

V bodě h r a n y vra tu r o z v i n u t é , ne* p lochy je t e č n á rov ina 

( A > . v), y(v)t x(0(v)). y'(v) 4 n(v)x'(0(v))) 0 (4. Mi) 

neurči tá, a tedy ma t i ce (kde h, \2 4 ?,í\~]) 

i r + M (.)• | » M - (•)• 

I • ^M--i (.). v,»+!-*,»;* + ( . ) . 

A,'' i -( . )- ! ( r t , + / í , r - | - ( . ) ) ( A l l v T
, / H - ( . ) ) . A ; » + ( / ř „ + / í 1 » 4 - ( . ) ) ( - v , + A 1 í . H ( . )) . 

A . , 4, 4 / 
Г i „-'- M-). . , * M - ( . ) 

/., , / , | (4 .I7) 
.,-víV f (.)• 2 < ^ + (.) 

I i /.> | (/i„ 4- p > + ( . ) ) / „ - Y T + ;.'f + (/í„ + p > + (.))A\T'' 

musí mít h o d n o s t menší než 'i. K t o m u je n u t n é a s tačí , a b y všechny t ř í ř a d o v é 
d e t e r m i n a n t y mat ice (4.17) byly r o v n y nule . Speciálně m u s í být rovný nule 
d e t e r m i n a n t /, p r v k ů I.. 2. a 3. s loupce m a t i c e (4.17): 

l - f v + (.>. §»M (.). 

i I- ^wM-(-). v + + 2 - t A,VT)»M- (•)• 

(/,', + Atlf}nxj)v + ( . ). rt, \, -f- (AI f Airt,'VT + /M-, + /,', v,),; | ( . ). 

V 
Å 
^ - i - (•: 

- \T ' . '2 -4- ( . ) 

i 4 (;.: + / „ V Ť > + (.) 

' 'M(I ! p'o) + ^{/V. 4 (•., i /̂ ,) v, + / , V T L + p'o) -f 

+ .> ^; • 2 1 ' / í " v ' ; + A ^ ' ( i r t ' ! ' ) ! + v''{• '• 

l íovnice (4.IX) p l a t í ident icky p r o všechna v: vzhledem k p ř e d p o k l a d u <t\ I 0. 
na jdeme t e d y o d t u d 

a ) fi„ . - I . 

b) ^ - J (v, 4 /,\T - ;.; 4 /.ví - />,) . (+.!») 
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Nechť / i <>• / ' 4= <> (t. j . nechť oskulacní roviny křivek kr k_ v bodě .-1 
jsou různé od jejich hlavní roviny v bodě A). Zvolíme-li bod ; A A na pru 
sečnici obou oskulačních rovin (/_ /J 0). pak po dosazení (4.í>) do (4A(.m) 
d o s t a n e m e 

-V 1 ! I -;: :; i 
li{;} / " (stnÁ1//" /._/") ^ " / ' " / ' ' (/*/-'" /••"•//'/.") (4.2U) 

(/ I. 2: r'1 ' - j-A. ^ --. A). 

O d t u d je p a t r n o . že body (4Af>) (kam dosad íme za \. z (4..)) a za O', / (4.20)). 

i. j . body — /" /'(/i^T,, N ^ T , f //J. / ^ 1. 2, jsou hlavní body (3.2:!). 

Nechť / / ' ------ 0. /li | 0. // b o (t. j . nechť oskulacní rov iny křivek L\. /.•._, 
v bodě A nejsou s tac ionární a splývají s h lavní rovinou křivek /_. /.._, v bodě .-I ). 
Po dosazení (4.12) do (4. J í)b) na jdeme 

O 1 1 1 1 2 2 i ! . 
Mi) °/ O)- ~* t : i , / 2 - ' :i /"•'* ,.,* » " 3 / 3 -/v ' / , ; " : / • • ' - / / i , 

Pí T I * ^ \ / 1 /l — «'• / ] / ' /' - *• /_>/' /^ " /•_») ; v vf( /< v/' )• 

( 4 . 2 1 ) 

(i !....»: ,• ,. ,= - - ' . t . " » . „ . - / • " ) . 

Tedy body (4Af>) (kam ještě dosad íme za v, z (4.9a) a za [>x z (4.21)). t. j . 

body — }//'({Ji()xú — x(/\ri i #i)- ř ~ V -• 3- j s ( ) l 1 hlavní body (3.2S). kde <i\' 
a lip j sou d á n y v z t a h y (3AS) a (3.27). 

Tím jsou všechna tvrzení vety d o k á z á n a . 

5. Dnlsí konstrukce hlavních elementů 

K o n s t r u k c i hlavních přímek a h lavních bodů kř ivek k,. k\> v bodě A můžeme 
rovněž p o d a t už i t ím k v a d r a t i c k ý c h a kubických ploch, které mají s d a n ý m i 
k ř i v k a m i kY. k2 v bodě A s tyk v h o d n ě vo leného ř á d u . 

Pro a n a l y t i c k é vy jádření užijeme téhož lokálního s o u ř a d n i c o v é h o systému 
o vrcholech x{). .r2. //,. ;. k terého jsme užili v odst . 2. J e l i A' bod j rostoru. 
platí pro něj 

A £„.*•„ • £vi\ -:- £_>//_ - $,z. (.">.!) 

Rovnici l ibovolné kvadr iky Q můžeme pak psát ve tvaru 

Q 1 ".•/•£,•£/• °- (•*>•-) 
/. / <> 

kde (tik jsou k o n s t a n t y , nikoliv všechny současně rovny nule . 
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Pro společné body k ř i v k y .r(/r). resp. y{v) (o rovnicích (2.10a. b)) s kvad
rikou (5.2) s n a d n o n a j d e m e rovnice 

>/„., + 2//()1//' , {X,(im -}- /,//.01 + /,//,,., -4- ///(Ki,^ On)vr2 - //1M,(*) -f- //„,(*) ! 

"o-(*) •» 3 "<>:; ' *1«11 + ^>12 t Ar/13 *,* + «„„(*) I // 0 1 (*) 4 S 2 ( * ) I 

(+-'+) M?+§)»..+(^+if)-.+(t+;-)«»-
/r 4 f //•">(*) . = - o . /г, /.,/ 

",:. + ":,, (->..ч) 

-'"„.'• t (/'.,',"„„ + /.,'(/„, + Xмu., + ;.'«(|:j .f a^Џ-1 + «„„(*) -j- řř 0 1(*) 

",._•(*) •!• V "„:> + V i s + fe - L A'ffa, y;3 + «„„(*) + «.„,(*) + „„,(*) .{. 

/;,;;.' , /\ ;.;2 ,(K'-*,ú\n , r*; , //? , ,«2\ 
| 2 ' 12/ "«' + T " " 1 ' + ("2 " + H) "^ + + r " , : 1 + ("4 + 3 ) " * 
//';.: ; / / \ A'2 i 

( 2 ^s j "* + T H * Г> ( * ) = 0 . (5.4) 

Z rovnic (5.3) a (5.4) p lyne, že n u t n á a postačuj íc í p o d m í n k a pro to, a b v 
kvadr ika (ry.2) mela s k ř i v k a m i (2.10) v bodě A s t y k ř á d u s — 1 (,* =- 2, 3. 4. 5). 
jest. aby měla s t y k řádu s — 2 a a b y ještě p la t i lo 

a ) .s 2 : //00 - r / 0 1 = 0 O 2 =, () : 

b) A- 3 : On — — Ař/03. « 2 2 - —A'am: 

d) * Г> 

-'-- -- /jAІ r/n;ì 4 /.Л|, -|- /OJ;i ^. o. 

ö" — w* I r/()3 - Åvavl -f /'ť/:{H =- 0: 

Ш 0 т! źü, Я/J! / 7 | \ , ІLÅo , u2\ 
Ҷ 2" + Ï 2 " 4 ~ 3 - 4 /^з - iҶ-~+ 'з)«i. 

('r>.~>) 

дд« 
-4++!)«..+?- + ï»- - -r? ' . . ^ 

-Я'.Яo г ' A Я Í 

Л7L> X'X.-? 

з 
l ' 2 

+ -J" <*зз = 0. 

J"m +\--2 +3)« i2 +-2- f l i s + (+> 
ľ> /+ 

+ ;{ K> т 
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Dokážeme nyní v e t u : 

Xechť oskulacní roviny křivek k\, k2 v jejich společném bode A nejsou sta-
cionárrii a nechť jsou různé od hlavní roviny křivek k\< k\> v bode A. Xerhť Q, , 
(s 2. 3, 4) je kvadrika, která nemá v A singulární bod a která má s křivkami k\. k\> 
v bode A styk řádu s \. 

Tečná rovina kvadriky (_)_ v bode A je hlavní rovina křivek k\. k2 v bodě A. 
Hlavní rovina křivek k\, k\> v bodě A prolíná, kvadriky Q2 v přímkách. kierc tvoří 

j)áry involuce. jejíž samodružně přímky jsou hlavní přímky křivek k\. k\> v bodě A. 
Přímka polárné sdružená s prasecnicí oskídacních rovin křivek k\. k\> v bodě A 

vzhledem ke kvadrice Q.ti protíná hlavní přímky v hlavních bodech křivek k\. /,._> 
v bode A. 

D ů k a z . Podle p ř e d p o k l a d u o oskulacních rovinách křivek /.-,. k\> v hodě A 
jest / ~\=- 0. // % 0: bod z ( % A) souřadnicového sys tému zvolme na piůsečnici 
obou oskulacních rovin, t e d y zvolme /._> /_ 0. 

Tvrzení o hlavní rovině je speciálním p ř í p a d e m z n á m é věty (('ech | 4 | ; a plyne 
o k a m ž i t ě z t o h o . že pro kvadr iku Q^ p l a t í (5.5a). 

Rovnice k v a d r i k y Q2 jest 

(2Č()f, - ?£i - ):?i)am I 2//1_£1£2 4 2r/_.,£_£_ }- 2//23f2£:J -- a^z n (:>.ii) 

K:i F <>)• 

Její t ečná rovina v bodě A. t. j . rovina £._ 0. ji prot íná v dvojici př ímek 

/ao : }í j 2//12f_|2 -f- AK:,£» 0 (5.7) 

různé od dvojice tečen křivek k\. k2 v bodě A (am j <>)., jež závisí na p a r a m e t r u 
avl : //•„._ a je párem involuce. jejíž s a m o d r u ž n é p ř í m k y jsou 

| / í , ;.- Iv/f. - i). (5.S) 

což jsou. jak p lyne ])orovnáním s (3A2) a (3.13). h lavní p ř í m k y dvojic* křivek 
k\. k\> v bodě A. 

P ř í m k a polárně sdružená s průsečnieí oskulacních rovin kř ivek k\. k\> \ bodě A 
vzhledem k libovolné kvadr ice Q_ je </,,3f0 4- ^1 : {si 4- fh:>^i (l- a t edy r<\ před
pokladu, že d a n á k v a d r i k a je Q.x. 

яАг+/.'(я1;.-5)íł + / ( /ÿ ' -^) í í (">.«•>) 

Na té to ])římce však leží hlavní body kř ivek k_. k\> v bodě A. jak s< s n a d n o 
])řesvědčíme dosazením souřadnic hlavních bodů (3.22) do (5..)). 

Mezi k v a d r i k a m i Qx _ (s — 2. 3, 4) existuj í t a k é kuželové plochy. Dokážeme 
za p ř e d p o k l a d u , že oskulacní roviny křivek k\. k2 v hodě A nejsou stacio
nární a jsou různé od hlavní roviny křivek k\. k2 v bodě A. že pro ně plat í : 
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Xutná a postačující 'podmínka, aby bod prostoru byl vrcholem kuželové plochy Qx. 
resp. Q2. resp. Q.^ jest. aby byl různý od bodu A a ležel v hlavní rovině, resp. 
na htavnní přímce, resp. aby byl hlavním bodem křivek k\. k2 v bode A. 

Důkaz tvrzení je důs ledkem deíinice hlavních e l e m e n t ů kř ivek &-,, k2 v bode A . 
O správnost i tvrzeni věty se m ů ž e m e však t a k é přesvědč i t p ř í m ý m výpoo-

0 0 0 0 

t e m . Pro souřadnice f0, £,. í2 . £3 vrcholu V 4~- A kuželové p lochy Ql. pro kterou 

t edy v (5.2) je n u t n ě am 4 : 0. ana.2.2 — a'\2 -• 0. p la t í 

.5,, : í , : í» : V ar, a22 a^ \ : am \ u u : Oo:, j u • : o. (5.10) 
' O.»-> Oo-i ! Ol., O.,-, 

«13 «23 " * , "" " "" 

to bod ( r A) h lavní roviny. 
Dosadíme-Ii do (5.10) j e d n a k z (5.5b) an — ÁalKi. a2l )>aii:i. j ednak 

r'"\ AA'am (i 1.2: f<]> \. F<2' ---- —A), d o s t a n e m e (vzhledem k t o m u . 

o. ;/ + o): 

« * ( " * - ř , ' , } / / л " ' » ) : ' , , " i / л д I : 0: (5.1 I) 

je to bod ( 4 A) hlavní p ř í m k y . 
Jest l iže konečně volíme kuželovou plochu Q%. t . j . jestl iže d o s a d í m e do (5.10) 

ještě za a{, a a.VÁ z (5.5c) (při současné volbě )..2 =---- /j 0) n a j d e m e jako vrcholy 
lakových ploch Q:i h lavní body (3.22). 

Dokázaná věta umožňuje s n a d n o u kons t rukci hlavních př ímek a hlavních 
bodů: 

Konstrukce 1. Nechť h, je j e d n o d u c h á oskulační kuželosečka křivky /.', 
(/ 1.2) v bodě A ( tedy nechť hv m á s k\ v bodě A s t y k 2. ř á d u ) a nechť 
kuželosečky h,. h 2 se prot ínaj í k r o m ě v bodě A ještě v dalším bodě 11 ( 4 A) 
j)růsečnice oskulačních rovin křivek k\. k2 sestrojených \' jejich společném 
bodě A. Kuželosečky h a, h2 Ježí p a k na dvou j e d n o d u c h ý c h kuželových plo
chách. Spojnice jejich vrcholů s bodem A jsou hlavní p ř í m k y křivek k}. k2 

v bodě A. 
Zvolíme-Ii za h, (i --= 1, 2) kuželosečku mající s kř ivkou k{ v bodě A s tyk 

3. řádu. pak vrcholy j e d n o d u c h ý c h kuželových ploch určených kuželoseč
kami //,. h 2 jsou hlavní body křivek k}. k\> v bodě A. 

J i n o u kons t rukc i hlavních př ímek a hlavních bodů v p ř í p a d ě k d y oskulační 
roviny křivek h\. k.2 v bodě A nejsou s tac ionární a jsou různé od hlavní rovin v 
křivek k,. k2 v bodě A, d o s t a n e m e uži t ím obou předchozích vět. 

Konstrukce 2. Nechť Q je l ibovolná j e d n o d u c h á k v a d r i k a mající s křiv
kami /•,. k2 v bodě A s tyk 2. ř á d u . Oskulační r o v i n a kř ivky k; (i V 2) 
v bodě A je podle p ř e d p o k l a d u různá od tečné roviny kvadr iky Q v bodě A. 
Protože tečny křivek k}. k2 neleží na Q. p rot íná oskulační rovina křivky k; 
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(/ 1.2) v bodě A k v a d r i k u Q v j e d n o d u c h é kuželosečce //,. která e- é s křiv 
kou kt v bodě A s tyk 2. ř á d u . Můžeme t e d y kuželoseček /*-,. //._, užít k • est rojení 
hlavních p ř í m e k křivek kv k2 x bodě A podle kv-nsuukce i. 

Zvol ímedi speciálně za Q j ednoduchou kvadr iku n ající s k ř i v k a m i k. 
(i 1, 2) v bodě A s t y k 3. ř á d u . p a k kuželosečka h; (i — I. 2). v níž oskulační 
rovina křivky kL v bodě A p ro t íná Q. má s kt- v bodě A s t y k 3. řádu a t e d y 
vrcholy j e d n o d u c h ý c h kuželových ploch určených kuželosečkami k . k2 jsou 
hlavní body kř ivek kx. k2 v bodě A. 

P o z n á m k a . J e d i P l ibovolná plocha, na níž leží d a n é křivky k}. L> (nebo 
mají-li k ř ivky kx, k2 v bodě A s plochou P s t y k a lespoň 3. ř á d u ) , p a k k\ a d r i k a Q 
mající v A s k ř i v k a m i L\. k2 s t y k 3. ř á d u je Darbouxova k v a d r i k a >i( chy P 
x bodě A. 

Pro kř ivky L\. k2 mající v bodě A nes tac ionárn í oskulační roviny .oplývající 
s hlavní rovinou p la t í vě ta (Bompiani [2]; následující znění je forma ně obec
nější): 

Xechf ne stacionární oskulační roviny křivek L\. k2 v hodě A sj)lfjraji * jejich 

hlavni rovinou v hodě A. 

Nutná a postačující podmínka pro to. aby existovala kvffdrik t Q.A. ]< i nemá 

v A singulární hod a má s křivkami L\. k2 v hodě A styk tref i ho /VJv. je.<f. aby 

hlavní body křivek &-,, k2 byly kolineární. 

D ů k a z . Za našich předpokladů, t . j . za předpokladu / / ' ' . // - <k 
//' A-- 0. p lyne z (5.5a. b. c) pro Q:i 

«'0 "no r r "o. ••-- «ui = ((n ^ " 2 2 = °-

i)) r<({).> \- /.//,., ------0. '--//„.. -f /,//-., - - 0 . 
3 " 3 

X u t n á a postačující podmínka, aby exis tovala nesložená kvadr ika O... jest. 
aby exis tovalo nenulové řešení rovnic' (5A2b). t. j . aby plati la rovnice 
///J — /.>// — 0. J e to rovnice (3.19) vyjadřující "podmínku kolineái nost i tř í 
hlavních bodů kř ivek k}. k2 x bodě A. 

P o z n á m k a . Za předpokladu, že hlavní hody jsou kolineární. existuje 
svazek kvadr ik, které mají s k ř i v k a m i k\. k2 v bodě A s tyk řádu -. Důkaz 
t o h o t o tvrzení plyne o k a m ž i t ě z rovnic (5.12a) a :: podmínek 

( / , / . , a.> i'A.}\ •> | / . I A . . , u] i A.i \ 3 /A,/. 
p \ 1 3 4/^ / p \ i .> 4// 

jež jsou důs ledkem rovnic (5.5d) p r o ])řípad / — / ' -— 0. // ^ 0. //' ;- 0. 
í íeometr ickou k o n s t r u k c i h lavních př ímek a hlavních bodů v p ř í p a d ě kři 

vek L\. L2 se společnou nes tac ionární oskulační rovinou v bodě A u d á m e užitím 
kubické plochy. 
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Nechť je dána kubická ])locha; její rovnice v souřadnicovém sys tému o vrcho 
lech .r„. .«',. //,. z je 

('>.!+) 

kde a/yA jsou konstanty, jež nejsou současně rovny nule. Pro její průsečíky 
a křivkami x — x(w) & y = y(v) danými rovnicemi (2.10). v nichž nyní podle 
předpokladu je A = X' — 0, // + 0, /// + 0, najdeme 

" o o o j :*"ooi"* + :>-[V'ooo + V'ooi + M)02 + 2ffonJw2 + Ja 0 0 0 (*) 4 "ooi(*) + 

: r"oo2(*) +•;,;^řfoo3 + :^-i"on + '^2"oi2 + " m w 3 + ttooo(*) + "ooi.(*) + "oo2(*) + 

í l "mi + 3 j Y + j + § ) "011 + (I A,/, + /i2| ani2 + ̂ ()1:5 + ~^.,22 T 

I !!/-/<.«! J í A2On2|vr4 + " " ( * ) -=0. (ZA*) 

"000 ' 3"o«»2̂  I" "VlAWooo + Air/()(n + / 2 a ( ) 0 2 + 2a022]v2 + O000(*) + (tim(*) + 

"(,02(*) Ь" н 

:Î .. 

2 l*'«im + %K<hu + S/U/,,22 + "222 V* + " 0 0 0 (*) + O0()1(*) ~\ «{mC 

• ^ " o i l + ( j ^ U ; + ^í) "012 + 3 (Y + X + + ) "022 + ,"'"02, + 

?;4 + v5(*) - O. (f>Atf) 
3 „, 
.> ^ 2 " 222 

N u t n á a pos tačující })odmínka ])ro to, a b y p locha K měla s k ř i v k a m i k\, k2 

v hode A s tyk ř á d u a — 1 (s = 3, 4, 5), jest, a b y měla s tyk ř á d u s — 2 a &hy 

kromě toho byly sp lněny rovnice 

a) 

Ь) 

3 : "000 ----"ooi ^ " 0 0 2 ^ "011 ^ " 0 2 2 •----<>: 

l 
4 : - iiaшл - ] - З л / / o r , -)• ц u 0 . 

ť ) 

1 , 
., / ' "00a + : > ^ l " o i : : + "222 ----- 0 : 

[3 

Í Ы 7 

• ^ "oo;> + Ly Kh + /hj "012 + p<hi:i + ^ Ax«ul --- '} Lall2 

v' /3 , , ,\ 3 *•$ 

- s "«>o:> "I- I \y Mh + /<\ J "012 -f" /"o2:> + ^ V/ I 2 2 + ~ fe 
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Užit ím p o d m í n e k (5.17) d o k á ž e m e vetu : 

Xechf oskulucní rovin)/ křivek k\. k\, v bode A nejsou slucionén ni a n<>chf s)>lý-
rují s hlavni rovinou křivek k\. k\, v boríé A. 

Xechf I\:ije kubická plocha, která nemá v A .singulárni horí. má s křiv!cu)ni k}. l.\ 
v bode A styk 3. řádu u )ná v A ovální horí (t. j . její tečná rovinu v A firotíná 
fríochu v trojici přímek jdoucích horíern A). 

Hlavní rovina křivek k\, k\, v boríé A protíná kubické ploch)) /\;5 v trojicích 
))říinek. jež náleží síti trojic přímek, jejíž splývající trojice jsou hlavní f)římk// 
křivek k\, k\, v bode A. 

Xechf Kx je kubická plocha, která nemá v A singulární horí. )))á s křivkami k}. k, 
r A styk 4. řéiríu a jejíž tečná rovinu v A ji protíná v jediné (trojnásob počítané) 
pří)nce )). 

Přímka sinquléirních horíu prvé poiévry bodu A vzhlede))) ke kuhick.'- )>1o*i l\ , 
))rotíná hlavní přímku p v hlavním boríé křivek h\. k\, v A. 

D ů k a z . Z podmínek s tyku (5A7a. b) na jdeme, že n u t n á a postačující pod
mínka pro to , aby kubická plocha, A' mě la s k ř i v k a m i k{. k\, v bodě A s tyk 
3. rádu a neměla v bodě A s ingulární bod, jest. aby rovnice (5.14) byla tvaru 

":.:w£, "i £K(Č(>< íl- £2) i :>+:A>K(>:,£o + --«oi:.£i i '2a{t2iil2) • .V!,U+ £,) . 

' <>".,12£(>íl£2 - L / " ' o o : . l ^ . . ' '012) £í i *«\V2$'\$« ! ^h^l^í ( "> • j S ) 

i [ , 

I ., / ' "no:, + Si."..!.! 

aim -f- 0 (5.1í>) 

a kde u-t (i — l. 2) jsou homogenní formy /-tého stuj)ně ve vyznačených pro
m ě n n ý c h . 

Z rovnice (5.18) je o k a m ž i t ě zřejmé, že n u t n á a postačující p o d m í n k a , aby 
p locha (5.18) byla plochou K:5, t . j . aby její t e č n á rovina £.A O v bodě A ji 
p r o t í n a l a v trojici př ímek jdoucích bodem A. jest. aby 

O012 -{)- + > • - < > ) 

Plocha /\:, je ])ak proťata tečnou rovinou £:i 0 v trojici přímek 

p((imí'Í - 3On 2f^ 2 — ZHVXŠ^Í + ., fi'(tim£:i - - o. (").L>П 

jež náleží l ineární d v o j p a r a m t r i c k é soustavě p ř í m k o v ý c h trojic, v níž existují 
právě t ř i různé trojice sp lývajících p ř í m e k : d o s t a n e m e je. položíme li v (5.21) 

1 „-, 1 л 
ľ l )l )Ł (t()l 

1 , ; ,2 3 , 3 

ur,2 = — > c p u a{m 

l . 2. 3: ť 1 + л з - 1 - /i .r 
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Nalezené p ř í m k y mají rovnici 
i i 

+ + ! + r ( / y : + 2 ----- 0: (5.23) 

jsou to tedy hlavní p ř í m k y (3.13), (3.1S) kř ivek t + h\> v hodě A. 
Nechť nyní A 4 je k u b i c k á plocha A" (5.1 S). k t e r á je rovinou £3 0 p r o ť a t a 

v t ro jnásob p o č í t a n é př ímce (jež je n u t n é hlavní p ř í m k o u ) a m á s k ř i v k a m i / + h\> 
v hode A s tyk 4. ř á d u ; její rovnice jo 

• -.Чиsí.) + Í.W*1- íï) - ' (*У + í""',í-.í,«':t):i"»o:ì <»• (•'">.-,+ 

v níž kromě podmínek (5.10). (5.20) a (ř>.22) p l a t í ještě (5.17c). 
IVvá (kvadrat ická) po lára hodu A vzhledem k ploše (5.24) je tedy 

+ ("oo+o + «„,:.£. + «»**$» + +(*)) - 0: (5.25) 

rozpadá se zřejmé na rovinu £:{ 0 a na další rovinu různou od + O. Sin
gulární hody prvé poláry (5.25) v\ "plní př ímku 

4)13^1 ' W s <>• ('">.á«) 

lvo\nici (5.2H) můžeme po dosazení z (5.17c) a po vykráčení Ooo:5 f 0 upravit 
na t v a r 

ì ì 
:i /" :j Sí„ : ((i/., ; ( > / + ' ' > ' / + - ) ' / / . ')£, -+ ( « / > " ' ' > ' / / ' ' + ( ) / . ; - r'/ť ' ) + 0. 

(5.27) 

S n a d n o se přesvědčíme, že přímka. (5.27) prot íná hlavní př ímku (5.23) v hlav
ním hodě (3.2S) (kde a\'K / + jsou d á n y p o d m í n k a m i (3.IS) a (3.27)). 

Tím jsou všechna tvrzení věty d o k á z á n a . 
J i n o u geometr ickou k o n s t r u k c i hlavních e l e m e n t ů , v p ř í p a d ě kdy nesta

cionární oskulační roviny kř ivek /+ k2 v hodě A splývají, je možno uvést 
užitím kubických kuželových ploch, k teré mají vhodně volený s tyk s d a n ý m i 
kř ivkami l+ h\> v hodě A. P l a t í : 

Xcchf A v , (s 3. 4. 5) je kubická kuželová jdocha. která nemá v re lad v bode A 
a má s křivkami /.'.. h\> v bode A. jejichž nestacionární oskulační roviny v bode A 
sj>tývaji, styk řádu s I . 

X utr/á a postačující jjod min ka. aby bod prostoru byl vrcholem- kuželový jdochy A+ 
resp. A+ resp. A',, jest. aby byl různý od bodu A a leze] v hlavni rovině, resjt. na 
hlavní j)ří)uce. resp. aby byl húavním bodem křivek kA. h\> v bode A. 

D ů k a z . Kubická plocha A' (5.14) je j e d n o d u c h o u kuželovou plochou právě 
tehdy, když existuje právě j edno řešení rovnic 

l « i ^ , - <> (>'+ = <>• I.--. 3). ( ^ s ) 
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Za p ř e d p o k l a d u , že daná kubická plocha má s k ř ivkami L\. k2 v bodě A s tyk 
'2. řádu, p la t í pro koeficienty «ijk rovnice (5A7a). 

Aby kubická plocha (5.14) byla kuželovou plochou K2. musí n u t n ě existovat 
řešení rovnic (5.28) různé od bodu (V. 0: 0: 0). a t e d y musí existovat nenu lové 
řešení tří rovnic (5.28) pro ij 00. 01 . 02: 

((()(Y.£:\ " • 

"í.riíl í + "02Á " °-

Iv t o m u je n u t n é a s tačí, aby d e t e r m i n a n t sous tavy (ř>.'2\)) byl nul n ý . t. j . 
aby ama<()l2 ~ 0. Vzhledem k t o m u , že bod A musí bý t j e d n o d u c h ý m bodem 
plochy K2. jes t am?i 4= (), a tedy z předchozí p o d m í n k y p lyne 

«m2 - 0. (5.30) 

Z rovnic (5.29) již plyne, že všechny kubické kuželové plochy K.> mají svůj 
vrchol v hlavní rovině f;} -—0 kř ivek l\. Jc2 v bodě A. U ž i t í m rovnic (5.28) 
se s n a d n o ukáže, že také obráceně k a ž d ý bod (různý od A) roviny £3 —0 

je vrcholem kubické kuželové plochy K2. Je- l i (f0; f3; £2) 4 : (V 0; 0) libovolný 

pevný bod roviny f;i — 0, p a k totiž rovnice (5.28) spolu s rovnicemi (5.17a) 

a (5.30) p ředs tavu j í 13 l ineárních homogenních rovnic pro 20 homogenních 
p r o m ě n n ý c h O^7., jež jsou v á z á n y jedinou nerovnos t í a[m 4 0. Je tedy možno 
urči t ai}k tak. abyr zvolený bod byl j e d i n ý m řešením sous tavy rovnic (5.28). 

Aby k u b i c k á plocha (5.14) byla kuželovou plochou A + musí by t j e d n a k 
plochou K2. j e d n a k musí sp lňovat p o d m í n k y s tyku 3. ř á d u s křivk; mi L\. k, 
v b o d ě A. a t e d y pro koeficienty aiik. její rovnice musí k r o m ě (5A7a) . (5.30) 
p la t i t ještě p o d m í n k y (5A7b). Rovnice (5.28) mus í mít řešení (í ( ): | . : £.,: 0) ^ 

4 (1 : 0: 0: 0). a t edy speciálně rovnice (5.28) p r o ij - H . 12. 22 

.31 

musí mít nenulové řešení. Vzhledem k podmínce aim -4 0. n u t n á a postačující 
p o d m í n k a , a b y rovnice (5.31) měly nenulové řešení, je splněni rovnic 

I 2 1 l i 2 
i / 3 - ,<;,.• 3 

.> Џ«mzŠi + ^ Ш Í 2 "- 0, 

« 1 1 2 S , + ^122^2 • - • • ( ) . 

Ov>ofi -
I . ----- 0 

., - + fl aw. £ u H a.. 

-.1 + + 3 ,, - 1 -- м з\ (">.:*-) 
1 . 2 , 3 : f11' I. i-:rl) - - - - . ć*' -- - r[3-) 

Nalezené p o d m í n k y jsou však p o d m í n k y (5.22). a t e d y kubické kuželové 
plochy Ko mají své vrcholy na h lavních p ř í m k á c h křivek L\. L\, v bodě A. 
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S n a d n o se uváží, že obrácené každý bod hlavní při niky (různý od bodu A) 
je vrcholem kubické kuželové plochy K:i. Při d a n é m bodu (£<>: £,: í2 ; 0) '•• 

i (V. 0: 0; 0) ležícím na h lavní p ř í m c e rovnice (5.28) spolu s rovnicemi (5.1 7a. b). 
(5.30) a (5.32) předs tavu j í 14 l ineárních h o m o g e n n í c h rovnic pro 20 homo
genních p r o m ě n n ý c h aijk. jež jsou vázány jedinou nerovnost í atm + 0. J e tedy 
možno urči t aiik tak. aby zvolený b o d byl j e d i n ý m řešením soustavy rovnic 
(5.28). 

Aby konečně kubická plocha (5.14) byla kuželovou plochou A'.,, musí být 
jednak kuželovou plochou K3, j e d n a k musí mí t s k ř i v k a m i kx. k> v bodě A 
s tyk 4. ř á d u . T e d y pro koeficienty ai)k její rovnice k r o m ě (5.17a. b), (5.30) 
a (5.32) musí ješ tě p l a t i t (5.17c). S o u ř a d n i c e vrcholu kuželové p lochy Kx 

musí v y h o v o v a t rovnicím (5.28). a t e d y speciálně t a k é rovnici p r o ij 03. 
I. j . rovnici 

(S.33) 

kde 

"'003 <MI "1" // £ -\- <t 'c 0. 

" o i з ś(«л. 
1 1 

\- Ъh>£nfi fi »'/* l ) ' W 

" r ø з -. ~(«л;f' 
ì i 

'' fi fi - - І Ì / I . *'>'""JKoз-
(5.34) 

Protože rovnice (5.33) s koeficienty (5.34) je rovnicí (5.27), vrcholy kuželo
vých ploch /YJ jsou hlavní body k ř i v e k k.. k2 v b o d ě A. Obráceně k a ž d ý hlavní 
bod je vrcholem kuželové plochy Kx. Dosadíme-li to t iž souřadnice hlavního 
bodu do (5.28). d o s t a n e m e spolu s (5.17a, b. c), (5.30) a (5.32) celkem J5 li
neárních homogenních rovnic pro 20 h o m o g e n n í c h p r o m ě n n ý c h aijk, k t e r é jsou 
vázány jedinou nerovnost í ami + 0. J e t e d y m o ž n o u r č i t aijk t a k . aby hlavní 
bod byl j ed iným řešením s o u s t a v y (5.28). T í m je v ě t a d o k á z á n a . 

Závěrem u v e d e m e ještě jednu vě tu. k t e r á u d á v á geome tr ickou p o d m í n k u 
pro kol ineárnost hlavních bodů křivek kx. k2. k te ré ve společném bodě A mají 
splývající nes tac ionární oskulační roviny. 

X utná a postačující podmínka, aby hlavni body křivek kx, k2 v bode A byly 
kolineární, jest. aby existovala kubická plocha, pro níz bod A není singulární, 
která má s křivkami kx. L\> v bode A styk 3. řádu a která prochází tečnami obou 
křivek kx. L\> v bode A. 

D ů k a z . Z rovnice (5.18), k terá spolu s p o d m í n k o u (5.10) určuje kubickou 
plochu, jež n e m á v A s ingulární bod a m á s k ř i v k a m i &,, k? v bodě A s tyk 
3. ř á d u . plyne, že tečny fj --• 0, £., - 0 a £, - - 0. £3 o křivek k.. k> v bodě A 
n a ní leží právě tehdy, když 

ïЏ«лm + ЗЛ2ftul2 =- 0. 

I , 
;; џ «лm 

+ ЗА,"о 

(Г).35) 
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Rovnice (5.35) jsou dvě lineární homogenní rovnice pro neznámé ftm\- "nvi-

Vzhledem k p o d m í n c e (5.19) musí (5.35) mí t nenu lové řešení. K lom i je- však 

n u t n é a s tačí, aby d e t e r m i n a n t sous tavy byl nulový 

fiÁ\ — /V/, 0: (5.3b) 

to však je již z n á m á rovnice (3. li)) pro kolineárnoKt h lavních bodu. 
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A Г O M K N T A T I O N I ) l : C O N T A U T D I Ї S Г O U R B F S ľ A R 

ľ R O J E O T I O N 

ALOI S U И B Л X 

Les premiers résultats dans la solution (\\\ problème ( l 'augmentât ion du contact <U'> 
courbes par projection som dus à H a l p h e n | 6 | . qui a t rouvé , que les projeet ions de deux 
courbes avan t , à un point commun, un contact (Tordre s 1 (s > 1). des points d 'un 
plan, appe lé plan principal , ont le contact d 'ordre s. 

Plus tard, B o m p i a n i | l ] et C e e h | 4 | , |5] ont démont ré qu'il existe (sous ce r ta ine -
suppositions) dans le plan principal une droite principale et un point principal (appar
tenant à la droite principale) tels que les projectiones des courbes données ont le contact 
d 'ordre -v i 1 où s l 2 lorsque le centre de la projection est situé sur la droite où dans 
le point en vue. 

Le problème était résolu par B o m p i a n i | 2 | , | 3 | , même pour les courbe:- n 'ayant 
aucun point commun et -pour les courbes rencont rantes l 'une l 'autre (s 1 ). Dans le 
dernier cas, la construction géométrique n 'étai t pas donnée 

Dans ce Mémoire on s'occupa d\\ problème d ' augmenta t ion du contact des courb». s 
se coupantes . On dédu i t les résul ta ts ana ly t iques déjà connus par une méthode nouvelle, 
qui pe rme t en meme temps de donner une construct ion géométr ique de tous les points 
proje tant les courbes données dans les courbes ayan t un contact plus grand (pie <>. Kn 
outre , que lques au t res constructions géométr iques des droi tes principales et ( es points 
pr incipaux sont déve loppées. 
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K-ant données, dans un espace S:], deux courbes 

C\ r- .v .*•(//:), r, // / / ( / ' ) , ( i) 

d'ordre précisément 0, les points .rc 

avant au point commun A, correspondant aux valeurs ir 0 et r 0, un contact 

\d'j_(r) 

dr 

déterminent un plan (lepian principal) tangent au point A simultanément les courbes c,, '*.,. 

Si Ton choisit un point z de telle manière que les points .r0. .r., •//,, 2 soient linéairement 

indépendants, on peut écrire 

\ďx(iu) I | ď y ( r ) I V 

\L d ? " V - o I <!/•'' . r = " / 

r, /0.r0 •• /,.г, - ;.2g, . / - . g2 ;.;,..-() ; ;.;.»•, - ;.;</, : ;/~. 

>':: /'()'() / ' r Г l ľiľ\ •• /'•-. .'/:» / '«r гo ' / ' e r l /'o//l ; / ' ' - • 

r 4 Г 0 . Í 0 J .Г, r , ' ,//, — IC, //, ł'« ' 0 *'U'\ • V JJ\ v'z. 

(2) 

Vu développant les fonctions (1) <»n séri. s, en faisant usa^e de (2). en introduisant la cor

respondance ana ly t ique 

ľ Г) <lгГ 

3! I ! ' 

*t en multiplicant les fonctions .,; par le facteur 

<> 1 , '_-,* .__?.,» . ^ , . 
2 3! 4! 

(Cecłt |Г)j. ľ r b a n |7 | , |S|), ou obtient en déŕinitive 

«• <j(r).Ңľ(r)) .vЛì • b,r -- ^ (?.0a\ -,- b2)г- ; J J (/0h, , //0//;! -- b3)r- ţ , (Я0h2 

(») 

(0 

//„//., r п a í b.)vJ (/,-/• ^ - (/.-//* 2r/,b, - a 2)u 2 - (/,//, 

.'î//..b2 3</2b, • c/3)rn j •-• (/J/o -i- / / !h 3 T r ,a î }- 4a,b :J -• t>a2b2 -' 4a3b , o4)r
l 

!h\\y h«\V~ ^UJll ' /'2Wï)'":l f 4, (V*2 - /'2^;{ - r2"î)'vl 

.r (/.//, - ///*î)'rJ - -—(/h., //h., r rfflf1 : . . 

.)! 4! 
(•">) 

r- i- --- r-il\ >' 

< 1 | T r " * 3!"' 4! 

I ^ ' •» / ' • ' •< ' ' ' 4 

3! 4! 

où h, 3(a.a2 -< a2./^), h2 4ata3 3a;-; / ]2ata26, -j- 6aïb2, h3 - 2(3//|c2 2a:|b.). 

Ktant donné n'importe quel centre de projection S et plan de projection £, dont les 

coordonnées sont assujetties à la < ondition (S. £) - 1, les projections (\, C, des courbes r,, 

(•„ sont données par les équations 

(\ X Tr Cv, c)S, C2 }' // (//, t)Av. p,) 

On it'oiiN'i1, des relations 

A',, )r (v • O , 1, 2, . . . , .r 1) (7) 

(jui ex])rimeut les conditions nécessaires et suffisantes pour que les projections (',, C, 
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a i e n t u n c o n t a c t ( T o r d r e a I (a .-.: 1) a u p r o j e e t ion A ' d u p o i n t A. q u ' i l e \ i s t e d e s n o m 
b r e s a,., b,,, (v 1, . . ., a 1 ; a. j- 0) t e l s q u e les é q u a t i o n s 

1/..N . r r y,, (r 0 , 1 rx I ) (S) 

s o n t s a t i s f a i t e s . 

O n p e u t d é d u i r e d e s c o n d i t i o n s (S) ( B o m p i a i r i | 2 | ) : 

Théorème 1. Les courbes (\. C2 ont au point A/ un contact tl'orrfrr 1 lors<pic rt srulcuK i< f 

lorsque S est un point du plan pritu-ipal, qui )h appartient pas nu.r tangentes des <• >urhrs r.. <•, 
au point A. 

L'équat ion du plan principal est 

<>,S b,.q, - a,.*-, //.. IOI 

Théorème 2. Si les plans os<'utnteurs <tes courbes <\, c2 au point A sont <ll ijér<>nts du 

plein principal, il y <i. au plan piincijxtf, <leu.r <lroites distinctes (droites p o'ncipales ) 

passantes par le point A; les courbes r,. c2 se projettent rfes points ( -t A) <le <-< ttes droites 

aux courbes ayant au point A' un contact d'ordre 2. Les deux couples <les droites principales 

et des tangentes des courbes <;,, c2 au point A sont harmoniques. Sur chaque <lrorfe est situé 

un tel point (point principal), que les projections (\, (\ <les tourbes r,. r_ de <-es points oui 

un contact d'ordre 3. 

LOS droi tes principales sont données par Tiquât ion (,)). où a, 1/ . . Si nou> 

choisis.-ons z SUT la dvoite d intersect ion dos plans osculatouvs. les point s pr inc p a u \ sont 

', i l : ' ; ; I ;; :: 
/./!(), '/.- / , / /") (//'/." ///. -).<',) • A/'-.r. / " / / / / , . 

Théorème 3 . »S7 les plana oscillateurs des courbes r., r_. au point A et le pion principal 

s<nrf confondus, les courbes <\, c„ se projettent de chaque point ( -T A) du plan principal dans 

les courbes ayant au point A' un conto,ct d'ordre 2. Si le plan principal n'est pis station-

naire pour aucune des courbes <\, r.,, il /, a dans le plan principal trois <lroites distinct*.s 

(les droites principales) passantes par le point A, des points desquelles (4-- Ai les coin -

bes c., e2 se projettent dans les courbes ayant an point A ' un contact d'ordre. 3. Les trois droit» s 

principales forment un triple des droites «polaire par rapport uu couple des tungentes d<>• 
courbes et, c2 au point A. Sur chaque droite principale il y a un point (poini / rincipal) : 
les courbes ej, c2 se projettent de ce point dans les courbes ayant un contact <l'or hr 4. Lr> 
points principuu.r sont roi inéu ires <rfors et alors seulement si l'équation u)/x // '/ . , o 
est vraie. 

Les droi tes pr incipales sont données p a r Téquation (9), où on doit poser p o u r / q l'un 

\h'' i.,. ,.„., -.'..titl.,.» . -\.::J\*\. i-:.. ,-i..... Ђ (-
sissant im des nomhres <i\ (i I. 2. 3). les po in t s pr inеipaux sont donnćs p iľ ((.)). <>ù 
on posе b, éцal à 

() 1 -} } } -} -ґ, r, - ! ł 

b; ( ІVЛ"/.Һ<1 Л /ľ'Л • ІПЧІ/.\pťЛ iľ Л Иf"'»-/_.// Лlľ'Л (>// Г" ľit '' <ľ'Л !•'//' ' ) . 

Pour do imеr ľ intеrpľe tat ion цeоme tr ique des ľesultats t rоuvćs . iкшs ì appA о n s quv 
la cоiтеspоnda ì ìcе ana.łvtiqiiе 

<e Ф(>') > i r ! * '"- . . . . \, Г 0, i 10) 

232 



détermine une surface réglée dans la congrucncc des droi tes donnée par les courbes 

focales c r o2. Sa génératr ice />(0) passan te pa r le point A est donnée par l'expression 

/'(>') (//''')• ••'CEO*))) (•«'„. V ' i / / i ) r :• "'"(•) ]><)ur >' - ° 

/>(0) l i m M ? ? ) (.c0. \ V l ,,.). ( I l ) 
/•->n ' 

Si la surface (10) t\st (lévéloj)pable. la condition quc lcs plans tangents aux points 
•r(d>(r)) et t/(r) de la droite4 /?(?*) sont confondus (v i 0) nous donne* l 'équation 

m> \ , ' ' 2 ( / \ f / / ) : '^ i, >2*' ' ' ^ 2 • ,>-(/M/- / - , / / ) V, 9 ( / 2 ^ / /a/.Jvi 

1 , 1 , 
:. / ,v' : r " л '4Һ«(-в'/,xî »''')•' '" (À ' '^ : l / , Ч í ) ! 1 ;> 

5-/,' (/ 'ЛÍ - -J- / .S , ) 
1 - , , ] ., / , ] , \ ] ] , - I 
y / 2 / ' ' V . .> ' / /'•>] y / ^ i -• o ' ' ^ u '' *i • '•(•) = ' • ( • ) r '"»(.) o. 

valable ident iquement pour chaque c. E n supposant que les p lans oscillateurs des cour
bes c,. c2 au point A et le plan princ ipal sont dis t inc t s (et en choisissant / 2 A( 0) 

nous t rouvons \j 1/ -"„- : on supposant que lcs plans osc i l lateurs ne sont pas s tat ion-

itaircs. mais sont confondus avcc le plan princ ipal (?. ?.' 0), nous obtenons A, 

c If --- , r* I. En comparant les résu l ta t s t rouvés avec les théorèmes 2 et 3. nous 

obtenons : 

Théorème {. Chaque, droite principale au pyint A des courbes c,, c2 (VI seulement une 
telle droite) est la droite de la surface dévéloppable (qui n'est pas un cône projetant une courbe 
donnée du point d'autre courbe donnée) appartenante au congruence des droites déterminée 
par les courbes c.. c2. 

Si 

«•-• u(v) ••-.($« -: fi}v -!- -^-r- !>•(.) (13) 

est l 'équation do r a r e t é do rebroussement de la surface dévé loppable , son point X(r) 

sur la droi te p(v) est donne p a r X(v) — v(AV'-'o \.,c, — y.) f v2(.) et c'est pourquoi 

le point A".(0) sur p(0) est dé te rminé p a r 

K(0) r . I im. - - 1 ? ! ft^o M*i i ?y,. (14) 
r->0 'l' 

Le ])lan tangent de la surface dévéloppable» au point de l ' arête de rebroussement é tant 

indéterminé , nous t rouvons l 'équat ion 

M •'• < ,2{fVi : ( 2 ! M *2 t Л ^ ( - 2

 : />oj r 2 д - '••'2 Л - ^ x ' 

-' ' v3(.) -- o, 

valable ident iquement poui* chaque v. Ou e n p e u t dé te rmine r p^. E n supposant q u 

les plans oscillateurs des courbes cT. c2 au po in t A et le plan principal sont distincti

on obtient (en choisissant ?2 -~ ?.[ ~~ 0) 

. î i i ] -i •< 
/>, - / 2(f/i//2— / / / 2 ) -;- f/. "-^ /- ,( / / / , 'J ru'?.'2), !-- 1; 



en supposant que tous les (\v\.ix plans oscillateurs ((pli ne» sont pas stat ionnaims* et 1<* 

plan principal sont confondus, ou obtient 

.î . 1 1 1 .1 - ; -, 1 -•! .', 
i>\ r (e?.x,n '\u/?' f " - / . J / / n ' / ' :î F~?.2H

 Af/'i ?/) (FV.U " / ' ' * r ' / / ' M . <•:1 1. 

Kn comparant les résultats trouvés avec les théorèmes 1 et ->, nous trouvons: 

Théorème 5. Chaque jx/nit principal au point A des comités c,, c2 (et seule-an nt un tel 

jjoint) est le point de l'arête de rehroussemeut de la surface déréloppahle (qui n'eyf }>as an 

cône projetant une courhe donnée du point d'autre coarhe donnée) appartenante un ro>ujruenc< 

<les droites déteminée par les courlx's c,, c2. 

Kn utilisant des cônes quadratiques et cubiques axant avec des courbes données c,. c2 

an point A un contact d'ordre convenablement choisi, on a trouve encore quelques con

structions ultérieures des droites principales et des points principaux. 

On peut démontrer particulièrement la construction suivante (en supposant eue les 

plans oscillateurs des courbes données au poiut A ne sont pas stationnaires et s ait diffé

rents du plan principal): Si les courbes c,, c2 sont situées sur une surface y., on (-(''termine 

une quadrique Q ayant avec la surface K au point A un contact d'ordre \\, Les plans 

oscillateurs des courbes c,. c., au point A rencontrent la quadrique () aux coniques h,, f.,. 

Les droites joignantes les sommets des cônes déterminés par h., h2 avec le pou t A sont 

les droites principales, les sommets des cônes sont les points principaux. 
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