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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 11, 3, 1951 

К ТЕОРИИ ВЕКТОРНЫХ МЕР 

ИГОР КЛУВАНЕК (Igor Kluvánek), Братислава 

Под векторной мерой понимается сг-аддитивная функция множества //., 
определенная на кольце Я подмножеств данного множества Р, имеющая 
в качестве своих значений элементы линейного топологического пространства X. 
Цель настоящей работы состоит в изучении свойств таких векторных мер, 
с учетом, в частности, их построения. Работа распадается на несколько 
разделов. 

Первый раздел посвящен рядам в линейных топологических пространствах. 
Во втором разделе содержатся основные определения, касающиеся векторных 
мер и вытекающие из них непосредственные следствия. В третьем разделе 
решается вопрос об исчерпывании векторной меры. Здесь решается вопрос 
о том, в каком случае существует для векторной меры /л, определенной на 
<т-кольце 5, такое множество ()е$, что ^(Е — 2 ) = 0 для Ее 5. В четвертом 
разделе рассматривается расширение векторной меры из кольца на наименьшее 
(7-кольцо над ним. Здесь приводится необходимое и достаточное условие для 
возможности расширения определенной на кольце Я векторной меры /I на 
меру //, определенную на с-кольце. В пятом разделе приводятся разного рода 
достаточные условия для возможности расширения векторной меры из кольца 
на (т-кольцо. 

1. Ряды к линейных топологических пространствах 

Настоящий раздел содержит некоторые основные понятия и обозначения, 
относящиеся к линейным топологическим пространствам. Кроме того, здесь 
содержится обобщение леммы Орлича —Пегтиса о совершенной сходимости 
рядов (см. теорему 1.1). 

Под линейным топологическим пространством понимается линейное про
странство (над телом Л вещественных или комплексных чисел), которое является 
одновременно топологическим пространством Хаусдорфа и в котором операции 
сложения элементов и умножения элементов на число непрерывны (как функции 
двух переменных). 
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Если всякое открытое множество линейного топологического пространства Л' 
содержит открытое выпуклое подмножество, то пространство называется ли
нейным локально выпуклым топологическим пространством. 

В дальнейшем для удобства изложения будем пользоваться сокращением 
ЛТП для линейного топологического пространства и сокращением ЛВП для 
линейного топологического пространства, являющегося локально выпуклым. 
Что касается текущих результатов из теории ЛТП, то мы будем ссылаться 
преимущественно на [1] и будем придерживаться приведенных гам соглашений. 

Пусть X — линейное пространство. Вещественная функция /?, определенная 
на X, называется псевдонормой, если выполняется: 

а) р(х + у) ^ р(х) + р(у) для произвольных л\ у, е Х\ 

б) р(осх) = |а| р(х) для произвольных х е X, а е. Л. 

Известно, что если X— ЛВП, то существует такое множество . \ псевдонорм 
на X, что система множеств вида {* : р(х — х0)< в], для любых ре Л' и с >0, 
образует базу окрестностей произвольной точки х0 е X. Множество . Г назы
вается достаточной системой псевдонорм для пространства X. 

Линейное нормированное пространство — частный случай ЛВП. В гаком 
нормированном пространстве существует достаточная система псевдонорм, 
состоящая из единственной псевдонормы р. Поскольку речь идет о простран
стве Хаусдорфа, то для х ф О должно быть р(х) ф 0. Псевдонорма с таким 
свойством называется нормой. Обычно пишется \\х\\ вместо р(х). 

Последовательность {х„} элементов ЛТП (не обязательно локально выпук
лого) называется фундаментальной последовательностью, если для любой 
окрестности V точки О существует число пу такое, что для т > /!к, п > пу будет 

*уп "хт ~ г ' 

Говорят, что последовательность элементов {х„} сходится к элементу л\ 
если для любой окрестности V нулевого элемента существует число пу такое, 
что для п> пу будет хп — х е V. 

Если каждая фундаментальная последовательность элементов простран
ства X сходится к некоторому элементу пространства X, то пространство X 
называется секвенциально полным. Секвенциально полное линейное нормиро
ванное пространство называется банаховым пространством. 

Если X — ЛТП, то под X* понимается множество всех линейных непрерыв
ных функций, определенных на X принимающих значения из Л. 

Пусть X — ЛВП. В пространстве X можно задать новый базис окрестностей 
точки 0 таким образом, что его будут образовать множества вида 

{х:\/1(х)\ <е, \/2(х)\ < . , . . . , |Л(л-)| < « } 

для произвольного натурального А', произвольного с > 0 и произвольных 
/\ ,/2> • • •»/* Е -^*- Полученная таким способом топология называется слабой 
топологией пространства X. Первоначальную топологию пространства X 
называют иногда сильной. 
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Ясно, что представляет собой слабо фундаментальная последовательность, 
слабо сходящаяся последовательность или пространство слабо секвенциально 
полное. х 

Будем говорить, что ряд ^ хп элеменюв ЛТП Xсходится и его сумма равна х9 

если , , = 1 

Нт Х X; = х-
п / = 1 

Ряд У л,, называется совершенно сходящимся, если для всякой возрастаю-

щеп последовательности {п(} натуральных чисел ряд ]Г хп. сходится и сто 
сумма равна некотсрому элементу пространства X. 1~х 

Этому определению можно придать еще и другой, эквивалентный вид: 

Ряд ]Г л„ совершенно сходится тогда и только тогда, когда для всякой 
/I 1 00 

последовательности {/],,}, где /?„ = 0 или \ для п 1,2,..., ряд ^ ппхп сходится 
и = 1 

и его сумма принадлежит X. 

Для дальнейшего изложения большое значение будет иметь следующее 

утверждение, т. наз. лемма Орлича — Петтиса: 

Если ряд ^ N.. элементов банахова пространства X слабо совершенно схо-
п -~ 1 

ди/пся, /по он сходится и сильно совершенно. 
Доказательство этой леммы дано в [2] (Теорема 2.32) или же в [1] (стр. 60). 

Примечание . Хотя при доказательстве леммы Орлича—Петтиса в [1] и [2] 

используется полнота пространства X, в формулировке этой леммы не обяза

тельно требовать полноты пространства X, им может быть любое линейное 

нормированное пространство. Это доказывается следующим образом. 
00 

Пусмь X — линейное нормированное пространство. Пусть ]Г хп — слабо 

совершенно сходящийся ряд элементов пространства X. Пусть X — пополнение 

пространства X. Поскольку для каждой функции /е X* существует единствен

ная функция / е А* такая, что /(х) =/(х) для х е. X, то ряд ]Г хп слабо совер-
п = 1 

шешю сходится в X. Следовательно, по лемме Орлича —Петтиса он сильно 
сходится в X. Нам остается доказать, что все суммы выбранных рядов будут 
принадлежать X. Пусть ц= {/;,,} — последовательность нулей и единиц. 

Согласно условию существует элемент х„еХ такой, что йт/(У^ ппхп) = /(.\",7) 

для всякого/е V*, а значит, и для всякого/е А'*. Но по лемме Орлича— Петтиса 

существует элемент уп е X такой, что Пт || ]Г цпхп — - уц \\ 0. Но тогда тем 
' / п = I 

более Нт/( ^ цпхп) ./(г.;) для всякого (еХ*. Отсюда следует, что х у . 
I п = 1 
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Лемма Орлича —Петтиса может быть обобщена для любого ЛВП. Это обоб

щение дано в следующей теореме. 
00 

Теорема 1.1. Пусть X— ЛВП. Если ряд __ хп элементов пространства X 
л = 1 

совершенно сходится в слабой топологии, то он совершенно сходится и в сильной 
топологии пространства X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ряд __ хп слабо совершенно сходится. Мы должны 
л = 1 

доказать, что для всякой последовательности ц = {г]п} нулей и единиц суще-

ствует элемент х„ е Xтакой, что хп = Нт __ ппхп в сильной топологии простран-
I Л = 1 

ства X. Пусть ^/~ — достаточная система псевдонорм для пространства X. 
Достаточно показать, что для каждой псевдонормы ре,\' будет 
\\тр(хп— _Г ппхп) = 0. 

I п=1 

Пусть р б Ж . Два элемента х, у е X назовем/^-эквивалентными тогда и только 
тогда, когда р(х — у) = 0. Поскольку р — псевдонорма, то введенное таким 
способом соотношение удовлетворяет всем требованиям для того, чтобы 
быть эквивалентностью. Поэтому пространство X распадается на классы 
взаимно эквивалентных элементов. Класс, содержащий элемент х, обозначим 
через хр. Множество таких классов обозначим через Хр. Если положить л ' р т / ^ 
= (х + у)р, <*ХР = (ах)р и \\хр\\р = р(х), то пространство X станет линейным 
нормированным пространством с нормой || . || . 

00 

Ряд __ хр слабо совершенно сходится в пространстве Хр. Докажем эго 
п = 1 

следующим образом. Если с, = {^п} — произвольная последовал ельность нулей 
и единиц, то существует элемент х*еХ такой, что для всякого / е X* будет 

ос ос 

__ /(Спхп) = Кхд- Покажем, что для всякого ср е X* будет __ ср(^пх
р) = ср(хр). 

п = 1 _ и = 1 _ 

Пусть ср е Х*р. Если определить функцию ср на X при помощи равенства ср(х) ------
= ср(хр), то функция ср линейна и непрерывна на X. Линейность ее очевидна. 
Непрерывность вытекает из того, что ср непрерывна на Хр, а значит, ограничена 
на множестве {.тр : | ^ р | | р < 1}, поэтому ср ограничена на открытом множестве 
^ :р(х) < 1}. Это означает (смотри [1], стр. 12), что ср — непрерывная функция. 

ос 

Но поскольку _Г <р(Спхп) = <Р<Х)' т о согласно определению функции ср имеем 
со п= 1 

Е <гЧСг*л) = (Р(Х0-
п=1 7 

По лемме Орлича — Петтиса (и по примечанию перед этой леммой) ряд __ хр 

сильно совершенно сходится в Хр. Значит, п~{ 

Нт \\хр — _Г г]пх
р\\р = \1тр(х„— _Г >]пхп) = 0. 

/ п - 1 I п = 1 

176 



2. Определение и основные сиойстна секторной меры 

В н о м разделе будут приведены основные определения и соглашения отно
си 1елыю мер со значениями в векторных пространствах и выведены непосред-
С1 венные следе 1вия этих определений. Что касается результатов общей теории 
меры, мы будем ссылаться на [3] а также пользоваться приведенной там 
терминологией. 

Пусть Р — произвольное непустое множество (основное пространство). 
Снс.ема Я подмножеств множества Р называется кольцом множеств, если она 
обладает следующими свойствами: 

А, ВеН->А и В е Я; 

А, ВеЯ=>А—ВеЯ. 

Кольцо множеств Я называется соответственно гт-кольцом множеств или 
О-кольцом множеств, если выполняется соответственно 

А19А2, . . . Е К : - > Ц А\,еЯ, 
п= 1 

И Л И 

А^ А2, . . . е К - П АпеЯ. 
п= 1 

Всякое гт-колыю множеств есть одновременно ()-кольцо множеств. Кольцо 
мнсжес! в Я, содержащее множество Р, называется алгеброй множеств. Алгебра, 
являющаяся одновременно сг-кольцом, называется сг-алгеброй множеств. 

Пус.ь М — произвольная система подмножеств множества Р. Существует 
одна и только одна система 5 — 5 (М) со следующими свойствами: 

1. 5 ее I ь гг-кольцо; 
2. МЕ5; 

3. Для произвольной системы 5' со свойствами I. и 2. будет 5 с 5 ' . 
Система 5(М) называется наименьшим сг-кольцом над системой М или 

сг-кольцом, порожденным системой М. 
Пусль Я — кольцо и пусть X—ЛТП. Под векторной мерой на Я со значе

ниями в X понимается такая функция /л, область определения которой — Я 
и значения —- из X и которая обладает еще таким свойством: 

Если {Еп} — произвольная последовательность непересекающихся множесп 

из Я и Е У Е„ е Я, то 

11(Е) = I //(1Г„). 
п= 1 

ЕСЛИ X -- множество вещественных ИЛИ комплексных чисел, то векторная 
\кра // пал:вас1ся обобщенной мерой. Обобщенная мера /г, принимающая 

12 М а и м ш и п - : - ;-. \-х ;к;"1 П У с а н . X I . .? 1 / / 



только действительные неотрицательные значения, называется конечной не

отрицательной мерой, или просто мерой. 

Пусть р — функция, определенная на произвольном множестве Т и ее зна

чения пусть принадлежат ЛТП X. П у с т ь / е X*. Под /р понимаемся функция. 

определенная на Тс помощью равенс. ва .///(/) 7 /(//(/)) для каждого /е: Т. 

Тег рома 2 . 1 . Пусть X— ЛТП, пусть Я — кольцо множеств. Пусть и <.( л-

торпая мера па Я со значениями в X. 

Тогда для каждого /е X* функция 1'р есть обобщенная мера на Я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы сразу же вытекает из аддитивное га и не

прерывности функции /. 

Эта теорема необратима. В таклх Л Т П X к о ю р ы е не являются локально 

выпуклыми, эго может обусловливаться с л и т к о м большой .,бедноемлок* 

пространства X*. Но теорему нельзя обратить даже в ЛВП, о чем убеж лаелеч 

на следующем примере. 

П р и м е р 1. Пусть X — пространство всех непрерывных вещественных 

функций на интервале (0, 1> с топологией, заданной с помощью нормы л 

---- 8ир|л-(0|. 
/с 0.1 

Пусть Р — множество всех натуральных чисел. Пусть Я -- система пол мно

жеств множества /\ состоящая из пустого множества, из всех конечных мно

жеств, из всего основного пространства Р и из дополнений конечных множеств. 

Легко уел а но вить, что Я --- алгебра. 

Определим теперь элементы упеХ, п 0 , 1 , 2 , . . . следующим способом: 

УÀt) 

0, 

>',+) 0, / є < 0 , 1>; 

/ є <0, (2/? 2)" 

(2/7+ 1) [(2л + 2 ) / — 1], lє<(2/ř í 2)" 

1 -

0, 

77 — 2/f(2/7 S ) / , / Є < ( 2 / 7 ; 1) 

/є<(2/?) ] , г 

Qn 

ЛЫ 

для /? К 2 

Для произвольных / е <0, 1) имеем 1пп уп{1) 0. 

Положим V. Уп"~'Уп-\ д л я п 1,2, . . . 

Определим н л к р ь функцию р на Я следующим образом: 

Если Ее к и Е конечное мчожеспю, к) полагаем //(/:) У -v„: H(І)) 

Если /: е Я и Е—- бесконечное множсеI во. ю сущее (вуе* конечное (пли п у . ' т л 

множество I•'е Я лакоех что Е Р - Е. В л о м случае положим р{Е) /!» / • 

Для каждой функции /е А'* будс! /// обобщенной мерой. ' } ю юка >>.>!вле о:/ 

ел еду юн I и м с п осо б с >. м. 

Пуель / е X''. Согласно [еореме Рисса с4» пределавлении линейных фчпкнпонс--

^ 1 оь на пространстве непрерывных функций существуем (акая обобщенная мери 
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(Лебега С т л т ь е с а ) \у на системе всех борелевых множеств интервала <0, 1>. 

ч ю /\х) I х(г) с\\у для каждого N е X. Пусть теперь Еп е Я, п ^ 1,2, . . . --- пе-
0, Г -г 

пересекающиеся множества и пусть Е У Епе Я. Если р(Еп) г„ и //(I:) ~, 
/ / 7 = 1 п 

и) легко показать, что ^ г„(1) г(1) для каждого > 6 <0, !> и | V : ;.(/)| <• ! 
/ . = 1 / = 1 

тля // 1,2, . . . Отсюда по теореме Лебега следует 

/» 
<ЫЕ)) /'(г) /' !(/) сЬ-; П т ( У /'--,(/)<]•,>) 

(«.1 • --- 1 0.1 

= У [ =а(П^ У /(--„) ••= У /(/.(Е в)). 
п = 1 б, I п ------ 1 « = 1 

Ыо функция // не есть векторная мера на Я со значениями в X. Это вы.екае ! 
// 

из кмо, ч ю !| ^//({/})|| 1 для /? 1,2, . . . и следовательно не можез бьпь 
/ / = 1 

0 р(Р) У /!-({/]) в смысле сходимости в пространстве X. 
п= 1 

Обращением до некоторой степени 1еорсмы 2.1 являются следующие две 

1 со ремы. 

То'Ф<м.а 2.2. Пусть X — Л ВЫ. Пусть Я есть д-ко.1ьио множеств. Пусть 

р функция, определенная на Я со значениями в X. Пусть дня каждой (функции 

/е X* сеть /// обобщенная мера. 

Тогда функция р есть векторная мера па Я со значениями в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {Еп} — последовательность непересекающихся 

множеств из Я и пусть Е У ЕпеЯ. Для произвольной возрастающей по-
/ 1 = 1 / 

слетова 1слыюс1 и [кп\ натуральных чисел У Е^и е Я, так как Я семь <>-кольцо 
/ / = 1 

и У ЕКп Е П (Е—Екп). Поскольку ./// обобщенная мера, ю 
п 1 п ~ 1 

/!/*( № 1<кп)] ) . ./{/'(-^л,,)]- Это означает, ч ю ряд ^р(Е}г) слабо совершенно 
п 1 /; --- 1 п "-- 1 

сходи 1ся. Но из теоремы 1.1 следует, что он сильно совершенно сходится и с о 

сумма, очевидно, равна р(Е). Следовательно, // есть векторная мера. 

' /н^ем.г 2..'». Пусть X ЛВП. Пусть X пространство синю секвеп-

ШШ.1ЫЮ поянос. Пусть Я —- кояьцо. Пусть р функция па Я со лишения ми с X 

и пусть дня каж'досо / е X* есть /р обобщенная мера. 

Тогда // есть векторная мера на Я со значениями в X. 

Д о к а к м е л ь с т в о . Пусть {Еп\ — последовательное! ь попарно непересекаю

щихся множеелв из Я, пусть Е У Еп е Я. Поскольку для каждого / г Л'* 
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есть//* обобщенная мера, то ряд ]Г ./[/*(/:„)] абсолюте) сходи гея (абсолютная 
п - Г 

сходимость этого ряда вытекает из того, чго он имеет одну и гу же сумму //!(/;') 

при любой перестановке его членов). Отсюда следует, что для произвольной 

последовательности [г]1У] нулей и единиц ряд ]Г //„|/т(/:м) сходи ",ся, г. е. поелсдо-
^ п = 1 

вательность {хп ~~ ]Г >7.7'(-̂ ,-)} слабо фундаментальна. Так как X — просгранет во 
п ~ 1 У 

слабо секвенциально полное, го ряд ^ Ч,АЕп) слабо сходился. Эшм самым 

мы доказали, что ряд V ^(Еп) слабо совершенно сходится. Из теоремы 1.1 

теперь следует, что ц(Е)--, ^ ц(Еп) в сильной топологии прос гране гва .V. 
п = 1 

А это и означает, что //. есть векторная мера. 

1к Печерпышшие некторпоп лз.д>ы 

Пусть X — ЛТП. Будем говорить, что пространство А'обладает свойством 
(I), если справедливо следующее утверждение: 

(I) Если <р — такая функция, определенная на некотором множестве 7. 
со значениями в X, что 

I. (/)(/) Ф 0 для каждого / е Т\ 
\\. для каждой простой последовательности [1п\ элементов множества Т 

ряд, У </>(/..) сходи гея, 
п=\ 

го множество Т —- по крайней мере счетное. 
Значение свойства {Ъ) с точки зрения теории векторной меры станет ясным 

из теорем настоящего раздела. 

П р и м е ч а н и е 1. Определение свойства (X), а также результаты этого раз
дела можно понимать в более общем смысле. Во всем разделе линейное юно-
логическое пространство X может быть заменено произвольной гопологпеп 
-^-группой. Под топологической 5^-группой понимается коммутативная группа 
(записанная аддитивно), причем относительно всякой последовательности ее 
элементов определено, имеет она предел или нет. Далее, эта схолммоегь в топо
логической ^'-группе удовлетворяет двум аксиомам Фреш:, а именно, что 
стационарная последовательность {ап а} имеет пределом элемент а и чю 
произвольная последовательность, выбранная из сходящейся последователь
ности, имеет пределом один и тот же элемент, что и первоначальная последова
тельность. Кроме того, в топологической ^-группе сходимость и I руппозля 
операция связаны таким образом, что для произвольных двух сходящихся 
последовательностей {ап\ и {Ьп} с пределами соответственно а и Ь последо
вательности {а}1~\-Ьп} и {ап — Ьп} гоже сходятся и имеют пределом еоогве!-
ственно элементы а ! Ь \\ а — Ь. Ясно, как определяется ряд элементов юполо-

180 



I ическоп и -группы и его сходимость, а также, как определяется мера на коль
це Л со значениями в некоторой топологической ^-группе. Теоремы настоящего 
раз тела сохраняют силу и для мер такого рода. 

Примечание 2. Всякое мегризуемое ЛТП обладает свойством (I). 
Доказательство. Пусть X — мсфизуемое ЛТП. Пространство X метризусмо 

Iолько югда, когда оно удовлетворяет 1 аксиоме счетности Хаусдорфа, т. е. 
кчнда сущсствус1 последовательность [V,.] окрестностей нулевого элемента 
пространства X, члены которой образуют полную систему окрестностей эле-
меша 0. Пусть Т — произвольное несчетное множество и пусть (р — такая 
функция на Т со значениями в X, что <р(() ф 0 для каждого 1 Е Т. Покажем, 
чю Ф мс может обладать свойством П. Поскольку {V,,) полная система 
окрес! посмей 0, ю для каждого / е Т сущест вуеI натуральное число п( кисое, 

чю (/>(/) ф V>>{, г. е. Т - \) Тп, где Тп •=•- [/ : (р(!) ф V.,}. Это означает, что суще-
п= 1 

сI вуеI хотя бы одно натуральное число п{) такое, что множество Т„о бесконечно. 

Выберем простую последовательность {(,.} элементов из ТПо. Ряд ^(р(/к) 
к - 1 

нс можем быть сходящимся, гак как не выполняется Игл <р(1к)
 :г 0. Дело в том, 

к 
чю (р(1к)ф 1,,о для к 1,2, ... Значит, ср'ис обладает свойством 11. Отсюда 
ясно, 41 о X обладаем свойством (X). 

Примечание 3. Класс пространств со свойством (X) — шире, чем класс 

мемрпзусмых линейных топологических пространств. В следующем примере 

поем роим мемс I ризуемое пространство со свойством (X). 
П р и м е р V Пусть Р — произвольное несчетное множество. Проем ран

е т о м Л и у см ь будет множество всех вещественных функций х, определенных 
на Т с обычными операциями сложения и умножения ни вещественное число. 
Томолоппо в X определяем при помощи базы окрестностей нуля. Каждая 
окрес гное и> нулевого элемента У(т, с) принадлежащая этой базе задана таким 
способом, чю задано конечное или счетное множество т, т с:/°, м число ^>0, 
причем окрестность !'(т, <':) состоит из всех точек у е X таких, что | >'(лг) | < г. для 
.V Е Т. 

Докажем, чю пространство X нсметризуемо. Для этого покажем, что про-
с ! рансм во X пс удовлс! ворясг 1 аксиоме счет носги. Пусть {У(тп, сп)\ —произ
вольная ечемная система окрестностей нулевого элемента. Построим окресг-
ноемь \\т. V.) нуля так, чтобы ни для какого натурального п не было 

1(т,,, /:,,) с_: 1(г, ;;). Положим а = (] т„ и выберем ючку /0 Е Т, /0 ф а. Такая 
н-= 1 

ючка /() сущее I вуе г, так как Р— -несчетное множество, а а — по крайней мерс 
счешос множесто. Положим т = {/0}. Очевидно, ни для какого п не будет 
1(г„,^)с=. К(т,«). 

Докажем, что пространство X обладае. евойемпом (Ъ). 
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Пусть Т— любое несчетное множество и пусть хх е X, т, ф 0, для каждого 

/ е Т. Обозначим через Тк множество тех 1 е Т, для которых существует по 

крайней мере одна такая точка :? е .Р, чю |л-,(:?)| _ 1//с В силу того, чго Г = 

= У II ^ п о крайней мере одно из множеств ТЛ, /с = 1,2 неконечное. 

Пусть эго множество 7\(). Выберем произвольно простую последовательное! ь 

{/.,} элементов множества Тк). Покажем, что ряд ^ л*,п не сходится в просгран-
п = 1 

стве X. Выберем для каждого п — 1,2, ... точку ;?,, е Р так, чтобы | лГм(^,)| ^ I А() 

и обозначим т = {хп\п = 1,2, ....}. Теперь ясно, что ряд ]Г л'<„ н с м о ж е г 

п - 1 

сходиться, потому что х1ц ф У(т, 1//с0) для // = 1, 2, ... и следовательно не имеет 
месло !пт1 .г,м = 0. 

п 

Теперь приведем теорему об исчерпывании векторной меры. 

Тео:}<>;>?:, Л. 1. Пусть X —- ЛТП со свойством (Ъ). Пусть р — секторная 

мера па о-кольце 5 подмножеств множества Р со значениями в X. 

Тогда существует такое множество О е 5, что для всякого множества 

Ее 5 будет р(Е — О) =. 0. Значит, р(Е) •= 0 для ЕЕ 5, Е п () -- О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим системы множеств Т с 5 с 1акими своп-
ствами: 

а) Е п Е О для Е, ЕЕ Т; Е ф V, 
б) //(/Г) Ф 0 для Е е Т . 
Множество ,Т всех этих систем — частично упорядоченное при помощи 

соотношения включения множеств. Если {Та}ав/4 — цепь в этом множестве 
(линейно упорядоченное подмножество), го и система *ир Та и Т7 принат-

УСА он. А 

лежит ,Т. Поэтому по лемме Цорна существует в множестве /Г хотя бы одна 
максимальная система Т 0 . 

Система Т0 по крайней мере счетна. Это следует из того, что X обладас! 
свойством (X). Дело в том, что для каждой простой последовательности \Еп) 

ОС 

множеств из Т0 ряд ]Г р(Еп) сходится, так как эти множества согласно а) не 
/ п = 1 

пересекаются и ^ | Еп е 5. 
п= 1 

Положим О = У Е. Очевидно, ^ Е 5. Для произвольного множества ЕЕ 5^ 
*" !• е Го 

Е ел ^ г= () будет /Д/7) ---= 0. Дело в том, что если бы существовало такое мно
жество Е0 е 5, что Е0 п О 0 и р(Е0) Ф 0, то система Т 0 не была бы макси
мальной. Тогда имело бы место Т 0с:Т ( ) и { 0̂} е .Т и Т0 Ф Т() и {Т^}. 

ЭТИМ И завершается доказательство теоремы. 
Обращением в некотором смысле теоремы 3.1 является следующая 

теорема. 
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Т<» >|;с\ч:4 \\.2. Пусть X— ЛВП, не обладающее свойством (X). 
Существуют множество Р, а-кольцо 5 подмножеств множества Р и такая 

векторная мера р на 5 со значениями в X, что для всякого множества ^ е 5 
гущесптует множество Е е 5, для которого и(Е—()) Ф 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как пространство X не обладает свойством (Е), 

т сущееизует несчетное множество Р и функция ср, определенная на Р со 

и 1ач:ниями в X такие, что ср(т) ф 0 для / б Р и ряд У ср(1п) сходится для про-
//= i 

(м.юльпой простой последовательности \1п) элементов множества Р. 
Определим 5 как систему всех конечных и счетных подмножеств множества Р 

(включая пусюе множество). Очевидно, 5 есть а-кольцо. 
Пуемь Ее В. Если упорядочить произвольным образом элементы множества 

Е в последовательность {/„] (возможно, конечную), го существует сумма 

^ <р{1„). Согласно [1], стр. 59 существует элемент хЕ е Xтакой, что справедливо: 

Для каждой окрестности V элемента нуль можно найти конечное подмноже-

с" во г, множества Е такое, что для произвольного множества т, туа т с Е , будет 

. хЕ — Х <р(» Е V. 
Г е г 

Положим теперь р(Е) = хЕ для каждого Е е 5 (и({)) = 0). 

Покажем, что р есть векторная мера. 
Пуемь {Еп} — последовательность непересекающихся множеств из 5. Пусть 

/:' ^ У Еп. Нужно доказать, что р(Е) = Г̂ р(Еп). 
п = ! п = 1 

Докажем следующее: Для каждой окрестности V нулевого элемента сущест
вуем конечное множество пу натуральных чисел такое, что для всякого конечного 
множества тс натуральных чисел, к => тск., будет 

Х ц(Е„) - ц(Е) е V. 
п еп 

Выберем окрестность Кнулевого элемента. Поскольку X— локально выпуклое 
пространство, можно предполагать, что окрестность V—- выпуклая, и, значит, 
\\ \- \\аУ. Согласно определению значения р(Е) существует такое конечное 
множеспю /\ ЕаЕ, что 

р(Еп)-^ср(г)е^У 
ГеО' -• 

для произвольного конечного множества С, ЕаСаЕ. 

Положим пу = {п : Еп п Е Ф ()}. Пусть я — произвольное конечное мно
жество натуральных чисел, я=>як. Пусть к будет числом элементов множества я. 
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Пусть для каждого п е л будет Еп таким конечным подмножеством множества 

Еп, что 

№п)- X </>(') е-ту- V 

для произвольного конечного множества С7„, ЕпаСпаЕп. Положим теперь 

Сп ------ Рп и ( ^ ^.) и С; -= У Сп. Тогда 

5>(Е Я ) - /.(Е) = У] 0(Е Я ) - ]>>(0] + !<?( ') - /<(Е)е1 Г + '- Г с Г. 
п е я /1 е я Г е (7 п г е (7 — — 

ЭТИМ самым мы доказали, что /т есль векторная мера. 
Ясно, что для произвольного множества Ое5 существует точка / е/\ 

/ ф ^. Если положить Е = {(}, то Е е 5, /х(Е— б) ^ /<(Я) - </>(!) ф 0. 

Теорема доказана. 

П р и м е ч а н и е 4. Теорема об исчерпывании векторной меры, значения 
которой принадлежат линейному метрическому пространс1ву, может быть 
доказана без использовании леммы Цорна. Поскольку в дальнейшем зтои 
леммой будем пользоваться только для нормированных пространств, про
ведем такое доказательство. 

Пусть /( — векторная мера, определенная на а-кольце 5 подмножеств мно
жества Р. Пусть значения векторной меры //. принадлежа! линейному мепри-
ческому пространству X (не обязательно локально выпуклому). Построим 
такое множество О е 5, что для произвольного множества Ее 5 буте г 
ц(Е — О) = 0. 

Для произвольного множества Ее В положим 

С(Е) яир {о(ц(Е), 0) : Ее 5. Еп Е - О]. 

Очевидно, 0 ^ С(Е) ^ оо для Ее В. Далее, очевидно, что лТГ) ^ С(̂ )< если 
ГаЕ. Обозначим 

а М ДЕ) : Ее В). 

Снова ясно, что 0 ^ а ^ оо. 
Докажем, что а --~ 0. Допустим, что а ф 0. Значит, а > 0. Если Ех е 5 — про

извольное множество, го С(Е{) ^ ос. Значит, существует такое множество 
Е2 е 5, что Е2 п Е1 О и ^(^.^(Е2), 0) > \ у. (если а ос, вмесю ,\ а пишем 1). 
Далее, определим множества ЕЛ. Е4, ... по индукции следующим образом: 

Пусть уже заданы множества Е 1, Е2, ..., Еп. Поскольку С( {) Е{) 2: а, сущеегвус. 
л / г - 1 

множество Еп + Х такое, что Еп+Х п ({] Е() О и о(1((ЕпЬ1), 0) > \у.. Эшм за-
( -̂- 1 

дана последовательность {Еп) непересекающихся множеств из 5. Поскольку 5 
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сем, гг-кольцо, то ^( Еп е 5. Это означает, что ряд ]Г р(Еп) сходится (его сумма 
« - 1 1 1 = 1 

равна //(У Еп)). Но это противоречие, так как не равно 11т р(Еп) — 0, поскольку 
л --- 1 

1>(р{Еп), 0) > ', а > 0 для 0 2, 3,. . . . Следовательно, это означает, что а ^ 0. 

Значик для каждого натурального числа п существует множество / 7 „ е 5 , 

для ко ю р о ю ^(Еп) <п~\ Положим ^ == У /%,. Очевидно, О е 5. Поскольку 
п = I 

IпаО для // --— 1,2, ..., то С((>) ^ С ( О < и - 1 Для п —- 1,2, ..., следовательно, 

и(О) 0. Теперь видно, что ^ — искомое множество, так как для произвольного 

множества Ее5 имеем (Е — О) п О О и поэтому р(Е -О) — 0. 

Пусп> // -— векторная мера, определенная на о--кольце 5 со значениями 

в ЛТП X. Множество Ее 5 называется //-пулевым, если для каждого множества 

ЕаЕ, Ее 5, имеем р(Е) - 0. Далее, множества Е, Г называются //-эквивалент

ными, если множество Е \ Е— //-нулевое. 

Атомом векторной меры р называется система всех множеств Ее 5, //-экви-

валешных множеству Е е 5, обладающему следующими свойствами 

1. Н(Е) Ф 0; 

2. Для каждого множества СаЕ, (7 е 5, справедливо либо //((7) р(Е) либо 

//((V) 0. 

А ю м , в который входит множество Е, обозначим также через Е. так как э ю 

не можег привести к недоразумениям . 

Т(к,»;;ь.'м.'| Л.З. Пусть и — векторная мера па о-кольце 5 со значениями в Л Т П X 

со свойством ( I ) . 

(истсма всех атомов меры р по крайней мере сметиа. 

Д о к а за I ел ьст во сразу же вытскае. из свойства ( I ) пространства X и из 

ю т (Ьаккк ч ю для произвольной последовательности {Еп\ взаимно различных 

а ю м о в меры // ряд У^ р(Еп) сходится [его сумма равна р({] Еп}]. 
н ^ 1 п= 1 

П р и м е ч а н и е 5. Если пространство X, которому принадлежат значения 

вскюрной меры //, не обладает свойством (X), го мера // может иметь несчетное 

чисто а;омой. Пример такой меры построен в доказательстве георемы 3.2. 

\* Раеп*1.^чшг.о .ЧЧАТО|ШКЧ1 л.е$ ы 

В пасгояшем разделе займемся вопросами расширения векторной меры 

и 5 кольца на наименьшее сг-кольцо над этим кольцом. 

П р и м е ч а н и е 1. Пусть // — векторная мера на кольце Я со значениями 

в ЛТП .V. На наименьшем <г-кольце 5 над кольцом Я существует не более одной 

векюрпой меры // со значениями в X, совпадающей с // на Я. 

Э ю у I верждение доказывается таким же способом, как для неотрицательных 



мер в [3]. Если р.{, р2 — две векторных меры на 5 и Р\(Е) - р(Е) р:(Е) ЛАЯ 
Ее Я, то обозначим через М систему чех множеств Ее 5, для коюрых /!,(/) 
- р2(Е). Очевидно, ЯаМ. Из непрерывности мер р{ и и2 следует, чю М со

держит предел произвольной монотонной последовательности множеств и* М. 
Отсюда согласно [3], Теорема 2, § 6, вытекает, что М ~-~ 5. 

Теперь приведем следующие утверждения, доказанные в [41 (смо.рп !акже 
5, стр. 321). 

Пусть /( — векторная мера, определенная на (Т-алгебре 5 подмножс.дп мно
жества Р со значениями в банаховом пр )странс гв: X. 

\. Существует такач конечная пготрлачн1?льнач мера у па 5, ччг > 1!т а{Е) - I). 

т. е. для каждого 8 > 0 найдется такое д > 0, что || р(Е) ( < <:, села \'{Е) < о. 
2. Множество {р(Е) : Е е 5} значении секторной меры и слабо отоечтельч.) 

компактно в X. 

П р и м е ч а н и е 2. Из георемы 3.1 об исчерпывании векторной м:ры и ш и > 
примечания 4 раздела 3 вытекает, что в приводимых утверждениях за облас! > 
определения векторной меры р можно приныгь не только .т-а.неору, но и 
а- кольцо. 

Тотпе.иа 4.1 . Пусть р — векторная мера, определенная на кольце Я со зна
чениями в банаховом пространстве X. Пусть 5 = 5(Я) — наименьшее я-кольцо 
над Я. На а-кольце 5 существует такая векторная мера р, что р(Е) -•- и(Е) 
для Е е Я тогда и только тогда, когда справедливо одно из следующих утвержде
ний (и следовательно, оба): 

(А) Существует такая ограниченная неотрицательная мера г па Я, что 

\\т р(Е) = 0. 
у(Е) - О 

(В) Множество {р(Е) : Е е Я) значений меры р слабо относительно ком

пактно в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оба утверждения (А) и (В) являются необходимыми 
условиями для возможности расширения меры р на 5 согласно примечанию 2. 
Доказательство достаточности условия (А) проводится так же, как доказатель
ство теоремы на стр. 187 в [6], где это доказательство выполнено для случая, 
когда Я — алгебра. 

Докажем еще, что (В) есть достаточное условие для существования меры 
р с требуемым свойством. 

Поскольку множество {р(Е)\ЕеЯ} слабо компактно в X, для каждого 
/ е X* множество У'р(Е) : Ее Я) ограничено, а это означает, что обобщенная 
мера//, имеет ограниченную вариацию. Следовательно,//! можно для каждого 
Те X* расширить на сг~кольцо 5. Обозначим это расширение через /р. 

Обозначим теперь через М систему всех множеств Е е 5 с таким свойством, 
что найдется такой элемент хЕ из слабого замыкания множества \р(Е) : Ее Я}, 
для которого /(*,,) -= ]р(Е) для каждого / е X*. Очевидно, ЯаМ. Докажем, 
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ч т М монотонная система, г. е. она содержи! предел всякой монотонной 

последовательности множеств из М. Пусть [Еп\ монотонная последователь

ное! ь, ЕпеМ для п = I, 2 Поскольку /// обобщенная мера, последова-

1слыюс1ь {1р(Еп)} сходится для каждого./ е X*. Но это означает, что сходи »ся 

последовагельность {/(хИп)} для к а ж д о г о / е X*, 1. е. [л*.,] сегь слабо фунда-

мешальная последовательность. Так как слабое замыкание множества 

\р(Е) : Ее Я) слабо компактно, го найдется такой элемент у из этого за

мыкания, чго /()') ----- Ит /(.V/.) для каждого / е X* (смотри [1], стр. 52). Но 

если положить Е Пт Е.,, го видно, что г \\, . Эго означает, ч ю Ее М. 
п 

Из доказанного согласно [3] следует, чго М ^ 5. Положим р(Е) хк для 

кажтого Ее В. Функция // обладает тем свойством, что для каждого / с X* 

равно./// ///, что означает, что /// есть обобщенная мера. Поскольку 5 сегь 

(т-кольцо, го из теоремы 2.2 следует, чго // есть векторная мерл. Очевидно, 

она семь расширением меры //. 

Пусп> // -— векторная мера на кольце Л со значениями в ЛВП X. Пусть Г -

произвольная достаточная система псевдонорм для пространства X. Будем 

говори I ь, чго векторная мера обладает свойством (А), если справедливо 

ушерждепие: 

(А) Для каждой псевдонормы ре,А' существует ограниченная неотрицатель

ная мера Vр на Я со свойством: Для каждого числа & > 0 найдется число 6 > О 

такое, что р{р(Е)) < е для каждого множества Е е Я, для которого \]

р(Е) < д. 

Теоэ'м.л /1.2.. Пусть X — секвенциально полное ЛВП. Пусть Я — кольцо 

множеств. Пусть // —• векторная мера на Я со значениями в X. Пусть 5 - 5(Я) — 

наименьшее о-кольцо над кольцом Я. 

На а-кольце 5 существует векторная мера р со значениями в X, для которой 

//(/:) и(Е) для Е е Я тогда и только тогда, когда // обладает свойством (А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть векторная мера // обладает свойством (А). 

Пус1ь/>е, I '. Определим нормированное пространство Хр следующим образом. 

Для .V, г е X положим л' =• у (тоо! р) тогда и только тогда, когда р(х — у) О, 

Таким образом, пространство X распадается на непересекающиеся классы 

э л е м е н т е взаимно эквивалентных в смысле этой эквивалентности. Множество 

1аких классов обозначим через Х'р. Класс, содержащий элемент д\ обозначим 

через л' ' . ЕСЛИ ПОЛОЖИТЬ || л'р || •=-- р(х) для произвольного х е Хщ то функция 

|| \\р - - норма в множестве Хр. Пусть Хр — пополнение пространства Хр в смысле 

)юй нормы. 

Рассмотрим теперь векторную меру /Л определенную на Я при помощи 

равенства рр(Е) =-- (р(Е))р. Согласно условию существует неотрицательная 

ограниченная мера \»р такая, что выполняется: Для каждого числа г > 0 найдется 

такое г> > 0, что || рр(Е) \р< е, если \,

р(Е) < 6. Значит, по теореме 4.1 рр можно 

однозначно расширить на 5. Обозначим это расширение через рр. 
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Из определения функций цр, ре ,Г ясно: 

V Для каждого множества Ее Я будет рр(Е) рр(Е) =-- (р(Е))р. 

2. Для каждого множества Е Е- Я пересечение классов Р) рр(Е) [}(р(Е))р 

р е.\ рс Л 

содержит один и только один элемент из X, а именно, //(/_). Это второе свойепзо 
вытекает из того, что . 1 есть достаточная система псевдонорм для прост ранет ва 
Хаусдорфа X. 

Обозначим теперь через М систему 1сх множеств Е е 5, для которых пмес1 
место: 

!. пР(Е) е Х'р для каждого р Е ,\\ 
2. Пересечение классов П >иР(Е) содержит единственный элемент из X. 

рс ,\ 

Согласно сказанному, ЯаМ. 
Покажем теперь: Если {Еп} -- монотонная последовательность множеспз 

из М, то и Е \\т Еп принадлежит М. Отсюда будет следовать, ч го М 5 
п 

([3], теорема 2, § 6). 
Итак, пусть {Еп} будет такой монотонной последовательности) множеелв 

из М. Пусть хп — элемент из X, принадлежащий П рр(Еп). Покажем, что [.V, ! -
фундаментальная последовательность. л е Л 

Выберем в X окрестность V нулевого элемента. Так как . V — достаточная 
система псевдонорм, то существуют /; е N и е > 0 такие, что [л* : р(х) < ; : ] _ : ! . 
Поскольку рр — векторная мера на 5 со значениями в Хр, последовательное! ь 
{ир(Еп)} сходится (ее предел равен рр(Е), где Е \\т Еп). Эго означаем, чю 

п 

найдется такое число % , что для п, т > пу будет \\ рр(Еп) — рр(Ет) !.,<.;. Но 

хп е рр(Еп) и хт Е рр(Е1и), поэтому р(хп -- л-,„) <г„ I. с. хп — хтЕ V. Так как Л' 

секвенциально полное пространство, то существует л; Пт л*,,. Мо из 1тт хр

п 
п п 

— У || й т || рр(Е) — хр |; 0 вытекает, что рр(Е) хр (смо1рп примечание 

I), или же рр(Е) Е Х'р, а также, что V есть едпнет венный элемен : проел рапел ва Л' 
такой, чго .V е рр(Е) для каждого р е ,,{'. 

Итак, мы доказали, что Л1 — 5. 

Обозначим элемент д- е. X, принадлежащий П ^(Е), через р(Е). Эгим опреде-
Р е Л 

лена некоторая функция // на 5. Покажем, что эта функция есть векторная мера. 

Пусть {Еп} —последовательность непересекающихся множес1в из 5. П>сть 

Е ^ У Еп. Покажем, что ц(Е) - ]Г р(Еп). 
п ' 1 п -= 1 

Выберем окрестность V нулевого элемента. Существуют р Е. \ ' н V > 0 такие, 
что {х \ р(х) <е}аУ. Поскольку рр ^ рр — векторная мера, то существует 

п п 

такое пу , что для п >пг будет || рр(Е) — ]Г рр(Е{) | | р < *;, т. е. р(р(Е) — У р(Е1))<,:, 
_ " _ ' • " ' ^ - [ 

что означает р(Е) — У /л(Е{) е V. 
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"•::•;. .. и сем-.- геккрнг.я мера на 5. Счс:тидк-(\ у\\) р{Е) дм: /:.Ч:'\ 

П. Пусчь векторную меру р мо^ио расширить из кольца Я па а-кольцо 5. 

Обозначим э ! о расширение через р. Определим для каждого/? е.Т" пространства 

Х'р и в е к т р н ы е меры рр так же, как и в части I настоящего доказательства. 

По 1еоремс 4.1 существует неотрицательная ограниченная мера \р на 5 со 

свойством: Для каждого г;>0 найдется с;>0 такое, что р(р(Е)) — || рр(Е) || .,<*:, 

если у (Е)< д. Это справедливо для каждого р е. ! \ а это означает, ч го мера //, 

а зпачш. и мера р, обладает свойством (А). 

Теорема полностью доказана. 

<•>. Д а л ь н е й ш и е .кгмечгшпл по р.км. прению !;ектонно.г .у.еры 

В э ю м разделе займемся еще вопросами о расширении векторной меры 

из кольца на а-кольцо. Нас будут интересовать прежде всего более простые 

д о с к и очные условия для того, чтобы векторная мера обладала свойством (А), 

и, зпачш, ч ю б ы имелась возможность расширения ее из кольца на о~-:сольцо, 

11 О рОЖ , 1С иное э : и м кол ь цо м. 

Сначала рассмотрим интересный вопрос, обладает ли всякая векторная 

мера свопе 1вом (А). О том, что это не так, убеждает нас простой пример меры, 

значения ко юрой суть вещественные числа, приведенный в |(\|, стр. 188. 

Те ;рем - , ; . ! . Пусть X — слаоо секвенциально полное Л ВП. Пусть К -----кольцо 

множеств. Пусть р — векторная мера иа Я со значениями в X. Пусть 5> - -

наименьшее а-кольцо над Я. 

Па 5 сунлествует векторная мера р, совпадающая с р на Я, тогда и только 

тогда, когда Оля каждого /е X* обобщенная .мера (р имеет ограниченную 

ва/>ш!цию. 

Д о к а ?а « е л ь с т в о . !. Пусть для к а ж д о г о / е X* вариация обобщенной меры 

/// о1 раничена. Следовательно, обобщенную меру/// можно расширим, на 

(т-кольцо 5. Обозначим это расширение через ///. (по примечанию 1 в начале 

раздела 4 ;акое расширение единственно). Для каждого множества 1:" е 5 

обозначим через Ф,. функцию, определенную на X* с помощью равенства 

Ф/Д./) .1н(Е) для каждого / е X*. 

Покажем, ч ю для каждого множества Е е 5 сущест вует такой слемеш V/ е X, 

ч ю Ф,(1) ./'(-V/.;) для к а ж д о г о / б X*. 

Обозначим через М систему тех множеств Е е 5, для которых такой элемент 

дд существует. Очевидно, Яс=/У!, так как для Ее Я имеем хЕ =-- р(Е). Пусть 

[Еп\ монотонная последовательность множеств из М. Пусть Е •-•= П т Еп. 

Последовательность, /7-ый член которой равен /(хЕи)------- ФЕп(/) •-:••--/р(Еп), схо-

лп 1ся для к а ж д о г о / е X* и ее предел равен )р(Е). Так как X— слабо секвенциаль

но полное пространство, то отсюда следует существование такого элемента 
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хеХ, что ИтДх^) /(.у) для каждого / е X*. Но П т / ( . \ / п ) 1нп ;'//(/:",.) 
Ь /1 Г. 

1р(Е)г Ф}.(/) для каждого / е X*, к е. Ф,(/) /'(л) для к а д ж о ю / - Л'* 

ЭТО означает, что .у -----.у/:, значит, Е е М. Отсюда по цитированной теореме 

из [3] следует, чго М 5. 

Обозначим р(Е) Л/, для каждоно /V е 5. Для к а ж д о г о / е Л * будет.//. 1р. 

I. е. для каждого у е X* будет /и — - обобщенная мера. По теореме 2.2 н о 

означаем, что р --- векторная мера. Очевидно, // есть расширение векторной 

меры //. 

II. Пусть векторную меру р можно раенлфигь на гт-кольцо 5. Для каждою 

I е X* обобщенная мера/// имеет ограниченную вариацию на 5. При I ом и 

означает расширение векторной меры // на гт-кольле 5. Так как обобщенная 

мера/// совпадает с обобщенной мерой/// на кольце &, го вариация обобщенной 

меры/// не больше вариации меры///. ОIсюда, следует, что вариация обобщен

ной меры/// на кольце Я тоже ограничена. 

Для векторных мер со значениями из банаховых прост ране I в можно п$ 

приведенной теоремы вывести более простой критерий. 

Следствие. Пусть Я -- кольцо множеств и пусть X —- с.шСю секвенции.1ьио 

полное нормированное пространство. Пусть р — - векторная мера на Я со зна

чения мы в X. Пусть существует такая константа к, что 

хир [|| р(Е) \\ : ЕеЯ] <, к. 

То-ч)а векторную меру р молено расширить на наименьшее а-колы/о наО 

кольцом Я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 5.1 достаточно доказать, что для каждой 

функции / е X* обобщенная мера /// имеет ограниченную вариацию. Но для 

случая, когда г — обобщенная мера на Я, принимающая юлько вещественные 

значения, легко установи!ь справедливость неравенства 

! г | (Е) <С 2 ьир [ | г (/•') | : ЕаЕ, Ее Я]. 

Если г принимает и мнимые значения, ю справедливо 

| 1 | (Е) <, 4$шр ; | У(Е)\ : Ее Я, ГаЕ] 

для каждою Ее Я. Отсюда получаем, ч т для каждого множества Ее Я и каж

дой функции / с X* 

| /// | (/Д < 4 чир [ |///(/•") | : ЕаЕ, Ее Я] < 4 .'/'!; А. 

Дрлл ими словами, для каждого/е: Л'* вариация обобщенной меры ///о! ранпченл. 

Приведенное следе I вис касаемся довольно широкого класса банаховых 

нроелранелв, гак как все рефлексивные пространства являю юя слабо полными. 

Замелим еще, что в 1еорсмс 5.1 нельзя выпустить условие, ч ю б ы и р о с ф а н -

сдво .V было слабо секвенциально полным. В [6] (стр. 190) поел роена векюрная 
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CONTRIBUTION TO T H E T H E O R Y O F V E C T O R M E A S U R E S 

Igor K l u v a n e k 

Summary 

I et P he an abstract and let R be a ring of subsets of P (sec [3]). Let X be a linear topological 
space \ \ector measure on R with values in X is a function // defined on R with values in X and 

such I hat for every sequence -IE.,! of disjoint sets of R with the union /.' [J E., belonging to R 
i n - 1 

the relation l im( / / (F ) ^ / ' ( E ) ) 0 is true in the topo!og> of V. 
; » . - 1 

In this paper some theorems on exhaustion and extension of vector measure are proved. 
A linear topological space V is defined to have the property (H) if the domain T of every such 

'unction <i with vakies in X. that for every one-to-one sequence \tn\ of elements of T the series 

1 ';(/„) converges, is at mos, countable. 
i, i 

I OY ever} vector measure /•' with values in a space X with the property (-) defined on a o-ring 
S ihere exists a se! O c S such that //(E-- Q) 0 for every F c S. If the space X does not possess 
the property (c_i). then there exists a set P. a o-ring S of subsets of P and a vector measure // on S 
with \a!ues in X such th:.i ier every Q c S (here exisis EC S with //(F 0) . 0. 

1 et A be a sequentially complete locally convex linear topological space. Let - » be an arbitrary 
system of pscudonorms defining the topology of X. Let // be a vector measuie on R with values 
in X and lot S be the minimal a-ring over R. There exists a vector measure // on S which, is the exten
sion of it, ii and only if. for every p c, 1 there exists a bounded non-negative measure v on R such 
that lim p(r il.)) 0. 

v , . < / ; - O 

I et // be a vector measure on R with values in a weakly sequentially complete space X. Lor every 
iinear continuous functional /on A' let the variation of the signed (or complex) measure/// be bounded. 
I hen there exists a vector measure // on S which is the extension of //. 
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