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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y ČASOPIS 
R O Č N Í K 13 1963 Č Í S L O 4 

ПРОЕКТИВНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ П У Ч К О В 
К У Б И Ч Е С К И Х Т Р О Й Н И Ч Н Ы Х ФОРМ 

С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Н И К О Л А Й П. СОКОЛОВ, Киев 

Проек.ивная классификация регулярных пучков кубических тройничных 

форм с наивысшей характеристикой над полем комплексных и вещественных 

чисел дана автором в предыдущих работах [1], [2]. Настоящая статья посвящена 

проективной классификации регулярных пучков комплексных кубических 

тройничных форм, обладающих любой положительной характеристикой. 

Как геометрическая интерпретация полученных результатов дается проективная 

классификация в комплексной области пучков плоских линий 3-го порядка . 

§ 1. Пучки с |1о/1о;кмт<\Т1>ноп характеристикой 

Возьмем регулярный пучок кубических тройничных форм над полем ком

плексных чисел 

/ / ' + / ^ / \ (1.1) 

где /, (л — переменные параметры, не обращающиеся одновременно в нуль, 

а формы 
3 3 

/ = X АакХ!х1хк, </> = X Викх^хк 
1,.1\к=\ 1\././с=1 

с соответствующими кубическими матрицами 

А = |! Аик\1 В= || Вик\\ (/,./-* = 1,2,3) 

образуют базис пучка. 

Если формы / и </ линейно зависимы, то характеристика пучка (1.1), как 

легко убедиться, есть [(111)]. Тогда все формы пучка являются попарно линейно 

зависимыми и представляемые ими плоские линии 3-го порядка совпадают. 

Их типы хорошо известны ( '). В дальнейшем мы предполагаем формы / и гр 

0) См. 1], стр. 184, 194, 195. 
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пучка (VI) линейно независимыми и характеристику пучка отличной от [0]. 
Тогда кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые полиномиальной 
матрицей ХА + /иВ пучка (VI), имеют наибольший общий делитель, зависящий 
от Я, (л, и следовательно существует по крайней мере одна пара значений Я, ц. 
при которых ранг г(Я, /л) (двумерный или трехмерный) этой матрицы меньше., 
чем 3. 

Возьмем две формы пучка (VI) 

Л = Ь\1+ И1<Р> <Й1 = ^1 + №, 

где Ли/л1 представляет ту пару значений Я,//, при которых г(Х,^) < 3, а другая 

Я2 ц2 j 
пара Я2,/г2 значений Я, /и выбрана так, чтобы 

Принимая эти формы за базис, мы можем представить пучок (1.1) в виде 

Д/1 + №1- (1-2) 

Подвергнем матрицу пучка (1.2) постоянным симметрическим элементарным 
преобразованиям, приводящим матрицу формы /, к каноническому виду. 
соответствующему каноническому виду Г формы/,. Получим тогда проектпвно 
эквивалентный пучку (1.2) регулярный пучок вида 

АГ + р.Ф, (1.3) 

где Сбудет одной из трех канонических форм 

3 , 3 -л 2 3 

Х1 + Х2, 3 ^ x 2 , Х1. 

В соответствии с этим различаем три случая при установлении канонических 
видов пучка (1.3), надлежащим образом преобразовывая матрицу этого пучки 
и меняя его базис. 

§ 2. Случаи I, когда р = х\ + х\ 

Пусть ^ = || ^ \ д 11 (/,./, А: = 1,2,3) есть матрица формы Ф пучка (1.3). 
Рассмотрим два варианта в зависимости от того, будет ли элемент ^ 3 3 з 
матрицы 33 отличным от нуля или ^ 3 3 3 = 0. 

Вариант V ^ 3 3 3 Ф 0. 

Тогда получаем канонический пучок 

Хх\ + (Я + Ь^)х\ + рх\ (2.1) 

с характеристикой [111] при/3 + 0 и [(11) ЦприЬ = 0, а также канонические пучки 

Х(ах\ + Зх,х2

2) + (Я + 1щ) х\ + р(Ърх\х3 + ^ ) (2.2) 

(где а Ф 0, р Ф 0), 
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Злх2х2 + (Я + Ьр)х\ + ц(Ърх\хъ + -т3) (2.3) 

(где р Ф 0), 

Хх\ + (Я + Ьр) .т2

3 + /1(3x^3 + сх\) (2.4) 

(где г Ф 0), 

Я.т3 + (Я + /7/0x2 + //(3/2.\̂ л-2 + Ъ1ххх
2

2 + *з) (2.5) 

/ 3- к3 

где к Ф 0, / Ф О, Ь = — 
/?/ 

имеющие характеристику [11], и канонический пучок 

Я.У3 + (Я + Л/0 Л*2 + //(3/̂ x1x2 + 3^x1X3+ 3/Х1Л
,2 + 6^x^2x3 + 3/7x2x3 + Л"з) (2-6) 

(где //, к, /, ///, /; не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [1]. 

Относительные инварианты ручка (2.1) при всех значениях Я,// имеют вид 

5(Я, //) = О, Т(Я, /0 = -Я2/*2(Я + Ьр)2. 

Следовательно, если Ь Ф 0, то абсолютный инвариант ДЯ, р) = 0/0 при/г = 0, 
а также при Я = 0 и при Я = — /3/г, причем во всех трех случаях /(Я, р) = 2. 
/С(; / 0 = 2; при остальных значениях Я,/г имеем 1(Х, р) = — 1. Если же Ь = 0, 
ю /(Я,//) = 0/0 при /г = 0 (тогда г(Х, р) = 2, гС(я,^) = 2) и при Я = 0 (тогда 
/•(Я,//) = 1); при Я Ф 0, р Ф 0 имеем 1(к, р) = — 1. 

Для пучка (2.2) находим 

$ и , //) = 4а/;Я2//2, Г(Я, р) = -а[(а + 4) Я2 + 2аЪХр + а(Ь2 +4/?3) /I2] Я2/*2, 

откуда следует, что ДЯ, /г) = 0/0 при р, = 0 

2 (а Ф - 4 ) ' 
тогда г(Я,/0 = 2, гси.ц) 1 (a = - 4 ) 

и при Я = 0 (тогда г(А,/*) = 2, / С ( / 1 д ) = | ] ( / ? 2 + ^ 3 * 0 ) \ При Я ф 0, 

// Ф 0 имеем 

64ар3Х2р2 - [(а + 4)Я2 + 2аЬЯ/х + ^ ( Ь 2 + 4р3)) р2^_ 

"' " [(а + 4) Я2 + 2аЬХр + а(Ь2 + 4р3) р2~\2 

Тогда, если Ь2 + 4/;3 Ф 0 и а Ф — 4, то ДЯ, //) = со при одном или при двух 
значениях XIр в зависимости от того, будет ли д = Ь2 + (а + 4) /?3 равным 
или не равным нулю; кроме того, ДЯ, р) = 0 при четырех значениях Х/р (тогда 

}'^(А,Ц) = 4), при остальных же значениях Х/р абсолютный инвариант равен 
/4(Я,/г), где 1А(Х, р) — значения абсолютного инварианта, отличные от 0/0, 0, 
со, - 1. Если Ъ2 + 4/;3 ф 0 и а = —4 или Ь2 + 4р3 = 0 и а Ф - 4 , то ДЯ, /и) = сю 
тлько при Ъ Ф 0 и при одном лишь значении Х//л; кроме того, 1(Х, р) = 0 при 
двух значениях Я/// (тогда гй(Я, . 0 = 4), при остальных же значениях Я/// имеем 
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1А(л,/и). Если Ь2 + 4р3 = 0 и а = - 4 , то 1(л,/и) = 0, причем гЦ(Д.,„ == 4 при 

всех значениях Л//*, кроме одного из них, когда /'0(Л,,„ = 2. 

Для пучка (2.3) получаем 

5(Я, /О = -4/м2/!2, Т(Я, /.) = -4;.3/.2(Я + /»/«). 

Следовательно, /(/,//) = 0/0 при /л = 0 (тогда ;(Я,//) = 2, г ( | Л ;1) = 2) и при 

Я = 0 Ггогда г(?„/л) = 2, г ш . , ( ) = | ^ | ] ' 2

 + ^ 3 = ? ) • Если Я + 0. ," Ф 0, ю 

/(л,/|) = - 4 ^ - + 1 я ^ 2 . 
(Я + № ) 2 

Тогда 1(Я, /и) = оо при одном значении Я///, ДЯ, /г) = 0 при одном (I?2 4- 4/?3 = 0) 

или при двух (Ь2 4- 4/;3 Ф 0) значениях Я///, причем в обоих случаях Г$(Х>Ц) = 4; 

при остальных значениях Я//г имеем 1А(Х,[л). 

Для пучка (2.4) при всех значениях Я,// имеем 

5(Я, /г) = 0, Т(Я, /0 = - ф ( Я 4- Ь/1)1 ф 4/л2] Я2/Л 

Отсюда следует, что ДЯ,/г) = 0/0 при// = 0 (тогдаг(Я,/<) = 2, г С ( Я л 0 = 2) а также при 

- Л / - Г 2 (Ь2с Ф 4 Ф 0 ) \ . / , 2 \ 
Л = О^тотда . , , , = 2, гС(^} = | 1 ( / Д + 4 ___ о ) ^ и при / = ^-Ь ± ^ , ф 

Ф 0 (тогда г(Я,/г) = 3, гС(Хц) = 5 при одном (Ь2с + 4 = 0) или при двух (Ь2с ф 

-I- 4 Ф 0) значениях Я//*). При остальных значениях Я,/̂  получаем ДЯ, /и) = — V 

Для пучка (2.5) при всех значениях Я,// находим 5*(Я,//) = 0, 

•0--W T(À, Џ) = -Џ

2[X - ^L- џ) \ }} + 2±- Xџ + - L (Ѓ - 4h3) /Г 

Следовательно, ДЯ,//) = 0/0 при /г = 0 (тогда г(Я, //) = 2, гС(ХщЦ) = 2), а также 

при Я = ///I2// (тогда г(Я, //) = 3, гС(я,Д) = 4) и при Я = -(12/к ± 2^Н1) /и (тогда 

г (Л, /и) = 3, >с(я,/<) == ^ Е Р И Двух значениях Я//г, если 6 Ф 0; если же Ь = 0, то при 

одном значении Я//г будет г(Я,//) = 3, гс(Х>Г1) = 5, а при другом — г(Я, ц) = 2, 

#*С(Л>..) = 2). При остальных значениях Я,/и получаем ДЯ,/и) = — 1. 

Наконец, для пучка (2.6) имеем 

5(Я, я> = -4//2(Я2 + 1>(2)(Я, /г)), Г(Я, л) = -/!2(Я4 + Р(4)(Я, //)), 

где /^'(Я,//) — форма степени а от Я,//, не содержащая Я*. Поэтому, если 

/л = 0, то ДЯ,//) = 0/0 (тогда /-(Я,//) = 2, /'са,/., = 2). Если же // Ф 0. то 

Ш , А = _ 6 4 / (

2 ( Я 2 + Р ( ^ ) ) 3 + ( Я 4 + ! ,

(

, ^ > ) 2 

и "" ( Я 4 + Р , ( 1 \ „ ) 2 

(тогда г (А, /и) = 3). 
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Обозначая через Л ^ , ^ , , ^ , числа различных значений отношения 
///г (и Ф 0), при которых /(Я,/г) обращается соответственно в 0/0, 0, сю, - V 
а через N' — число различных значений этого отношения, при которых аб
солютный инвариант равен /л{л,/и), мы находим, что /V _̂  2, N0 ^ 8 — /V. 

/\!у <; 4 - N N.. ^ 2 - V, ^ = со. 

Вариант 2. У33зз = 0-

При этом возможны следующие предположения, 
а) Оба элемента ^ 1 3з- ^2зз отличны от нуля. 
Тогда приходим к каноническим пучкам 

Л(дг3 + З/л^.т2 + л-3) + 3//.г2.г
2 (2.7) 

(где 0 Ф /3 Ф - 1/4), 

Я(.у3 + Ъххх\) + ц(Ьх\ + 3x2x3), (2.8) 

У/,х\х2 + (Я + Ь_и) х\ + Ъцх2х\, (2.9) 

обладающим характеристикой [11] и к каноническому пучку 

/л-3 + (Я + Ь1и)х\ + 3,и{\\х2

хх2 + Агх'2.г3 + /лг-д̂  + пххх\ + * 2;с|) (2.10) 

(где п Ф 0) с характеристикой [1]. 

Для пучка (2.7) находим 

5 = -4/Я2/!2, Т= -4Я3/!3. 

Отсюда следует, что /(Я,//) = 0/0 при /и = 0 (тогда г(Я,/^) =_ 2, гС(Я = 2) 
и при Я = 0 (тогда г(Я,//) = 2, гсгд>/ | ) = 1); при Я + 0, // + о имеем 1л(Я, //). 

Для пучка (2.8) получаем 

5(1.11) = -4Я2//2, Т(Кц) = -4/?Я2/Л 

I потому 1(А,/и) = 0/0 при // = 0 (тогда /'(Я,//) = 2, гС(Я ^ _= 2) и при Я = 0 

югда /•(/,/*) = 2. гС(Я,ю = <! = 0 | . Если Я + 0, /г + 0, т о 

1Г 4 Я 2 + Ь 2 / ! 2 

1 ( л ' " ) = - . V ' 

В )юм случае, если Ь + 0, то ДЯ, //) = 0 при двух значениях Я//л (тогда 
г^х.ц) = 4). а при остальных значениях Я//г имеем ^(Я,/л); е с л и ж е /7 = о ю 
/(Я,//) = со при любых значениях Я,//, отличных от нуля. 

Для пучка (2.9) имеем 

5(Я, /0 = 4Я2//2, ДА, //) = -8Я3/г\ 

Следова1ельно, /(Я,//) = 0/0 при // = 0 (тогда г(л,/и) = 2, ,. _ = 2) и при 
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1 = 0 (тогда г(Х,ц) = 2, гси „, = | ( = 0 ) . Если / ф 0. /, ф 0. то 

7(2, /и) = 0, причем, если Ь Ф 0, то 

_ (2 (ЯФ - 6 ^ ) 

'««•*>-}о (я = - а д ' 
если же Ь = 0, то /^(Я ц) = 2. 

Наконец, для пучка (2.10) находим: 

5(Я, /0 = 4/ДяЯ2 + />(2)(Я, /0), ДЯ, /0 = -4//3[(1 + п3) Я3 + />,3)(/, /.)], 

Д(Я,/0 = -16//6[(1 - п3))ь + Р(6)(Я,/0]. 

Отсюда видим, что 5(Я, //) ф 0 и невозможно, чтобы одновременно Т(Я, //) = 0 
аЯ(А,/и) = 0. Кроме того, если (л = 0,то^Я,/г) = 0/0 (тогда г(Я,//) = 2,/С ( ;, и) = 
= 2); при // Ф 0 (тогда г(Х, /и) = 3) имеем: 

1. если Т(?Ч11) ф 0, ЖЯ,/*) ф 0, то N __ 2, N0 <; 6 - N Nх <; 3 - N. N . <; 

5_ 2 - N Ы' = со; 

2. если Т(Я,//) 0, то N __ 2, N0 = 0, /Ух = сю, N.., = 0, N = 0; 

3. если Я(?1,11) ~= 0, то N = V N0 = оо, Ы„ = 0, N_1 = 0, Л" = 0. 

13) Только один из элементов ^ 1 3 з ^ ^2зз отличен от нуля. 
Тогда получаем канонические пучки 

Дл_ + (Я + Ь/л) х\ + Зцх2х\ (2.Щ 

с характеристикой [11] и 

),х\ + (Я -Ь 6/0x2 + Ъц(кх{х2 + ^ 1 x 3 + /л̂ .Гз + Л-2.У
20 (2.12) 

(где /?, /:, / не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [1]. 
Для пучка (2.11) при всех значениях Я, /л находим 5(Я,/л) = 0, Г(Я, /_) = 

= - 4Я2//3(Я + _уг), а потому 1(1, /л) = 0/0 при// = 0 (тогда г(Х, р) = 2, /С ( ; = 

= 2), а также при Я = 0 /тогда г(Д,/*) = 2, гС(; /П = < ^ __ 0 ) и при Я = 

— 1?//, если Ь Ф 0 (тогда г(Я,//) = 3, /'си,*., = 5). 

При остальных значениях Я, /( имеем I(Я, /0 = — 1. 
Для пучка (2.12) получаем 

5(Я,/0 = -^3[(к2 + /)Я + (/^2 - //2)//], Г(Я,//) = -4//3(Я3+Р ( 3 '(Я.//)). 

Д(Я,/0 = -16//6(Я6 + Р (6)(Я,/0). 

Следовательно, если /л = 0, то Д/,//) = 0/0 (тогда /*(/,//) == 2. /С ( ; = 2): 
при // + 0 (тогда г(Д, //) = 3) имеем 

1. если 5(4,//) ф 0, то N __ 1, N0 ^ 6 - N N, __ 3 - N. N. , = 1 - N. 
N' = со; 
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2. если 5(2.,/а) = 0, го N ^ 3, Л 0̂ = О, /V, = О, /У_. = сю, # ' = 0. 

у) Оба элемента \н,зз^ *2зз Равны нулю. 

Тогда получаем канонические пучки 

Я.т3 + (Я + М * 2 + 3/г(^2л-3 -г 2тх1х2х3 + рх\хъ) (2.13) 

(где кр ф />г) с характеристикой [2], 

Х(х\ + Ъ1хлх
2

2 + Ьх\) + Зфх\х2 + х\хъ) (2.14) 

(где /, Ь не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [2], если 
Л * 0 и [21], если А = 0, 

1х\ + Зц(кх1х2 + х\хъ) (2.15) 

с характеристикой [(И)], если // ф 0, и [(11) 1], если к = 0, 

Л(3л-2.х2 - Ъ1ххх\ + 12х\) + /д>3 + 3x^x3) (2.16) 

(где / ф 0) с характеристикой [2], 

/(Здг2л-2 + х\) + 3[лх\х3 (2.17) 
с характеристикой [21]. 

Для пучка (2.13) находим 

5(Я, и) = 4("*2 - М2/Л Д ^ Я) = &(ш2 - М V -

Отсюда видим, что /(Я,/г) = 0/0 при // = 0 (тогда г(Л, //) = 2, гС(Я д ) = 2) 
и 1(Я, //) = 0 при // Ф 0 (тогда г ш ; ^ = 0, если Ь = 0, Я = 0; Гщя / 0 = 4 в противном 
случае). 

Для пучков (2.14) и (2.15) имеем ДЯ, /и) ~ 0/0. При этом, если Я Ф 0, /и Ф 0, 
го г (Л,/и) = 3, /*Са.,о = ^' а если Я = 0., то г (Л,/и) = 3, гСа,/о = 4 при /г Ф 0 
и г (л,/и) = 2, гС(Л<<|) -= 1 при /г = 0; если же /г = 0, то для пучка (2.14) имеем 

r(Ъџ) - 2, rC(Яł/ł) - ^ 2 з 
2 (I?2 + 4/3 Ф 0) 

1 (Ь2 + 4/3 = 0), 

а для пучка (2.15) г(Х, /и) = 1. 

Для пучков (2.16) и (2.17) также 7(Я,/л) -=0/0, причем для пучка (2.16) г(Я,/г) = 3, 
Гс(я,/1) = ^ П Р И А* + 0 и г(Х, [л) = 2, гС(А / 0 = 2 при /л = 0, а для пучка (2.17) 
г(Я,//) = 3, гС(; / 0 = 4 при Я Ф 0, /л Ф 0 и г(?^/и) = 2, гС ( ; / 0 = 2 при /г = 0 или 
г(Я,//) = 2, гС(; / 0 = 1 при Я = 0. 

§ 3. Случай (Г, когда Г = ЗЛГ2Л*2 

Как и раньше, рассматриваем два варианта. 

Вариант 1. ^ З з з + 0-
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Тогда приходим к каноническим пучкам 

к(х\ + Ъх\х2) + Зрх2х1 (3.1) 

Л(дг_ + 3*_*2) + р(Ьх\ + л-3) (3.2) 

(где Ь Ф 0) с характеристикой [11] и к каноническому пучку 

3^x1x2 + //(0x1 + /3x2 + х\ + 3^x1x3 + 31x1x2 + 6тХхХ2Х5 + 3/7x2x3) (3-3) 

(где Ь91,т,р не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [1]. 
Для пучка (3.1) находим 

5(Л, р) = 4/2/Л Т(/, /0 = -8/3/г\ 

Следовательно, /(Я,р) = 0/0 при// = 0 и при Я = 0 (в обоих случаях г(/, р) = 2. 
'с(А,Д) = О. Если Я + 0, р ф 0, то ЯЯ,//,) = 0 (тогда га-(Я / 0 = 4). 

Для пучка (3.2) при всех значениях Я,// получаем 

5*(Я, р) = 0, Г(Я, //) = -Ь)2ръ(4л + /?//), 

а потому 1(Л,р) = 0/0 при р = 0 (тогда г(/, //) = 2, гС ( Я / г ) = 1), а также при 
/ = 0 (тогда г(Х,р) = 2, гС(;1>/0 = 2) и при Я = - ^/>// (тогда г(Л, //) = 3, 
гс(л.ц) = 5). При остальных значениях Я, /* будет 1(л, р) = — 1. 

Для пучка (3.3) имеем 

5(/,/х) = 4/;2[-/?Я2 + (6Аг + 1т)Я// + (/V2/?2 - /V/2 + я//; - я/>_. - 2кпгр + /и4)/г]. 

Т(/, р) = М3[6Я3 + 3(/2 - 4т2р - Шр2) )}р + Я ( 2 ,(/. /,)]. 

Д(Я, /0 = -р ь[(Ь 2 + 64/73) Я6 + Я,6)(Я, //)], 

откуда заключаем, что тождества 5(л, //) 0 и Т(Я, //) - 0 не могут одно

временно иметь место. Кроме того, если// = 0, то /(Я,//) = 0/0 (тогда г(/,//) = 

= 2, /с(я,д) = 0; П Р И /' Ф 0 (тогда /(Я,//) = 3) имеем: 

1. если 5(Я,//) ф 0, Т(Ки) ф 0, Д(Я,//) ф 0, то N __ 2, ^ <_ 6 - N. N, ^ 

__ 3 — /V, 7У__ __ 2 — N ^ = со.; 

2. если 8(1, р) 0, то /V _ 3, ,У0 = 0, N ̂  = 0, N., = оо, N' = 0: 

3. если Т(А,р) 0, то /V „ 2, N0 = 0, Ы.г = со, N.. = 0, N = (): 

4. если К(А,р) 0, то N = 1, N0 = со, IV, = 0. N.. = 0, N = 0. 

Вариант 2. « З зз = 0-

При этом возможны следующие предположения. 

а) «2зз * 0 
Тогда получаем канонические пучки 

ЗЯx2x2 + 3/LV2x
2 (3.4) 

с характеристикой [II] и 
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Злх\х2 + /л(ах{ + Ьх\ + 3^x1x3 + 31x^x1 + Ъпххх\ + 3x2x3) (3.5) 

(где а, кц /, п не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [1]. 

Для пучка (3.4) находим 

5(Я, //) = 4Я2//2, Г(Я, //) = -8Я3//3. 

Следвательно, /(^-/-0 = 0/0 при// = 0 и при Я = 0 (в обоих случаях г(Я,//) = 2, 
'с<л,/о з = П. Если Я Ф 0, // Ф 0, то 1(1, р) = 0, причем г^(Я / 0 = 0. 

Для пучка (3.5) имеем 

5(А, /I) = 4/12(Я2 + Р(2)(Я, //)), Г(Я, //) = -8//3(Я3 + />(3)(Я, //)), 

Д(Я, /*) = /г7[192л(/>// - 21) Я5 + Р(5)(Я, //)]. 

Поэтому, если // = 0, то /(Я, /г) = 0/0 (тогда г(л, р) = 2, гс(Я (/) = Г). При // ф 0 

(тогда /•(/,/0 == 3) имеем: 

1. если Я(Я,//) Ф 0, то N = 2, N0 _; 5 - ^ N. _̂  3 - N N_x й2 - N, 
/V = со; 

2. если Д(А,/г) 0, то N = 1, N0 = сю, # ю = 0, N.. = 0, N/ = 0. 

/0 ^ 2 3 3 = 0. 

Если при этом -̂ 133 Ф ^, т о п Р и х о д и м к каноническим пучкам 

ЗЯл'2л'2 + Зрх2

2х3 (3.6) 

с характеристикой [21] и 

Злх]х2 + ц(ах\ + Ьх\ + 3/Л--Л-2 + 3x^3 + 3/?л'2л'3) (3.7) 

(где /?, /, р не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [1]. 
Для пучка (3.6) /(Я,//) ~ 0/0, причем 

Г 3 (Я ф 0, р ф 0) 
/ ( 1 , / У ) { 2 (Я = 0 или // = О)4 

= Г 4 (Я ф 0, р Ф 0) 
/ с ( Я- / , ) [ 1 (Я = 0 или // = 0)* 

Для пучка (3.7) имеем 

8(Я,//) = -4//3[/ЗЯ + (а/;2 - /2)//], 

Дл//) = //4[27/;2Я2 + \2Ыкр - 4(я/?2 - бя//;2 + 2/3) /<2], 

/?(/,/0 = -//[729/Я 4 + 8(81//;2 + 8/>2)/м3// + />(3)(Я, //)]. 

Отсюда видим, что тождества 5"(Я, //) , 0 и Г(Я,//) 0 не могут одновременно 
иметь место. Кроме того, если// = 0, то/(Л,/г) = 0/0 (тогда г(Я,//) = 2, гС(Я „} = 
= 1). При р Ф 0 (тогда г(Я, //) = 3) имеем: 

1. если 5(Л,/г) ф 0, Г(/,//) ф 0, 7?(Я,//) ф 0, то /V _ 1, !У0 _ 4 - /V, /V, _ 

.̂  2 ~ N. N-1. = ! - Л ^ ' = ^ ^ 
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2. если 5(Я, / * ) - 0 , т о ^ = 0 , / ) ф О и /(Я, /г) = О/О при N ^ 2 значениях Я///, 
а при остальных значениях Х/р б у д е т / ^ „ ) _ _ ] • 

3. если Т(Я, /г) - 0, то р = 0, / = о, а = 0, /3 Ф 0 и /(Я, /и) = 0/0 при Я = О 
(тогда гС{Х ^ = 5), а при Я Ф 0 б у д е т щ^) - оо. 

4. если ДЯ, /г) ^ 0, то Ь = 0, р -=- о, / ф 0 и при всех значениях 1/р имеем 

ДЯ,/г) = 0, причем г̂  я = ^ а ф ) 
( и (а = 0) 

При ^ 1 3 3 = 0, если ^ 1 2 3 и ц ^ 2 2 3 неравны одновременно нулю, получаем 
канонические пучки 

(а'1 + ар)х\ + УАХ]Х2 + Ър(х\хъ + л^л-3) (3.8) 

(где « Ф О либо « = а' = 0), 

ЗЯ^.г2 + ц(х\ + 3x2x3), (3.9) 

ЗЯx12x2 + Ф-\'31 + ^ 2 + 6Л-,Л-2Л-3), (3.10) 

обладающие характеристикой [2]. 
Для пучка (3.8) имеем 

5(Л,1г) = V , Т(Я,/0 = -8/Л 

Следовательно, ДЯ,/г) = 0/0 при// = 0 (тогда г(Х, /и) = 2, гси ц) = 1)и/(Я,/г) = О 
при р Ф 0, причем, если а Ф 0, то 

_ (2 (при одном (а = + 3/) или при двух (а Ф + 3/) значениях 1/р) 
&<Л,/0 | 4 (при остальных значениях Я//*) 

и если а = а' = 0, то 

_ | 4 (Я ф 0) 
'«(*.„>- | 0 ( Я = 0)-

Для пучка (3.9) 1(1, р) = 0/0, причем 

п л [ 3 (/I. ф 0) Г 5 (/̂  Ф 0) 

Для пучка (3.10) находим 

5(Я, /I) = 4//Л Т(Я, /г) = 8/Л 

а потому 1(Х,р) = 0/0 при р = 0 (тогда /-(Я,/*) = 2, гС(; ^ = 1) и /(Я,/г) = 0 при 
р Ф 0 (тогда % а ^ = 4). 

Если при 53 1 3 3 = 0 также Ф 1 2 3 — ^ ^из, = 0, го приходим к каноническим 
пучкам 

Я(3л+.т2 + Ьх\) + 1х(х\ + Ъх\хъ\ (3.1П 

ЗЯл^г2 + 3//(л-?х2 + х1х3)ч (3.12) 

имеющим характеристику [3] 
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Сз 

Для пучков (3.11), (3.12) Т(А, /л) ^ 0/0, причем г(Х,)л)= < 

| 5 (,и Ф 0) 

3 (jг Ф 0) 

(iл = 0) ' 

Гс(Я-/|) = ) 1 (и = 0) ДЛЯ ПуЧКа (ЗЛ ° И Гс(;^1) = ) 1 (С = 0) ДЛЯ ПуЧКа (3'12)' 

§ 7к Случай III, когда р = х\ 

Здесь различаем четыре варианта в зависимости от того, будет ли матрица 

» 0 = 
-^222 ® 2 2 3 | ™223 ^ 2 3 3 

® 2 2 3 ® 2 3 3 | ® 2 3 3 ^ З З З 

r 
y 
(./) 

->(*) 

входящая в состав матрицы $\ нулевой или приводящейся к одному из ка
нонических видов 

(*) 
1 0 | 0 0 
0 o i o 0 

мo 
Г 

ү 
l! (1) 

• ( 0 

мм (P) o Ч 1 ° i ! i 
o! o o || j , 

> ( / c ) 

(ľ) 

->(i) 

l 0 | 0 0 | , ->(*) 
0 ° ! ° ] I (j) 

Вариант V ^ 0 = 0. 

Если при этом 9313з + 0, то получаем канонический пучок 

ЪХ{х{х2 + х2

2хъ) + 1хх\ 

с характеристикой [(21)]. 

Для этого пучка ДЯ, /и) ™ 0/0, причем, если Я = 0, то г(Я,//) = 

Я Ф 0, то г(А,/г) = 3, гС(я д ) = 4. 

При ^ 1 3 з = 0 имеем канонический пучок 

ÁX\ + 6/Lv1A*2x3 

(4.1) 

а если 

(4.2) 

с характеристикой [(И)]. 

Для пучка (4.2) находим 

S(Я, џ) = 4/Д T(Я, џ) = 8/Д 

а по I ому при /г = 0 имеем ДЯ,/л) = 0/0 (тогда г(Я, //) = 1); если же /л Ф 0, 
2 (Я Ф 0) 
0 (Я = 0)' 

ю /(Я, и) = 0, причем % ( А > д ) = < 

Вариант 2. Э 0̂ приводится к каноническому виду (а). Тогда приходим к ка
ноническим пучкам 

(4.3) 

(4.4) 

kx\ + //(3hxix2 + 3x tx3 + * | ) , 

Я-х:? + /4x2 + Ъкх\хъ + бА-1.х-2̂ з)̂  

облацающим характеристикой [(11)], и к каноническому пучку 
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Я(xí + Зx;xз) + џx\ (4.5) 

с характеристикой [(21)]. 
Для пучка (4.3) находим 

5(/, II) = -4А/Л Т(Я, /0 = -4Я/А 

Следовательно, если /̂  = 0, то ДЯ,/л) = 0/0 (тогда /*(Я, //) = 1). Если же 

/* Ф 0, то /(Я,//) = - (4А3/г2 + )2)\12. Тогда, если А ф 0, го Я/,//) = оо при 

Я = 0 и ЯЯ,//) = 0 при Я= + 2\/—А3// (тогда /^(л,^, = 4); при остальных 

значениях Я, /л имеем IА{Ъ,{л). Если же А = 0, то /(Я,/г) = 0/0 при Я = 0 (тогда 

г(Я,/г) = 3, гС(Я?м) = 5) и /(Я,//) = - 1 при Я Ф 0. 

Для пучка (4.4) получаем 

5а, /0 = 4/Д Т{А, рО = 8/А 

Поэтому ДЯ, II) = 0/0 при /и = 0 (тогда г(Я, /л) = I) и /(Я, /и) = 0 при // Ф 0 
(тогда гС(Я> д ) = 4 если Я Ф (/с2/8) ц и /с ( А > д ) = 2 если Я = (/с2/8) //). 

Для пучка (4.5) 7(А, /и) ""0/0, при этом г (Я, /л) = 3. гС(Д>„, = 5, если Я Ф 0 
и г(Я,/I) = 1, если Я = 0. 

Вариант 3. ^ 0 приводится к каноническому виду (/5). Тогда получаем канони

ческие пучки 

АХ\ + Зц(кх1х2 + А:л'2.т3 + х,** + л'2-Т3), (4.6) 

ЯЛ'? + 3//(/2.Т2.Г2 + Л-2Л-3 + Л-2-Х'з), ( 4 . 7 > 

имеющие характеристику [(11)]. 
Для пучка (4.6) находим 

5(/, /0 = -4/гЧЯ - /с2//), Г(Я, /0 = /<5[12АЯ + (27А2 - 8к3) /*], 

/?(Я,/0 = -/|1)[64А3 - 48/с2Я2д + 648А2Ы//2 - 27/г2(16/с3 - 27А2)/г3]. 

Следовательно, если /л = 0, то /(Я,//,) = 0/0 (тогда /'(Я,//) = I). При // ф 0 

(тогда г(?1, /и) = 3) имеем: 

'(í(;../o~ ^ 
3 / . 2 

1. если 27Л' + 4 * ' * 0 , т о ,У=-0, УУ0= Я ( Л + 0 ) ' т о г д а '«"• , Л . ,. . 
1 2 (А = 0). тогда г ш , . „ = | Л (;_ = ^ 

2. если 27А2 + 4А3 = 0, но А и /: не равны одновременно нулю, ю N = 1 
(тогда г с и < / 0 = 5), N0 = 1 (тогда 1\1(?ц) = 4), N. = 0, N.. = 0. /V = сю; если 
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же // = к = 0. то N = 1 (тогда гС{К>1) = 4), Л^ = 0, N, = оо, /У_, = 0, N' = 0. 
Для пучка (4.7) имеем 

8(Х, ц) = 4/Л Г(Я,/<) = -8/Л 

а поIому /(/,//•) = 0/0, если /< = 0 (тогда /•(/,//) = I) и /(/,/«) = 0, если //. Ф 0 
/ Г4 (Я Ф ±3/7///) {4 (Я Ф 0) . . 

( , 0 , л а г«"-> == | 2 (Я = ± 3 % ) п р и У/ + ° и '«<-• = { о (я = о) п р и н = ° 
Вариант 71. ̂ 0 приводится к каноническому виду (у). Тогда имеем канони

ческий пучок 

Ял'1 + //(3/7.г2л-2 + 3/с\2л-3 + л*2 + Лз + 0тх1х2х3) (4.8) 

(где //, А, /// не могут одновременно равняться нулю) с характеристикой [(1 1)]. 

Для этого пучка находим 

5(Я, /л) = -4/г3[/иЯ - (т4 + кк) /4 

ГЦ, /0 = -/| 4[Я 2 - 20ш3Яд + А(къ + А3 + 9ккт2 - 2ш6) /г2], 

ЯЦ,/0 = - / Л / 4 + Г (4)Ц, /г)). 

Следовательно, если /л = 0, то /Ц,//) = 0/0 (тогда /*(/,//) = 1). При /л Ф 0 

(тогда /•(/,//) =: 3) имеем: 

1. если /// Ф 0 и к = к = 0, го N = 0. N0 = 2 причем 

Г 4 (Я = 0) 

2. если /;/ ф 0 и к, к не равны одновременно нулю, то 
/V _ 1, /У0 _ 4 - /V, ^ _ 2 - /V, /У^ = 1 - ]У, /V' = оо; 

3. если /// = 0, к Ф 0, к Ф 0, то N = 0, N0 = 4, ^ й 2, N., = 0, Ы' = оо; 

4. если т = 0, /7 = 0, к Ф 0 или ш = 0, /? Ф 0, /г = 0, то N = 2 (тогда гС(}ц) = 
= 5), N0 = 0, Л/х = 0, N.. = оо, N' = 0. 

<̂  Г). Категории и типы иучкон кубических тройничных форм над полем 
комплексных чисел 

Как видно из предыдущих параграфов, положительная характеристика 
пучка (1.1), базисом которого являются линейно независимые формы, можег 
быть одного из следующих девяти видов: [1 11], [(11) 1], [21], [(21)], [3], [2], [1 1], 

[(И)], [!]• 
Обьединяя в одну категорию регулярные пучки комплексных кубических 
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тройничных форм, имеющие одну и ту же характеристику, нахолим девягь 
категори и (8) такого рода пучков. 

Вместе с тем, в зависимости о! значений других инварианте, ни категории 
могут быть подразделены на типы, число которых равно 74. 

Результаты такой классификации и их геометрическая интерпретация при
ведены в таблице 1, где введены следующие обозначения для плоских линий 
3-го порядка: 

А — ангармонические линии. 

Е — эквиангармонические линии, 

Н — гармонические линии, 

0'п — нераспадающиеся линии с двои-
ной 104КОЙ, 

О —линии с двойными точками, 0'([ — совокупное! и конического се
чения и пересекающей его 
прямой. 

линии с двойными точками, 
у которых касательные в двой
ной точке различны 

О' — линии с двойной точкой, у ко
торых касательные в двойной 
точке совпадают 

I — тройки прямых, не пересекаю
щихся в одной ючке, 

О/, — нераспадающиеся линии с двой

ной 104КОЙ, 

I О'0 — совокупности конического се
чения и касательной к нему 
прямой. 

1 3 — (ройки различных прямых, пересекающихся в одной точке, 
Т 2 — тройки прямых., из которых две совпадаю!, 
Т г — тройки совпадающих прямых. 
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Texнoлoťuчccкuù 

uнcшuшyш, Kneв 

(8) Характеристика [(111)] исключена. 
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C L A S S I F I C A T I O N P R O J E C T J V E DES F A I S C E A U X D F S F O R M E S 

C U B I Q U E S T E R N A I R E S À C A R A C T É R I S T I Q U E P O S I T I V E 

Nikolai P. Soko îo f f 

Résumé 

Ce travail donne la classification projeetive des faisceaux réguliers des formes cubiques ternaires 
complexes a caractéristique positive arbitraire. Comme interprétation géométrique des résultats 
obtenus on donne la classiî'.cation projeetive des faisceaux des courbes planes de troisième ordre dans 
le domaine compk \e . 
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