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MATEMATTCKO-FYZIK.ÁLNY ČASOPIS SAV, 13. 4, 1963 

О ЛАРАХ Л И Н Е Й Ч А Т Ы Х ПОВЕРХНОСТЕН 

О Т О О Б У Р К А (ОЮ ОЬйгка), Брно 

1. Вкодоши* 

При апликациях метода подвижного репера на исследование многообразия 

ч а с т бывает необходимо считаться с одномерной системой реперов, которая 

является частью многомерной системы. Хорошим примером этого является 

напр. § 5 работы [1] Е. Т. И в л е в а , где рассматривается система нормальных 

реперов К а р т а на в точках асимптотической линии поверхности. Эта мысль 

можс1 получи 1ь широкое обобщение, которое прежде всего требует преды­

дущего сосдавления теории пар динейчат ых поверхностей еще более подробно, 

чем дает приведенная работа Е. Т. Ивлева. 

Абзацы 1 —7 предложенной работы являются статьей касающейся этого 

вопроса в н о м отношении. В них рассматриваются пары линейчатых поверх­

ностей в /̂ з (в линейчатом соотвегст вин), при этом сохранена общность аналити­

ческого аппарата, которая позволяет его добавочные канонизации от случая 

к случаю, смотря по характеру решаемого вопроса, такие, чтобы была сохра­

нена как можно большая симметрия. Э ю является самой большой разницей 

примененного метода в сравнении с работой [1] несмотря на решение некоторых 

сцецпал! пых вопросов. 

Не обращено внимание на случай, когда обе меразвертываюшиеся поверх-

нисш являю юч фокальными поверхностями конгруэнции \У К. Сегрс. Эти 

кош руэнцш! кроме К. С е г р е также исследовали Т с р р а ч и н и , Т о р и э р и ч щ 

1л о р о в , И вдев, у нас К л а н к а [2] и Го р а к [3]. 

В последнем восьмом абзаце данной работы исследуется специальный 

случай пары липейча 1ых поверхностей, г. е. случай лмнейчатой поверхности 

и из нес выведенной поверхности, которая называемся ее тангенциальной по­

верней: ! ыо. Для этой работы, узко связанной с пошмиями обобщенный 

п а р а м с ф Картана и девелопанта линейчатой поверхности, было необходимо 

п р и м е н и т м а г м а т и ч е с к и е средства, которые опираются на теорию лгней-

чап»1\ иоверхноелей в Ръ, которую составил Э. Чех. Было объяснено геометри­

ческое значение аналитических условий для обобщенного параметра Кар лига 

п обьяенена структура расположения касательных плоскостей поверхноедей 

спел емы обобщенных девелопант. 
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2. Квалпфлекнодальные точки и кривые пары линейчатых поверхностей 
« р . , 

Пусть будут Ах(и), А2(о) или А3(и), А^р) пары изменяемых ючек в ирос.ран-
стве Р3, описывающих при параметре у, изменяющемся в открытом проме­
жутке V е I, кривые С<, С2 или С 3 , С 4 . При этом символ А:(р) одновременно 
значит четверку однородных координат А\1)(и)< А\2\и)щ А|3)(г), /1|4)(*0 (или 
вектор) точки ЛДУ), так что хотя бы одна из этих координат не равнялась нулю 
для всех V е Т. При этом мы предполагаем существование и непрерывность 
всех, в дальнейшем появляюндихся, производных функций А\к)(1') во всех 
точках промежутка I. 

Пусть точки четверки А((о), (/ = 1, 2, 3, 4) не лежат в одной плоскости для 
всех V е I, гак что в этом промежут ке детерминант из координат 

О = [Ах(о\А2(1^А^),А^)] = 

Ai2V), 

A(,4V), 

A?\v), 

A(i\v). 

Al*\v). 

AÝXv). 

A<3
2\v). 

A3\v), 
A(ť(v). 

vx 
Ai2\v) 

ATUЛ 

(D 

является функцией параметра V, и он не равен нулю. 

Тогда можно точки А^п) считать вершинами подвижного репера. Каждую 

точку X пространства Р3 (постоянную или зависимую от параметра г) можно 

изобразить в форме линейной комбинации точек А'{(и), т. е. 

X = xlAx(v) + x2A2(v) + x3A3(v) + x4A4(v). (2) 

гдe X , x 
.2 -3 v 4 будут так наз. локальные координаты точки X по отношению 

к реперу А19 А2, А3, А4. 

Специально, производная точка А[(V) [т. е. точка с координатами А\1)'{г). 

А{2)'^), А\Ъ)'(Ь1), /4[4)/(^)] является тоже линейной комбинацией точек 

А\ = а\А{ + а\А2 + а\Аъ + а 4 Л 4 , 

Л 2 = а\Ах + а\А2 + а\Аъ + <г/2А4, 

/43 = аъАх + а3А2 + аъА3 + # 4 Л 4 , 

А\ = а\Ах + а\А2 + а\Аъ + # 4А 4, 

(3) 

или коротко 

A\ = a\A: (4) 

Коэффициенты а\ являются локальными координатами точки А\. Так как 

детерминант й в (1) не равен нулю, каждые две точки /4,(г), Ак(1'); (/, А = 1 

4, / Ф к) различны и их соединительная линия [А,-, Ак] при изменении параме.ра 
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г образует линейчатую поверхность Я!к9 также и оставшиеся две вершины А{9 Ат 

определяют образующую [Ах,Ат] линейчатой поверхности Я1т9 скрещиваю­
щейся с [А19Ак]. Одновременно параметром г дано соответствие между шестью 
прямыми [Л,, Ак]. Рассмотрим определитель 

(01к = [Л,., Ак, А'(щ А'к]. (5) 

СущееI вует отношение 

(о1к = [А19 Ак9 а\Аг + а?Ат, а1

кА1 + акАт] = 

= (а\ак - а"га[) .[А19Ак9А1ч Ат] = 

= *тт • <УА - а™а[

к) . ^9 (6) 

где }-:1к1т это знак перестановки гк1т чисел 1, 2, 3, 4. Условие со1к Ф 0, т. е. по от­

ношению к /3 Ф О 

а\ат

к - а?ак Ф 0 (7) 

показывает, что поверхность Я{к неразвертывающаяся. 
Специально неравенства 

юх2 = (а\а\ - а\а\)0 ф О, 

(оЪ4 = (а\а\ - а\а\) О ф 0 ( 8 ) 

представляют условия необходимые и достаточные для того, чтобы поверх­
ности /\12 и ЯЪ4 были неразвертывающиеся, что в дальнейшем будем пред-
полога I ь. 

К понятию 9л'вазифлекнодальнал точка'' прямолинейной образующей 
[А 1 , А2] или соовествующей прямой [А3, А4] поверхности Ях2 или ЯЪ4 приходит 
I:. Т. Ивлев в работе [1] в сущности так: 

Напишем условия для того, чтобы прямая 

ц = [}]А1 + л2А2ЛъАъ + /4/44], (9) 

I . е . 

с] = кхкъ[Ах< Аъ] + АХ/^[АХ9 А4] + )ЛЪ[А2, Аъ] + / 2 Я 4 И 2 , А4] (10) 

была шщиденгной не только с прямой [Ах, А2] или [Аъ, /44], но и с прямолиней­
ной образующей с ней смежной на Я12 или /?34-

Если введем обыкновенное сокращение 

И,-, Ак] = [*], (11) 

[/*]' = (а\ + ак

к) [гк] + а\[]к] + а&Я (12) 

(/ ф А, по /', к не суммировать!). ' 
Специально 
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[I 2]' = (а] + а\) [1 2] - а\[2 3] - а\[2 4] + а\[\ 3] + г4[1 41. 

[3 4]' = (а\ + а%) [3 4] + а\[\ 4] + «5[2 4] - а\[\ 3] - «1[2 3]. ( 1 3 > 

Если обозначим р. ц скалярное произведение Плюккера, образованное из 
координат ра, д!к. будет прямая ^ выполнять условия 

с,.[\ 2] '= О, 

С.[3 4 Г = 0 . { 1 4 ) 

из них получаются уровнения 

а\Х{Хт1 — а\/лАх + <7оЯ-.Я., — а\/^к± = О, 
- , ' ?, \ ,~ ," 1 ,~ . (15) 

" з Я ^ з + ^4/-1л4 — ^ з Я 2 Я 3 — «4Я2Я4 = 0. 

Из этих уравнений исключением о. ношения Я3 : Я4 или Я, : Я2 иолучае.ся 

/ 3 2 . 4 2 X . 2 , 7 3 2 , 4 2 3 1 4 U 
л,л 1/-2 

/• • .3 1 , 4 í ч - 2 п 

(C/9O3 + a
2aĄ) /-2 = U 

( 1 6 ) 

(а\а\ + «3̂ 2) Яз + (а\а\ + #
2
~4

 — а \ а \ ~ а2аъ) ^У^А ~~ 

/ 3 1 , 3 2\ 2̂ п 

— (а{а4 + <72~4)л4 = 0. 

Вообще каждое из квадратных уравнений дает две величины пропорций 
1Х : Я2 или Я3 : Я4 и следовательно пару точек л{Л{ + /2^2.. Я3А3 + Я4А4 на 
[.4., /42] или [Л3, >44]. При этом любое из уравнений (15) присоеднняел к себе 
корни уравнений (16) так, чтобы соединяющие прямые (9) соответствующих 
точек по (16) были искомые поперечники ^{,^2. Эти соответствующие ючки 
являются точками квазифлекиодальиыми. ими описанные кривые (при пере­
мен ом V е /) являются квазифлекнодальными кривыми поверхности /?12 или 
Я34. Прямые ~1ч ^2 назовем квазифлекнодальными касательными пары по­
верхностей /?1 2, /?3 4 (вообще — в отличие от флекнодальных касательных — 
они не являются асимптотическими касательными, а также касательными 
квазифлекнодальных кривых). 

Квазифлекнодальные касательные ^{, ^2 не будут определены, если матрица 
коэффициентов уравнений (15) 

4- .3 4 3 
ax —O j a2 —a2 

2 2 1 i 
~ 3 O4 — tf3 — O4 

( 1 7 ) 

имеет ранг 1, г. е., если удовлетворена система уравнений 

а 1#4 — а\а\ = 0, а г ^ — а\а\ = 0, 
З , . 2 , 4 a\a\ + OtO4 = 0, a\a\ + -^i = 0, (18) 

a\a\ + ̂ ^4 = 0, a\a\ + O^ = 0, 
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ч'к> являемся необходимыми и достаточными условиями, чтобы / ? 1 2 , Л34 были 

фокальными поверхностями конгруэнции \У К . Сегре, Так как этот случай 

мы вначале исключили, предположим, что не все уравнения системы (18) вы­

полнены. 

Для упрощения дальше предположим, что ни одно из обоих уравнений (16) 

не имеет двухкратного корня. И тогда существуют две разные квазифлекно-

:а льные точки на [Ах, А2] и на [А3. АА] и предположим, что это именно точки 

Л]ЩЛ2 или А 3 , А4С) и и м е н н о лак, что ^} = [АХ,У43], С/2 — [А2, А^\. Т о г д а 

действительны последние четыре уравнения системы (18) и неравенства 

3 2 , 4 2 3 1 4 1 , 0 
ű2a3 + a2ű4 ~ a\aЛ — O1O4 + 0, 

4 1 , 4 2 3 1 3 2 ,
 A OiO4 + a2ű4- — alaì, — a2üЪ + .̂ 

ÍІ9) 

Из )1и\ последних четырех уравнений (18) выходи I 

3 1 

axa3 

4 2 4 1 3 2 
O2#4 = ala4 — a2aó 0, 

ч'ю однако противоречит неравенствам (19). Из этого вытекает, что эти четыре 

уравнения (18) обязательно выполнены гак что 

4 3 2 1 
aү = a2 —- Oз r = a4-

0 

или 

0 (для /", k = 1, 2, 3,4; i + k = 5). 

(20) 

(21) 

В результате уравнений (20) неравенства (19) редуцируются в одно 

a\a\ — O2O4 + 0. (22) 

В системе уравнений (3) проявляется по (20) произведенный выбор вершин 

подвижного репера таким способом, что элементы второстепенной диагонали 

( ! ) Четырехугольник А1А2А3А4, для краткости называем квазифлекнолальным четырех­

угольником пары поверхностей К{2, Я34- и л и ^13> ^ 2 4 -
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в квадратной матрице коэффициентов а\ правых сторон уравнений (3) равны 
нулю. 

Из этого предположения легко докажем, что не только с/{ = [1 3], с[2 = [2 4] 
являются квазифлекподальпыми касательными пары поверхностей В[2 и /?3 4, 
но также прямые ^3 = [1 2], ^4 = [3 4] являются квазифлекнодальными ка­
сательными пары Яхз, К24. Действительно, гак как прямые [1 2] и [1 3] пере­
секаются в А1, то 

[1 2 ] . [1 3] = О, 

откуда найдем производную и получим 

[1 2]'.[! 3] + П 2].[1 3 ] ' = 0 . 

Первое из двух слагаемых равно нулю по определению квазифлекнодальной 
касательной ^ = [1 3]. Итак остается отношение [1 3]' . [1 2] = 0, которое 
доказывает, что прямая ^3 = [1 2] является квазифлекнодальной касательной 
пары поверхностей /?1 3, /\2 4, чего и требовалось доказать. То же действительно 
и для прямой ^4 = [3 4]. 

3. Двойственность реперов 

Если возьмем как всегда 

а1 = -[А2,А3,АД а 2 = [А^А^АД 

а3 = -[А1ьА2,А4], а4- = [А,, /V, А3]. 

го получим дифференцированием этих уравнений по (3) 

(23) 

а" = -а)а] (24) 

(/ = / = 1,2, 3, 4, сла!аегся по /' учитывая (20)). Также матрица коэффициенюв 
— а] правых сторон уравнений системы (24) состоит из элементов на смежной 
диагонали равных нулю. 

Тетраэдр а1 а2ос3ос4 коротко будем называть квазифлекнодальным тетра­
эдром пары поверхностей Я12, К34 или 7?13-, В24. 

У реперов первоначалного и двойственного можно значение аннулирования 
элементов диагоналей матрицы коэффициентов легко интерпретировать гео­
метрическим путем. Система уравнений (3), когда действительны уравнения 
(20), показывает, что касательная [А-п А\] квазифлекнодальной кривой С, 
пересекает ребро [/* к] (/ Ф /*, к Ф /', / Ф к, / + /' Ф 5, / + к Ф 5) в точке 

В{ = а]А I + а\Ак (без суммирования). (25) 

Также система (24) показывает (если действительны уравнения (20)), что 

характеристика стены а, двойственного репера, т. е. образующая прямая раз-
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ßl = a" + aìa' -= -a\a2 - al
3a\ 

ß2 = a2' 2 2 

+ ű2a = 
2 1 

= — ax(x - al<ŕ. 
ß3 = a 3 ' + aW -- 3 1 

= — a i (x — ű 4 a 4 , 

ß4 = a 4 ' + 4«4 = 4 2 
= — O2a - aW. 

вергывающейся поверхности(2) которую эта стена образует, или же прямая 
[а1, а"] находится тоже в плоскости 

/У = -аУ - ака\ (26) 

принадлежащей пучку с осью [х]\ аЛ], где для индексов /', /, к действительно то 

же, что в прошлом случае. Выходит, что 

Вх = А\ — а\Ал = а\А2 + а\Аъ, 

В2 = А'2 - а\А-у = а\Ах + а\А±, 
(27) 

Въ = Л 3 - ^ з ^ З = ^ 3 ^ 1 + «3^4* 

ДФ = ^ 4 — а\А± — а\А2 + 0 4 / - 3 , 

и 

(28) 

Наконец заметим, что ребра [А1, А4], [Л2, А3] подвижного репера не являются 
квазифлекнодальными касательными ни пары поверхностей 1?12, К34 ни пары 

# , 3 < # 2 4 ' 

Напишем еще символы Грассмана 1. для касательных квазифлекнодальных 

кривых С 1 , С 2 , С з , С 4 , описанных вершинами А1ч А2, А3, Л 4 и 2. для ха­

рактеристических прямых квазифлекнодальных развертывающихся поверх­

ностей у1, у2, у3, у4, которые огибаются стенами а1, а2, а3, а4. 

Тогда действительно 

[/.,,/.;] = И , , В,] =а\[\ 2] + а\[\ 3], 

[А2, А'2] = [А2. В2] = -а\[\ 2] + а\{2 4], 

И 3 , А'3] = И з , й3] = -*з[1 3] + а4[3 4]. 

И 4 , А\] = [АА, б4] = - а 4 [ 2 4] - а\[Ъ 4]. 

А также, введем ли для краткости символы (см. Е. Чех [8], стр. 72, уравнение 

(О) 

[1 2]* = [а,,а 2 ] = -[[А2, А,, А±] [А,, А,, А4]] = П[3 4], 

[1 3]* = ~П[2 4], [2 3]* - П[\ 4], 

[1 4]* - 0[2 3], [2 4]* = -/)[) 3], ( 3 0 ) 

[3 4]* = 0[\ 2], 

можно написать 

( ) В дальнейшем развертывающиеся поверхности образованные плоскостями у!{I------

1, 2, 3, 4) будем называть квазифлекнодальными. 
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[а1, а1'] = [а1./?1] = -а\[\ 2]* - а\[\ 3]* = 0[-а\[3 4] + а\[2 4]}, 

[а2, а2'] = [а2, />'2] = а][\ 2]* - а\[2 4]* = 0{я2[3 4] + а\[\ 3]}. 

[а3, а3'] = [а3. /?3] = «73[! 3]* - ^ [ 3 4]* = ,9{-..3[2 4] - а\[\ 2\\. Ш ) 

[а4, а4'] = [а4, /?*] = й*[2 4]* + «ДЗ 4]* = /){-«4[1 3] + ^ [ 1 2]). 

Из (29) и (31) видно, что каждая из прямых пары 

[А,,ВХ], [а4. П. [А2,В2], [а3./>'3]; [А3. В3], [а2, II2]; [А„ В,], [а1./,"] 

является линейной комбинацией пары прямых [1 2], [1 3] или [I 2], [2 4] ипл 
[1 3], [3 4] или [2 4], [3 4], принадлежащих к линейной конгруэнции Г с на­
правляющими прямыми [1 4], [2 3]., т. е. все эти восемь прямых принадлежат к Г. 

Напишем матрицу М\ М* коэффициентов правых сторон уравнений в систе­
мах (29) или (31), во второй после деления на фактор /), 

M 

MĄ 

1 a\ 
\-a\ 0 

0 
4 

a2 

0 

0 
0 -a\ 0 a%\ 
0 0 -al -aìl 

/ ° 0 1 a3 -al 
0 ) 

al 
0 

1 

a\ 
— ax 

\ a\ 

0 
4 

— rài 

3 

-a_ 
0 

0 

o/ 

(32) 

(33) 

Определитель матрицы /V/ имеет величину 

Л 3 1 4 2 2 4 1 3 /-.л. 

/1 = а_а2а3а4 — аха2аъа±. (34) 

определитель матрицы М* имеет величину — I. Из л о г о вытекае! теорема: 

Теорема 1. Четыре касателъны [А^А'^ к квазифлекнодальны.м кривым 
и четыре образующие прямые [а{, а\_ квазифлекнодальных развертывающихся 
поверхностей имеют всегда одновременно гиперболоидное положение, тогда 
и только тогда, когда / 1 = 0 . 

Заметим, что при этом прямая Их.Л'х] с прямой [а4, а '] образуют пару 
сопряженных касательных в точке А_ на поверхностях ЯХ2 и /? 1 3. А также 
в точке Л2 или Лъ или А4 это пара прямых [Л2, А2], [а3, а3'] или [А3, А3], [а2, а2'] 
или [/44,Л4], [а1, а 1 '], а именно на парах поверхностей /?12, ^ 2 4

 ИЛИ Я 1 3 , /х34 

или /?2 4, Я34. Это вытекает сразу из обстоятельства, что а1, а2, а3, а4 являются 
касательными плоскостями пар поверхностей в точках /44, Аъ% А2, Л. . 
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4. Изменения аналитического выражения 

Предположим, что вершины Ах^), А2(г), А$(ц)щ Л 4(У) подвижного репера 
заменим точками 

А; = ^ ( г М , , (35) 

1ак чю вершины репера геометрически остались без изменения. Предположим 
при н о м , что ^^(V)9 ( /= 1,2,3,4) являются функциями параметра V не рав­
няющегося нулю в интервале / и имеющие непрерывные производные всех 
порядков принятых во внимание. Таким образом 

А\ =(и\ + *>±-)А1 + ^ а\А, + ^ а*А, 
\ (1\ ! 02 ~ С?з 

(>-> ! / ? О ? \ — 0 7 л. 

.4 , = - — а\А . + ^2 + — - 1/4, + + - — «2>44 

' * ' 1 ^ " <* (36) 

OЗ + " — M.1 + — - t ì ' 3 ^ 4 

^4- „2 ,ï , f-U 3 V , / rA , ^4 
т 4 -= + --- а;А, + ---- <.4/. з + «4 + ----- /Ц 

С?2 " 03 " \ (?4 

Наирочив из преобразования параметра 

1> = /(+*) (37) 

получаю гея уравнения 

пpи чeм 

ЛÁP) = /(,[/!«'*)], (38) 

^ - ^ £-*-*• 

/=« ( 4 „ , 
dv* 

А} =/[а\А1 + яГА2 + а\Аъ ], 

Л 2 = / [ « 2 ^ 1 + ^2>-2 + # 2 ^ 

-̂ 3 =/[<*\А1 + ^ 3 + «5-44], 

/4 4 = / [ + # 4 ^ 2 + # 4 ^ 3 + # 4 ^ 4 ^ 

г. е. А{ = #*Л-4Л (суммируется по к). 
Из (36) — (41) вытекают уравнения преобразования для коэффицентов а\ 

а) при преобразованиях (35) 
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а\ = -^- а1- + (55е—- (без суммирования), (42) 
Ок ' ' Яг 

1 когда / = А, 
гдe ò ] = <̂  

4 0 когда /' ф к: 

б) при преобразовании (37) получим 

*л / к 
<*'1 = }<*Х- (43) 

Если одновременно изменим факторы однородности по (35) и параметр по 
(37), выходит 

Ax+a\^-A, + a\^-Ã, 
Qi " Qъ ' 

Ă2 = / 

Л3 = / 

A4 = /' 

. 1 Q* 7 

ai-~Al 
Q\ 

+ [a-2 +f-)A2 O4 

.з , Qъ 
+ (ÛЗ + — ) A З + « З І " / І 4 

(44) 

+ a\=-A7 + a\-^-Á\ +[a 
Ql 03 ' 

4 т 7Г ' ^ 

гaк чтo 

~*А / / Í ?І fc , cfc QІ (45) 

и предыдущую систему можно написать 

Из (45) видно, что произведение 

k i 
<*i • <*k (i + k, i + k Ф 5) 

(46) 

(47) 

не изменяется при изменениях фактора, между тем как при изменении Iшраме, ра 

(37) выходит по (43) 
*к *1 г 2 к I 

<Ч ак = . / <11 -Ок-

Если у, / оставшиеся два индекса, то дробь 

k i 

"±><h 
a) . a\ 

(48) 

является абсолютным инвариантом образа. Это действительно и для вы­
ражений 
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' * > (где / + к = / + / = 5; / + /с, / + к. / + /, у + / + 5). (48а) 
а-{ . а\ 

Мы видим, что I в (34) инвариантна по отношению к изменению фактора (35), 

при изменении параметра (37) умножается на /"4. 

Легко получается геометрическое значение абсолютного инварианта (48), где 

/' + к + 5,у + / + 5: 
Касательная плоскость поверхности Я(] в точке ^ прямой [А{, А3\ пересекает 

соо1 ветст венную прямую [Ак, А}] поверхности Кк1 в точке Л/, касательная 

плоское! ь которой пересекает прямую [А^А,] в точке N. Итак инвариант (48) 

сложное отношение проективитета ^ -> /V. 

Заметим еще, ч ю при преобразовании (35) для двойственного репера выходит 

по (23) 

а, = ~[А2, А^ А4] = —^2^з^Л/^2^А3,А4]^ т . е . а, = ^ 2 о 3 о 4 а , . 

Вообще, если ////являются любой перестановкой элементов 1, 2, 3, 4, получится 

*,- = ^к^^^^x^• ( 4 9 > 

Изменение п а р ш е ф а (37) оставляет плоскости а, и их координаты неизменен­

ными. 

5. Л о к а л ь н ы е координаты 

Для дальнейшего исследования будет уместно кроме локальных координат 

л 1 , л 2 , л 3 , .г4 точки X по отношению к реперу А19 А2, А3, А 4 [см. уравнение (2)] 

ввесш локальные координаты <?. , ^ 2 , ^ 3 , | 4 плоскости $ по отношению к ре­

перу а 1, а 2 , а 3 , а 4 уравнением 

ГС = С У + <^2а
2 + С 3а 3 + <^4а

4, (50) 

1 те V?, о п я ! ь являются функциями параметра V е 3. 

Точка X или плоскость I- геометрически неподвижна, если 

X' = а(р)Х (51) 

или 

С' = ФК, (52) 

1 де (г или т является любой функцией параметра V с непрерывными производ­

ными всех во внимание принятых рядов. Даже координаты точки А^или плос­

кости с являются постоянными, если отЧ') = 0 или т(и) = 0 действительно иден-

I ИЧНЫ В 3. 

В 1аком случае 

X' = х1'А} + л'/Г; (53) 
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(суммировать по / для / = 1,2, 3, 4) или 

? = № + С>'\ ( 5 4 ) 

что ведет по (3), (21), (51) к системе 

(55) 

x" = (a - OÌ) AЛ -a\x2 1 з 

x2' = -a\xx + (a -a2

2)x2 -a\x\ 
.v

3
' = -alx' + (a -aî)x* — ÜĄ.X , 

x4' = 4 2 

— a2x -*V + (o- -- at) x4, 

или по (24), (21), (51) к системе 

CІ = Я2Í1 + (T + ^2)C + 4 Í 4 ? 

Cз = ^ЗČI + (т + Я3K3 + ^ 4 , 

4'4 = +Я-ÎČ2 +^4ÍЗ +(T + O4)C4-

(56) 

Система (55) или (56) следовательно показывает, что точка X или плоскость ^ 
является геометрически постоянной и что действительны уравнения (51) или (52). 
Действительно 

$&' + 5л-с' = (о1 + т) Л\с. (57) 

(к Пары лпнепчпти^х поверхностей, кипшф;кчан)дальньш четырехугольник 

(тетраэдр) которых янллется полярным но отношению к ноетошшой 

1К>?;ер\поеп. второго порядка 

У локальных координат л' уравнения любой позсрхносги второго порядка. 
ряя которой квазнфлекнодальный четырехугольник является полярным, имесч 
форму 

Д(.у) - Л,(л'')2 + Ь2(х2)2 4- Ь:Х.\3)2 + !^(х4)2 --- 0. 

1дс /?«, /?2, /?->, /?4 являются функциями параметра *;, которые не псе раины 
нулю. Ирм ЬхЬ2ЬъЬА Ф 0 поверхность второю порядка /3(л) регулярна. 

Когда В(х) является постоянной поверхностью второю порядка? Э;о бы­
вает как раз тогда, дейс нитсльпо ли чденм-.чпо в л 1 , л 2 , ,;-\ т;4" уравнение 
[В(х)У -- <((г) . В(х). Однако возможно В(х) умножить на такой фактор (ко­
торый является вообще (функцией параметра г), чю после н е г о умножения 
(р(г) = О, т. е. 

[Я\-)]' - 0, (58) 

т. е. коэффициенты в квадратичной форме [В(х)]' равняются нулю, чю в даль-

н е и гпс м 11 ред п о л о ж и м. То г да будет 
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[В(х)]' = Ь[(х1)2 + /?2(.т2)2 + Ь'ъ(х3)2 + Ь'4(х*)2 + 

+ 2(Ьгх\хи + Ь2х
2х2' + /)з-т3л'3' + Ь±х*х*'), 

т . е. по (55) а — 0 . 

[В(х))' = (А; - 2 ^ | / ; 1 ) ( А - 1 ) 2 + (Ь'2 - 2а2

2Ь2)(х2)2 + (Ь'ъ - 2а3

ъЬъ)(х3)2 + 

+ (А4 - 2 ^ й 4 ) (.V4)2 - 2(«г7^1 + а\Ъ2)хххг - 2 ( ^ * 1 + а\Ьъ)ххх3 -

- 2(а1Ь2 + а\Ъ±) х2х4 - 2(а\Ьъ + а%Ь^ х3х", 

1ак чк) уравнение (58) действительно в случае регулярной поверхности второго 

порядка В(х) как раз когда 

К -, I Ъ'г 2 Ь'ъ з Ь'4 4 

Л, ь2 ьъ ь4 

а\Ьх + г/2/?2 = а\Ьх + ЙГ^З = < - 2 + <?2̂ 4 = ^ з + # Ж = 0- ( 5 9 ) 

Первыми четырьмя уравнениями системы (59) являются Ьх,Ь2,Ьъ,ЬАг опре­

деленные квадратурами только без постоянных факторов. Из дальнейших 

ура и нении системы вытекает 

/ъ а\ Ь х а\ /?4 а 4 /?3 «з 

11 

'\ " 1 ^'4_ _ " 4 

f'2 _ flf ' ''4 

3 1 4 2 
х/ - а^иаъа^ л . . . 
Умножением н и х уравнении получается ^ ~ = 1 что, однако, по (34) 

а\а\а\а\ 

лмлясся условием тождесчвенным с уравнением А = 0. Отсюда ьь: гскаст 

| сорема: 

Тго;!е\н> 2. Пели кеазиф яжиода 1ъиьп1 четырехугольник пары лип: лча.пых 

поссрли'истсч является псиярпым по отношению к постоянной регулярной 

поверхности старого порядка, тогда четверка касательных к квазьфлехноди/ь-

пым кривым пары находится в гипероол(чи)пом положении; это действительно 

и д. 1я четверки образующих прямых квазшфлекнодальиых развертывающихся 

повср.мкч'тей и тогдм \ ---• 0. 

Исчисление ; л я о.ч-н епп:дд: :•;,.:>. :е^ рд? пат можно произвести подобным 

образом. Теоречг/ можно <ч фезь 'п \ ' / ' : с | ! ; а и ! о . 

/. 1> п\чке иов-р%ч:ос5'.,<е.'. и'тчмг-с корз.дк..?, ч,дз.н' которого оо?>г?.;*д, :от 

.:д>.т;?мЛ> ?с*!3'под;.?„"!.1.'-г-,г $,пн4;пч\'*2».«ые 

[ЛХ.Л21 и 2 , Л 4 ] . [Л,,ЛЪ1 [А3.А{] 

Каждая поверхность второго порядка О проходящая через прямые 
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И,,/1 2 ] , [А2,А4], [А4,А,], М з - ^ . К 3 ) (60) 

имеет в локальных точечных координатах уравнение вида 

)х1.\А + //.\-2л-3 = 0, (61) 

где Я : /и постоянное отношение. Для Я = 1,^ = 0 или Я = 0, /и = 1 получим 
сингулярную поверхность второго порядка 

^^ = х\х* = 0 (62) 

или 

^и = Л-
2л-3 = 0. (63) 

Обе сингулярные поверхнос.и второго порядка образованы из плоское.ей. 
первая из плоскостей д-1 = 0 и л 4 = 0 I. е. плоскостей а1, а4, вторая из плос­
костей а2 и а3. Это значит, что пересекаются плоскости первой пары в ребре 
А2, Аъ, второй пары в ребре А ,, А± подвижного репера. Так как определитель 
формы (61) равен (1/24)Я2//2, очевидно, что каждую из сингулярных поверх­
ностей второго порядка ф ^и пучка необходимо считать двумя сливающимися 
сингулярными поверхностями второго порядка. 

Поверхности второго порядка $, ^и очевидно имею, инвариантное значение 
(от фактора и от параметра независимое). Определим дальнейшие такие по­
верхности второго порядка принадлежащие к пучку следующим образом: 

Все остальные поверхности второго порядка принадлежащие пучку (60) 
регулярные, и в точке ЛД/ = 1,2,3,4) имеют общие касательные плоскости 
данные обеими прямыми (60), которые через нее проходят. Для того, чтобы 
корреляции между пучком касательных плоскостей и рядом точек касания 
образующей прямой поверхности (напр. Ях1 и поверхности второго порядка 
пучка) были тождественны, необходимо и достаточно, когда обе поверхности 
имеют общую касательную плоскость в следующей точке М прямой [Аг, А2]. 
отличающейся от А1 и А2. Поэтому необходимо определить згу поверхность 
второго порядка величиной отношения Я : /л в ее уравнении (61). 

Касательная плоскость поверхности /?12 в ее точке М = \Л А { + у2А2 дана 
точками А1 ? А2 и напр. точкой 

М' = (у1А{ + у2А2У = )ЛА\ + у2А2 = ула\Ау + у2а2А4 (мод. Ах. А2) 

т. е. это плоскость данная уравнением 

2 4 } 1 3 4 гл 

у а2х — у аIX = 0. 

( 3) Будем говорить, что [А{,А-,], [А4, /13] это противолежащие образующие прямые, 

также и [А2,А^ [А{,А3)]. Н а о б о р о т [А{,А2], [АЪ,А{] или [А{,А2], [А2, А4] или [ . 1 4 . А 3 ] . 

[А3, Ах] или [А2, А4], [А4, А3] это пары „смежных" образующих прямых. Отинаьово называем 

пары поверхностей, образованные этими прямыми. 
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С д р у т й с ю р о н ы в полярном соответствии по отношению к поверхности 

в ю р о г о порядка (61) к точке М с локальными координатами (у1, у2,О,0) 

принадлежит полярная плоскость, т. е. касательная плоскость с уравнением 

,//г2.\3 4- /лл \ л = 0. Обе плоскости тождественны только тогда, когда 

2 4 1 3 ' 

: V а2, — у ах ; 
; = 0, ; р:\ V -

| . е. а2/. -У а\р == 0, I. ч. можно написчпь 

А : р = а\ : -о\. (64) 

ОI сюда вы I екаем: 

Теорема ,*>. В пучке поверхностей второго порядка (61) существует единствен­

ная поверхность второго порядка ^Л2, касающаяся поверхности К12 вдоль 

[А , Л2]. Она характеризуется отношением (64) и се уравнение в точечных локаль-

пых координатах будет 

0]2 = <73.\-'л-4 - 4-\-2л-3 = 0. (65) 

Также уравнения поверхностей второго порядка 0 3 4 или ^^^> или ^2Л касающихся 

поверхностей /? 3 4 или /? 1 3 или /? 2 4 следующие 

СЬ.4. = а1\л\л - с73л-2л3 = 0. 

19,3 = а\х]\л - а4

3х
2х" = 0, 

0 2 4 = а1\л\А - а1х2х* = 0. 

Кагидую из приведенных поверхностей второго порядка ^^к назовем касательной 

поверхностью второго порядка поверхности К1к. 

Ич уравнений (62), (63) и (65) вытекает теорема: 

Теорема /1. Пара касательных поверхностей второго порядка (65) образует 

г парой 0х О11 сложные отношения, показанные на схеме: 

612 * (? ̂ 4 сложное отношение 

б 12 •- (? 1 з сложное о 1 ношение 

^\2^^24 сложное 01 ношение 

(?34> ^^з сложное о I ношение 

a\a\_ 

a2a4 

3 4 

a_xaj_ 
2 4 

aía2 

a\a\ 
4 3 

a2a4 
2 4 

a4a3 

a\a\ 

(66) 
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(2?4^б24 сложное отношение 

613*624 сложное отношение 

ala\ 

a\al 

a\a\ 
4 3 

C7 3 O 4 

Четвертой теоремой определено геометрическое значение инвариантов (48) 

и (48а). 

Теорема Г). Если касательные поверхности второго порядка двух противо-

лежспцих поверхностей тождественны, тогда эти поверхности будут фокаль­

ными поверхностями конгруэнции \У К. Сегре. 

Действительно, если пап р. Ох2 ":-: О \А.-> г? :> (66 г ) с \ 3 = I, I . : . а\а\ — а^а\ = О, 

а\а\ 

41 о по отношению к (20) является одним оставшимся из необходимых и доста­

точных условий (18) лях конгруэнции IV К. Сегре с фоктльнымп поверхностями 

КХ2, / ? 3 4 . Также 0 1 3 р : 4 по (666) получается как раз тогда, котла 

а\а\ — а\огХ — 0; тогда /? 1 3 и /? 2 4 являются фокальными поверхностями кон­

груэнции IV К. Ссгре. 

Сложное отношение четверки поверхностей второго порчдка 0]?, (2з4- 01 з < 

О24. получается в виде 

(а\а\ - а\а\){а\а1 - а\аХ) 
К -~ - - - - . V О ' / 

(4а\ - а1а\)(а\а\ - а\а\) 

У каждой из касательных поверхностей второго порядка (65) поверхностей 

Яи. существует ее сопряженная поверхность второго порядка, т. е. поверхность 

второго порядка, которая вместе с рассматриваемой гармонически отделяет 

пару ^^ ^ и (в дальнейшем будем се называть просто сопряженной поверх-

иос.ью второго порядка той же поверхности). К отдельным поверхное.ям 

второго порядка (65) сопряженными поверхностями второго поря пса являю!ся : 

к 012: 5 1 2 == а\х]х* + а\х2х3 =- 0 

к ( ? 3 4 : ^ 3 4 = а2

гх\\А + а\х2х3 = 0 

к < ? , 3 : 5 1 3 = а\ххх* + с*х2хъ = 0 ( 6 8 ) 

к ^24: с724 = а1х\\А + а\х2хъ = 0. 

Очевидно, что сложное отношение поверхностей второго порядка пары :>(/, 

с7и из схемы (68) или пары поверхностей второго порядка Ои, Ок1 из схемы (65) 

с парой ()1 О11 одинаково. Легко можно проверит^ следующую теорему. 

Теорема 6. Если в какой-либо из уравнений (66 2 _ 5 ) величина приведенного 

сложного отношения — I, тогда соответствующая пара касательных поверх-
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Iюаней второго порядка гармонически отделяет пару сингулярных поверхностей 

второго порядка и квазифлекнодалышя кривая на обеих поверхностях соответ­

ствующей пары является асимптотической. 

Поставим себе следующий вопрос, когда касательная поверхность второго 

порядка одной из линейчатых поверхностей 

/? 1 2 ,Л, 3 ,/?34, !?24 (69) 

будет тождественна с поверхностью второго порядка, сопряженной с касатель­

ной поверхностью второго порядка противолежащей поверхности. Напр. когда 

е , 2 - 5 . 4 . 
Тогда уравнения 

а12 = а\ххх* - а\х2х2 = О 

5 3 4 = а2

л.х\\г + а\х2хъ =-- О 

отличаются только фактором, т. е. инвариант (см. [48]) 

°Ук (70) 
а2а\ 

равен величине — 1 . Однако очевидно, что условие тождества поверхностей 

в ю р о ! о порядка 

5 1 2 = а\ххх* + а2х
2х3 = 0 и (?34 = а\ххх* - а\х2х3 = 0 

опя1ь получается, что величина инварианта (70) равна — 1. Из этого вытекает: 

Теорол.л 7. Если отождествляется касательная поверхность второго порядка 

одной из поверхностей (64) с сопряженной поверхностью второго порядка 

противолежащей поверхности, тогда и сопряженная поверхность второго 

порядка первоначальной поверхности и касательная поверхность второго порядка 

противолежащей поверхности отождествляются. Тогда мы скажем, что оде 

противо кишащие поверхности являются сопряженными. Условием, чтобы 

получился такой случай для плоскости /? ] 2 или / ? 3 4 , является 

а\а\ _ _ { 

4 2 " 

а2а4 

Одинаково для поверхности /? 1 3 или /? 2 4 будет 2 I 

-ï~т = -1- ( 7 1 ) 
a3a4 
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N. О параметре Картана, системе девелонант и о тангенциально!. 

поверхности 

Предпошлем несколько кратких выдержек из приводимых рабо1 О. VI ай ера 
[9], М. Бар н ер а [5] и др. 

Пусть неразвср.ывающаяси линейчатая поверхноеп» #,._ чана направляю­
щими линиями Су и С- и их точечным соответствием. •.ак чю образующие 
поверхности являются соединительными линиями пар соот векл вуюшнх тчек 
ООСпХ линий. 

Аналитически можно поверхность К определим, привеченным способом 
напр. гак, что даны две четверки функций 

, , ( ! ) . , ( 2 ) ,,(3) ( 4 1 . Ч П , ( 2 ) , ( 3 ) Д 4 ) . - , - , . 
> ( г ) < .>(у)- > ( г ) ' У(г-) - - Ч У ) * - ( 1 ' Ь -(»')• -<Ы ^ / " ' 

с непрерывными производными всех порядков, которые в дальнейшем всфе-

гятся. а именно для всех величин параметра I' определенного промежутка 3'. 

Каждую из обеих четверок считаем упорядоченной четверкой однородных 

координат точки >'(у) или ~(€) проективного пространства Р3щ которая при пере­

менном V образует направляющую кривую Су или С, (в соответствии данным 

параметром у), а так как мы предполагаем, что соединительными линиями 

точек г ( г ), г (у) полученная поверхность Кх= неразвертывающаяся, то определи­

тель 
, , < ! ) „ ( Г ) ( I ) ' ( 1 ) ' 
>((;) ^-(у) >ч»ч ^ О ) ; 

( 2 ) Д 2 ) ( 2 ) ' ^ ( 2 ) ' ; 
, , ч >ПЧ " ( у ) > ( » ) " ( » ) ! 

(у, г, >' , г ) = ; = ол (73) 
, л з » -,(•" 1 ; ( 3 ) ' 7 ( 3 ) ' ; 
Т ( г ) -Ду) } Д У ) -Ду) | 

. . ( 4 ) „ ( 4 ) ( 4 ) ' „ ( 4 ) ' ! 
; > ( у ) - ( у ) > ( у ) -Д»>) 

не равен нулю для каждой величины V ет ./. 
Если в теорию Чеха (см. [10], глава IV) внесем по О. Майеру 

аг = а' + А, Ь1 - Ь' + В, с1 = с' + С. (74) 

тогда, как известно, четыре пары у{1\ г(3) координат (72) — где / = 1, 2, 3, 4 — 

являются парами соответствующих независимых решений системы уравнений 

(см. [9], ур. (2)) 

y" = (M + bO' - bjy + (a i - aG) z + (O- 2b) y' -*- 2az . 

z" = (C0
f - <\)y + (M - bG' + hj z - ley' + (O' + 2b) r\ 

(75) 

где было положено 

М = ас — Ь2 — ]. (76) 
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Одновременно с направляющими кривыми Су, С_ на поверхности Куг дана 
(координатная) система Риккати Еху линий, которую описывают точки клу + 
+ А'2г, где к{ и А2 постоянные. Вообще эти системы кривых (системы Риккати, 
^орре1Vе^па1{п^85у$[ете) даны дифференциальным уравнением Риккати; из свой-
С1 в его общего решения вытекает, что любые четыре линии системы пересекают 
образующие поверхности в четверках точек постоянного сложного отношения. 
Например асимптотические линии линейчатой поверхности Ку. образуют 
систему Риккати, дифференциальное уравнение которой будет 

иА- >2'1 + /(» = о (77> 
гае 

/'(/) = а\\ + 2Ы{{2 + сг2, 

I. е. ючка 1 ху + /2г описывает асимптотическую линию, когда г1? /2 отвечают 
уравнению (77). Наоборот раньше приведенная система Еху имеет простое 
уравнение 1Х12 — 121\ = О и пригодным выбором фактора однородности можно 
достичь, чтобы (х = к1щ /2 = /с2, где кх, к2 постоянные, что в дальнейшем 
будем все время предполагать. Скажем, что поверхность Яу2 относится к си­
стеме 21У2. что значит, что линии этой системы образуют семейство коорди­
натных кривых к1:к2 = к = соп81., если выходим из параметрического изо­
бражения гюверхноепт уравнением 

х(1\ к) = Аг,.г(г) + Аг2г(г). 

Уравнение/(/) = 0, т. е. аГх + 2ЫХ12 + с?\ = О определяет своими корнями 
две так наз. фундаментальные точки системы 1'^, на образующей линии [х, у] 
поверхности. Ими описанные линии являются фундаментальными линиями 
системы (Майер). 

Касательная к линии СА,У,А 1 Г в точке 

V = кх у + к22 (78) 

являемся прямой 

ГДР) = [л\ х] = [кху + /г2г, кху' + к22'\ (79) 

Э т прямая первой системы (демиквадрики) Кх&) на касательной поверхности 
второго порядка Т2(ц), которую I образует при постоянном V и переменном 
кх : к 2 . 

7'2(г) является касательной поверхностью второго порядка системы Еху в до л ь 
образующей линии [у(о), 2(г)] поверхности Кху. Эта образующая принадлежит 
ко второй демиквадрике Я2(ц) поверхности второго порядка Т2(ю), остальные 
шнии которой можно получить соединением точек у + Ху\ 2 + лг\ при пере­

менном А и постоянном г, т. е. это будет прямая 

г2№ = [У + 4г\ = + &]- (Щ 
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Если введем локальные координаты .у,, .\'2, Л'3, .\4 точки X по отношению 

к базису у, 2, у', I считая 

X = л-1 V + х22 + хъу' + х^\ (8! ) 

тогда уравнение касательной поверхности второго порядка 7 2(г) у локаль­

ных координат будет 

лд.\-4 - .\-2л-3 ---- 0. (82* 

Поверхность второго порядка Т"(/+) является конечно одной из поверхноеиа 

второго порядка всей системы (зависимой о г параметра V) касательных поверх­

ностей второго порядка. У каждой из них хуряк'.сристика распадае!ся в причую 

[у, г] (образующую поверхности /?г_) и кубическую кривую С 3 (г), которая ко­

нечно может и дальше распадаться, а именно, в дальнейшую прямую п кривую 

второго порядка (тогда система Риккати называется кваОратичсскои) или в .он 

прямые (аксиальная система). Уравнения кривой третьего порядка С~'(г) вы­

ражены 

хх = с/5 + 2'у,и + схи
?\ х2 = и(ах + 2Ь{и + с^и2) 

N3 = 2(а + 2Ьи + си2), л' 4 = 2и(а + 2Ьи + си1) 

или коротко 

.V, =/д(«)- л-2 = и]\(и), N3 = 2/(:/), л 4 - 2У/(«), (83) 

гд,е и параметр этой точки кривой третьего порядка, которая лежи г на каеа.ель-

ной г,(г), т. е. на прямой первой демиквадрики поверхности второго поря.тка 

Г2(/+), проходящей через точку )т+) + ш(у). 

Из (83) вытекает, что система Иху является квадратической, когда 

(ас] - ахс)2 + 4(аЬх - ахЬ)(сЬх - схЬ) = 

= (2ЪЬХ - асх - ахс)2 - 4(ас - Ь2)(а{сх - Ь2

Х) = 0, (84) 

и аксиальной, когда 

а : Ь : с = а{ : Ь{ : сх . (85) 

Прямые второй демиквадрики на касательной поверхности второго порядка 

Г2(г/) пересекают ее кривую третьего порядка С3(и) в парах точек. Действительно 

прямая г2(г/) (см. ур. [80]) дана точками с локальными координатами 1. 0, /. 0 

или 0, 1,0, /, так что для ее пересечений с С5^) по (83) матрица 

/ 1 О I 0 \ 

| 0 I 0 / (86) 

\Ми) и/х(и) 2$(и) 2и{(и)! 

имеет ранг 2, что дает единственное условие 

2Ды) - //,(«) = 0. (87) 
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Если проектируем пары точек кривой третьего порядка С 3 ( У ) прямыми 

первой демиквадрики в прямую [г, г], получим пары точек у + иг, где и корни 

уравнения (87), I. е. при переменном / эти пары образую! квадратическую 

I очечную инволюцию на [г, г], двойные точки ко юрой даны корнями якобиана 

^(^'-^\) ф о р м / , . / ! , г. с. уравнением 

Ь + си, а + Ьи 
• ! ( / , / . ) = , , = 0 . (88) 

\ Ьх + с,г/, ах + Ьхи 

М. Варне;") называет эти точки зеркаяьиымы точками (8р1е§е1рипкТе) а ими 

проходящие прямые первой демиквадрики позерхносш ы о р о г о пордяка Т~(и) 

серка.1ьиыми прямыми (8р!езс1^егас1еп) системы ^Л.,, в прямой [у(г), г(г)]. 

Зеркальные прямые пересекаю! криьую фсгьего порядка О ' ( 0 в Iочках, 

I де прямые второй демиквадрики ее касаются. Э.и точки не были до сих поп 

ишде названы, так назовем их для кр/< кос.и ,,гармо;шка.1Ы!Ыми точками" 

с п и е м ы Л..'.., принадлежащими образующей [у(г), :;(..•)] поверхности /?,,_. По 

причине, которая скоро станет ясной, назовем соединительную линию гар-

моникальпых точек ..тансснииа./ыюй прямой'' системы Л1^.. принадлежащей 

образующей прямой [у, 1]. 

Пос.че э ю г о объяснения некоторых известных результатов можем перейш 

к собсл венному изучению, которое от носится к обобщению понятия пар ш е ф а 

Карэапа и деволопанты линейчатой поверхности по Барнеру. Это обобщение 

сосилм в ю м , ч ю определяются параметр и девелопанта .принадлежащая 

снедемс Риккатп линий поверхности Яу: .ак, н ю их дефиниции содержа: 

случай Картана, который кажется специальным случаем, а именно так, что 

исследуемая епелема ЛИНИЙ Риккатп является системой асимптотических линий 

поверхности 1\,::. 

Тем не менее определение обобщенного параметра Кар,ала для общей сп­

ел емы Рпккапт (без ущерба для общности можем предполагай^ что это система 

А\,г) являемся чисто аналитической. Параметр г по ней является обобщенным 

парамелром Картана системы А\„ как раз тогда, когда в системе (75) есть 

(см. Вала |7]. уравнение аи + а22 = 0, /.',, + р22 = О, с I р. 225) 

в' = О (89) 

и 

М = 0. (90) 

Если )1и ава условия выполнены, система (75) получает более п р о с т о форму 

г" = —Ьх\ -г ах1 — 26 г' + 2с/:;', 

/ 1 ' ' ^ Т А > < 9 1 > 

Г = — С , V + Пх2 - 1С\ + 101 . 

Как пзвее. но, можно параметр Картана (и обобщенный) применить для опре­

деления сложною отношения четверки прямых неразвертывающейея линей-
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чагой поверхности, относящейся к координатной системе Риккаги -Гл..,. Если 
г15 Х)г- 1)ъ^ ю4- являются величинами этого параметра для прямых четверки, ю 
сложное отношение [/-,, /;2, г3, Г/4] будет ее проективным инвариантом и можно 
его назвать сложным отношением чеI верки этих прямых. 

Если параметр общий, ю ючка у" или г" в (75) не будем пмемь геометри­
ческого значения, за исключением того, чю она будет точкой соприкасающейся 
плоскости кривой Су или С= в ее точке г(г) или г(г). Если параметр будет об­
общенным параметром Картана, то точки у". 2" получают вполне определенное 
геометрическое значение, которое помогает и геометрическому объяснению, 
как самого обобщенного параметра Картана, так и обобщенной системы де-
велопант. Первое значение объясняет теорема: 

Теорема 8. Прямая [у'\ х"\ соединяющая точки у", г" приведенные в (75) 
является поперечником пары зеркальных прямых как раз тогда, когда параметр 
V является обобщенным параметром Картана неквадратической системы 
Риккати линий Е линейчатой поверхности /?)т_. 

Д о к а з а т е л ь с т во: По (75) локальные координаты ючки буду! 

y" ... M + bO' - b, , O, - a&\ &' - 2b. 2a. 

z" ...cO' - cl9 M - bO' + V -2c, Q' + 2b. 
(92) 

так что соединительная линия [у'\ ~"] лих точек является поперечником пары 
зеркальных прямых как раз тогда, когда уравнение для кх : к2 

(93) 

k, k2 0 0 

0 

M + Ь ' - b, 

0 

ö t — a ' 

k, k2 | 

' - 2b 2a 
- 0 

c ' - r, M - Ь ' + b, - 2 c ' + 2/> i 

или жe кoгдa ypaвнeниe 

(^iy + k2z, kxÿ + k2 z\ y'\ z") = 0 

имeeт вид якoбиaнa 

ЛШ = 0. 

(94) 

(95) 

Действительно, если это так, тогда прямая [у'\ 2"\ будет инцидентной с обеими 
зеркальными прямыми [кху + к22,кху' + /г2г'], где кх :к2 буду1 корнями 
уравнения (95). 

Однако сразу видно, что уравнение (93) после разложения определителя 
на левой стороне принимает вид 

(2М + <9'2)/ - в'/, - 2-/(//,) = 0. (96) 
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Однако ф о р м ы / , / ! , Щ\А) будут линейно независимыми квадратичными форма-
м ы поскольку обе зеркальные точки разные, т .к. определитель из их коэффициен­
тов является выражением (84), т. е. определитель якобиана / ( / , / ] ) . Иначе говоря, 
эти три квадратичные ф о р м ы будут линейно независимыми как раз тогда, 
когда Иу= не является квадратической системой Риккати, как предполагается 
в теореме 8. 
Для того, чтобы в уравнении (96) были те же корни как и в (95), необходимо 

О' = О, Л/ = О, 

что именно является условиями (89) и (90) для того, чтобы параметр V был 
обобщенным параметром Картана, что и требовалось доказать. Теорему 8 
пополняет: 

Тоорома 9. Если V является обобщенным параметром Картана поверхности 
/лг г, относящейся к неквадратической системе Риккати Еу2, то прямая [У(*0-
г "(у)] является тангенциальной прямой принадлежащей к образующей линии 
[г(г), г(г)] поверхности КУ2. 

Д о к а з а г е л ь с 1 в о : Иначе говоря, нам надо доказать, что если наш параметр 
г является обобщенным параметром Картана, то прямая [у", г"] пересекает 
касательную квадрику Т2(р) как раз в гармо"икальных точках. 

С этой целью мы рассматриваем прямую г2 у м. ур. [80]) второй демиквадрики 
К2(п) касательной поверхности второго порядка Т2^) и напишем уравнение 
для /, соответствующей прямой г2 инцидентной с [у", I"]. В таком случае 
обязательно будет 

(г + Ху\ г + /г', у\ г") = 0, (97) 

I. е. в локальных координатах по (91 ) (г. к. условия (89) и (90) считаем выпол­

ненными!) 

(98) 

í i 0 Я 0 

0 

\-bг 

1 

* i 

0 

- 2 b 

Å 

2a 
= 0. 

— cx * i - 2 c 2b 

Пocлe paзлoжeния oпpeдeлитeля пoлyч. IЄTCЯ ypaвнeниe 

Цac - b2) + 2(2bb, - axc - acx) Я + OIĆ'I - b\)l2 \ (99) 

которым определены две прямые г^1), г

(2) демиквадрики /?2(^\ инцидентной 
с [у\ ~"]. Напишем по (83) 
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чтобы определить величины и принадлежащие .ем прямым первой системы, 

которые проходят через точки пересечения прямых г[сХ) и /л

)

2) с кривой С 3 (г). 

Получится уравнение 

(ас - Ь2)/\(и) + (2ЬЬХ - ахс - асх)Д'х Л- (ахсх - Ь\)/2 = 0, (101) 

которое после короткого исчисления получается тождественным с уравнением 

[ Л / , / , ) ] 2 = 0 . (! 02» 

чем и доказана теорема 9, 

Для дальнейшей работы удобно выразить следующие определения: Танген­

циальная точка относящаяся к точке х -- к•у Л- к21 прямой [г(г), г(г)] (или 

к прямой первой деми:с;;адр;ткп проходящей через нее) линейчатой поверхности 

Яу„, относящейся к системе Риккати 2>\._. является точкой пересечения сопри­

касающейся плоскости кривой Сх в ее точке х с тангенциальной прямой при­

надлежащей прямой [у(с'), г(г;)] поверхности /\у... Тангенциальная поверхность 

той лее линейчатой поверхности является системен! тангенциальных прямых. 

принадлежащих образу ощим прямым поверхности. 

Затем припомним (см. Вала [7], стр. 225, ур. [5]), что — если г является об­

общенным параметром Каргана (как дальше и будем предполагать) поверх­

ности /? у г, относящиеся к системе Риккати Иу2 — прямая [У(/), 7Лг)] деми­

квадрики Я2(с), определенная точками 

К(1>) = }Ы Л- (р - 1К)у'^), 
(Юм 

2.^) = 2(11) + (/, - V) 1(1У), 

где /и = коне г., при переменном V описывает обобщенную //-девелопаш > 

Картана поверхности /?,,г. Обозначим ее Яу7, и р назовем показателем девело­

панты. Для разных величин показателя // получим разные девелопанты, которые 

образуют систему Я(И ) . 

Девелопанты, это линейчатые поверхности, в определенном смысле анало­

гичные эвольвентам плоской кривой. Касательным кривой отвечают касательные 

демиквадрики Я2(°) на касательных поверхностях второго порядка Г 2 (г) поверх­

ности вдоль ее прямых [у(о), г(г)]. Уравнениями (103) в каждой демиквадрике 

Я2^) дана прямая и система этих прямых является девелопангой ЯуУ. Перпен­

дикулярности эвольвент к касательным кривой соответствует следующее ха­

рактерное свойство девелопант: 

У прямой [У(У), 7(с)], которая является общей прямой касательной поверх­

ности второго порядка Т2^) (се демиквадрики Я2(и)) и девелопанты Яуг. 

произведение коррелаций Чалеса обеих поверхностей является инволюторной 

проективностью. 

Для объяснения разделения касательных плоскостей девелопанг всей системы 

К(2У=) существует важная теорема: 
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Теорема 10. Касательные плоскости девелопаит Щх с разными показателями 

и в точках прямой г, = [кху + к22,кху' + к2г'], которая не является зеркальной 

(Ад. к2 постоянные) и принадлежит первой демиквадрике Кх(п) касательной по­

верхности второго порядка Т2(гд, огибают коническую поверхность Т2 второго 

класса с вершиной V в тангенциальной точке, принадлежащей прямой гх(с). 

Коническая поверхность Т2 образована системой плоскостей, через которые 

из I проектируются прямые демиквадрики Я2(о) поверхности второго порядка 

Т2(1). 

(Для зеркальной прямой г, является вершина V ее гармоникальной точкой, 

I. е. Iочком касательной поверхности второго порядка Т2(/;). Конус Т2 рас-

па даемся.) 

Д о к а з а I е л ь с т в о : Касательная плоскость д е з е л о п а ш ы Щх (направляю­

щие кривые которой образованы точками (103) при переменном г) в точке 

X = кх У + к22, = кху + к22 + (/< - V) (кху' + к22) (104) 

определена точками V, X и точкой X' = (кхУ + к27.)\ т. е. по (104) точкой 

X' = кху' + к22 - (кху' + к22) + (/( - 1^)(кху" + /г2г"), 

или т ч к о й X' -- (р — V) (кху" + к22"), г. е. при V + р точкой 

V = кх\" + к22'\ (105) 

коюрая не зависит от р и явно является точкой пересечения соприкасающейся 

плоскости кривой СкхУ + кг2 с прямой [у", .г"]. Это и есть тангенциальная точка, 

принадлежащая прямой г1 демиквадрики /^(/Д что и требовалось доказан,. 

(Теоремой 10 можно обосновать выбор названия тангенциальная точка, тан-

1снциальная прямая и поверхность.) Будет действительна теорема: 

Теорема 11. Тангенциальные прямые принадлежащие образующим прямым 

поверхности /?г,_, относящиеся к неквадратической системе Риккати Л" 

( с ними инцидентны ] 

будут •{ с ними тождественны [• как раз когда 

неопределимы 

обе фундаментальные кривые системы Ху2 отождествляются, 

Уу= является системой асимптотических кривых и флекнодальные линии 

различны, 

1^у= является системой асимптотических линий и флекнодальные линии 

отождествляютск. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : При предположении, что наш параметр является обоб­

щенным параметром Картана, условие инцидентности прямых [у, 2] и [у", 2"] 

будсч [г, г. у'\ 2"] = 0, т. е. в локальных координатах по (91) действительно 
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1 0 0 0 

э 1 0 0 

* i ax - 2 b 2a 

<'i bi -2c 2b 

0, (106) 

ас - Ь1 = 0, (107) 

чем доказана первая часть георемы 11. 

Чтобы прямые [у, г] и [>•", г"] отождествились, необходимо, чтобы у" и г" 

были двумя линейно независимыми линейными комбинациями точек V, г, так 

что в (91) обязательно будет 

а = 6 = г = 0 (108) 

I - ^ 1 #1 ' 7 

! ! = ахсх - б2 Ф 0. (109) 

! - ^ 6, ! 

Неравенство (109) по (108), (74) идентично с 

АС - В2 Ф 0, (НО) 

чем доказана вторая часть георемы 11. 

Если при удовлетворенных уравнениях (108) 

АС - В2 = 0 (111) 

точка у" будет кратным точки г", чем тоже и доказана гре.ья часть георемы. 

Теорема 12. Тангенциальная поверхность В!'у"г линейчатой поверхности I?,,,., 
данной системой уравнений (91), развертывающаяся как раз тогда, когда опре­
делитель bj a, 2Ь 2a 

r, bt 2r 2b 
(112) 

Ь\ а\ Ьх + 26' а, + 2а' 

с; 6; г, + 2г' 6, + 26' | 

равен нулю. 

Доказательство: Необходимым и достаточным условием развертываемое! и 
поверхности Ку,,г, является, как известно, [у", т.", / " , г'"] = 0, где 

у" = (266- - 2ас! - 6'-.);у + ( 2 ^ - 2с7,6 + а\) 2 --

- [Цас - б2) + 26' + Ъх]у' + (я, + 2а') 2, 
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1' = (2г/7, - 2с\Ь - с\)у + {2ЬЬХ - 2а хс + Ь\) : -

- (с, + 2с') г' - [4(а:- - Л2) - 2/7' - Ьх] г'. 

В локальных координатах можно написать I . [\\ г, г\ г'] = ш I = 0, где о; + 0. 

Э п ш 1еорема доказана. 

И наконец скажем, что результаты найденные в абзаце 8, дают импульс 

к исследованию специальных пар поверхностей, т. е. линейчатой поверхности 

и к ней принадлежащей обобщенной девелопанты или: поверхности танген­

циальной и др. А также вопрос существования таких специальных пар поверх­

ностей в конгруэнциях прямых или в комплексах и другие применения по­

буждаю 1 к дальнейшему исследованию. 

В заключение я выражаю благодарное, ь проф. докл. Ю. Клапке, который 

на семинаре дифференциальной геометрии в г. Брно обратил мое внимание 

па ну проблематику, а также за ценные его советы. 
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SUR LES COUPLES DES SURFACES RÉGLÉES 

Oto O b û r k a 

Résumé 

Dans le travail II] E. T. Ivlev s'occupait des couples des surfaces réglées gauches avec les généra­
trices en correspondence biunivoque. Dans le travail cité on se sert de méthode des formes extérieures 
de Cartan, quoique cela ne soit pas nécessaire, parce qu'il s'agit des systèmes monoparamètriques. 
Le repère canonique d'Ivlev est caractérisé d,une part par la position de ses quatre sommets dans 
les points dots quasifkcnodals de couple des surfaces, d,aulre part par le choix de ses facteurs 
d,nomogénéité et par le choix du paramètre de manière que certains coefficients des composantes 
de la variation infinitésimale du repère soyent annulés ou posés égaux à une constante différente 
de zéro. Mais par ce dernier choix la symmétrie des formules est dérangée. 

Dans le travail présent, nous avons, par conséquent, abandone l'utilisation de la symbolique 
de Cartan. Quoique les sommets du repère coordonaire soient choisi aussi dans ies points quasiflecno-
dals, on ne normalise pas le facteur et le paramètre et au lieux de cela on écrit directement les formules 
exprimant l'influence de la variation de ces paramètres secondaires. 

Ce procédé a permis de démontrer l'invariance des expressions les plus simples et après, en utili­
sant les quadriques tangentes Qik et quadriques conjuguées S/fc, de donner leur interprétation 
géométrique et de trouver quelques théorèmes. 

Le dernier (huitième) paragraphe est consacré a fétude des couples des surfaces réglées du type 
spécial, c'est-à-dire celles constituées par la surface et sa développante de Cartan généralisée. 
éventuellement sa surface tang^ntielle. La généralisation du paramètre de Cartan, donnée par 
M. Bamcr, admet une interprétation géométrique simple et intuitive trouvé dans ce travail. En 
même temps nous avons énoncé les théorèmes principaux sur la distribution des plans tangentiels 
du système des développantes généralisées. Le huitième paragraphe réprésente donc un approfondiss-
ment des fondaments de la théorie des systèmes de courbes de Riccati. On peut s'attendre d'en 
pouvoir tirer encore d,autre conséquences. 
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