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PRE BIE RELATION , ZWINCHEN” IN VERBANDEN

LA DRASHROVICOV A Beafisiava

Fooset (H o el metisehor Raan md es oselen e, o boe D Setzen wir
g"'i .. I'! 4‘)“.iﬁ Wy '_;(,0'_ ‘h) y_r;?', ol s set forner 17(!1', /I}, (') e \\f\‘ll‘_f(‘
deviemoen Bleoeate o 0 10 denen die Funktion f{e) o be al booef das
Miaram annonmt, S0 P20 Vvane ] bat corelot, Jdall metesaie fGbnne. bei

denen far jede deed Elemente o0 b0 e dic Menoe Poeo b od oo ein Hlement

enthalt, eine natiivhehe Vorodcomeinerange von disteibutiven Yerbinden

divstetens Lo dieser Note wied cipe Verbandstheorctisehe Chanmiterisiorang
dor Menge o b o) fiae den Fadl dor metrischen Verbinde angeechen. Dies
crmdelieht cine dey Menge Vi, b0 ¢} analesisehe Monoe in belichigen Vivhiin-
den zu eriliren (wir bezeichnen sieomit Ba b el Wa waollen eine eindache
Charalkteri<icrune der modulzren und distitbutivea Verbinde it Hilte der

!

Menee B{a. 0. ) und eine Uharaktori

wernng modalarer and distributiver
Verbilnde mit Nuilelement dureh gewisse terndre Opevationen anfithren,

I Bezeichnungen

I cinem metrischens Rauwm (40 o) wivd die Relation o («, b) - o(b, ¢) =
- ola. ¢y mit abe bezetchnet. In cinem metrischen Verband ist abe mit der

Relation
(1) (eNbyubney b (aub)n(bue)

dquivadent (siche [3]). Wir werden abe auch in dem Fall schreiben, wenn in
ecinemr belicbigen Verband die Relation (1) erfillt ist. Setzen wir ferner
Bla. b) wieahl. Ba. b, ¢y — Bla, b) . B, ¢). Blc, ¢). (/) Ahnlich wird in
eincm metrischen Raum die Menge aller Elemente @, fir die axd, bac und cra
gilt. mit B%(«, b, ¢) bezeichnet. In einem metrischen Verband gilt B(a. b, ¢) =
- B¥a, b, c).

(") Mit . bezeichnen wir den mengentheoretischen Durchschnitt.
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2. Eigenschaften der Menge B(a. D, ¢)

Satz. 1. Ist in cinem metrischen. Roum B*(a, b, c) = O, so gilt B¥. b, ¢)
= Vi(a, b, ¢).

Bewcis. Die Relation B*(w, b, ¢) = V(e, 6. ¢) folgt aus [1. Lemma 1.
s sei nun x € V(a, b, ¢). Gélte axb nicht. so witrde o(a. ) 4 oo D) = o(a. D).
o(r, b) -+ pla, e) = ob, e), olx, ¢) + o(a, r) = ofc. a) und hiermit

(2) [x:a, b,e] == Yola, b)Y 4 o(b, ¢) -+ o(c. a)].

Es sei s € B*a, b, c). Nach [1, Lemma 1] gilt [sta. boc] - Ho{a.b) — o(b, ¢)
o(c. @)], was zum Widerspruch mit (2) fihrt. s gilt daher aeh und dlinlich
beweist man bxe, cra, so dald B*(a, b, ¢) = V(a. b, c) gilt.

Natz 2. Fin Verband S ist genaw dann modular. wenn B(a, b.oe) G fiir jode
. b.ceS.

Beweis., Es sei S modular und s == (¢ U b))y (b U e)yn (e Ua). s uilt
(aUs) N (sUb) = {auU | aUub)y N bue) N (cUa)] O DU U O
NHue)yn (cUa)]] = ((nub) N (eV rl,) N(Ubue) o flaub) nibo
uee)n (aUbu ) == (((, UbyN (bue) N (cUa) =~ (e sy U (bhN s

Sann(hue)]ulbn(cua)] = {lan(buc)lUbl N (cUa) (U by N
NhUue)N(cUa) = s also s e Bla. by, Ahnlich beweist wman € Bla. o).
s e B, ). so dald « € B(a, b, ¢). Ist der YVerband nicht modular. so enthalt
cr cinen nichtmodularen Teilverbaud, der aus Elementen «. O, co w2 hestent
mit w7 e T, w- b <7 o0 Wir behaupten. dald Bles boosy o Gl e der
Tat, Mir cin Element @ ¢ B(a, b, ¢) miibte a - a e o« (a0 )0 Ued

Lo (anayuerne) s aUe == c celten, Daraus folet ¢ rON e (h U
UayNrue) s a e (bna)u (e nNa) wJa oo — ein Widerspruceli.

Satze 3. Lo cinenm metrischen Verband gilt Ve h.o¢) = B boe) fire belichige
Elemente «. b, ¢

Beweiss Der Satz folgt aus den Sitzen 1 und 2

satz 4o Kon Verband S ist genaw dann distyibutin, wenn fiir jede o boe e N
Menge B(a. 0. c) genaa ein Elewent enthdil .

Beweis. Nach [20 Kap. TN Lemma 2] gilt in cinem distributiven Verband
B, b, ) Hae u D)y (hU )y (e wayt, s sel nun N nicht distributiv.
Wire S nicht modular, so wire nach dem Satz 2 Bla. by = 0 fir gewisse
Elemente o, b ¢ € S0 Ist & modular, so enthilt er cinen nichtdistributiven
Teilverband mit fiimf Elementen w, o, ay, as. ag: o~ oy 7 (0= 1020 3.
Damn gilt w. v € Bar. o2, az), so dall in cinem nichtdistributiven Verband
Elemente «a, b, ¢ existicren, fir dic die Menge B(a. L. ¢) nicht cinelementiv
ist.
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Korollar (val [1]). K metrischer Verband S ist genaw dann distribuliv.
wenn er die folgende Eigenschaft besitzt: (V) Zu je drer Elementen b, ¢, d € S ¢ibt
es ein Element s € S, so daf firr jedes x € S. a0 /s, gilt: [s: b, ¢, d] < |y b, ¢,
d1.()

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Sétzen 4 und 1.

3. Charakterisierung der distributiven Verbande
durch eine ternire Operation

Definition [1]. Kine Menge I mat einer terndren Operation (a, b, ¢) heific cin
terndrer distributiver Halbverband (kwrz TDH), wenn in dicscm System die
Solgenden drei Identititen erfallt werden:

~

' (
(F2) (. o) bleibt bet jeder Permautation der Elemente o, b, ¢ unverdndert
I'3) (e (b d),e) = ({a, b, ), ¢, (a, d, e)).

M. Nholander hat bewiesen [6, Theorem (5. 2)]:

i distributiver Verband kann als TDH S charakterisiert werden, der der
folyenden Bedingung (O) geniigt.
(O) Nenthdlt Folgen wy. us, ... und vy vae oo so dafi es zu jedem a € S clne

Ordwungszahl n(w) mil der Kigenschaft (u;. a. v;) == « fir jede @, j = n(a) gibl.
Dabei hat die ternire Operation des enlsprechenden TDH in dem belrachicten
Vertwond dic folgende Bedeutung:

(. by (an by (bne)U(cna).

Avnmerkung. Die hier zitierte Formulierung der Bedingung (O) in [ 6]
ist unkorrekt. Die Bedingung (O) wird in jedem Verband trivial erfiillt: s
centigt die Folgen Ly}, {v,t beliehig zu withlen und zu jedem Element «
des betrachteten Verbandes die Ordungszahl n(e) so zu wihlen, dafl n(«)
eroferist als alle Tndexe der Folgen {u,}. {0,}. Offenbar soll die Bedingung ((3)
wie {olat lauten:

(O s gilit tn denr betrachteion T DI solehe (transfiniten) Folgenw (w, 20 c.1),
(s e A odafs s jedenr Elewent a dieses TDH eine Ordnangszahl n(a) o A
cistierts so dafy G a,vg) = a fur jede o, g € A, i, ) == nla).

Dic Behauptung von Sholander ist in einer Richtung unvichtig: Die Bedin-

) Ioder Formulicrung der Kigenschalt (V) an 1] wird noch die Eindeatigkeit von s
ansdricklich verlangt. Ks ist jedoch klar, dafl aus der oben angegebenen Formulicrung

die Eindeutigkeit von s folet.
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et b

Poch  KGtaaen Jdisteibotive  Yerbamie it Nollefemeny cbaeen Soiuendes
Axtom chnakberisiort wordei:

SV Fsogibt cin Elemsvt o o b iond s Jeo el Blepentey o b s

Flement v Losodaid (o a Y s loay b,

s it der tolaende

/Al coor

Nate G Bsosed Joein DI der des oione (T3 erfitdit., Dawse Zounen o [
dive O prralionen O wnd O woerkldrt werden. dafi CL NS Uyl esiiloiddeer
Verlwgod gl Noliviepiont ist rorie (a, 0. ¢} (e YDy oy (e MY ).
gelechit. jedei distributioe Vorband md Nullelement (st Dic be g auf die
Operation (@, h. ¢) e DY U (b e)y W (e vy ein T wid aeniigl der
Bedingiang ('T4).

Beweis. Fur o, 6 c 1 erklaven wic a ™ b (. 0, b s el wcin beliehiges
Element aus (1), Setzen wiv a O H = (a, v by, Wiv wollen zeigen, dald « O b
von der Wahl von w nicht abhiingt.

KEs seien wy, w Elemente mit (o, a, w;) -~ a. {0, b, w;) = 6 fiw 7 - 1, 2.
a) Zuerst betrachten wir den Spezialfall, wenn (o, 2wy, u) =- «y gilt. Mit Hilfe
von (1'2) und ('1'3) ergibt sich denn (a, w2, b) = (0, @, w), 2. (0. b, wy)) =
= o, (a, w2, b), w1} = (0. (a, b, u2), w1) == ((0, @, wy), b, (0, wy, u2)) = (a. b,
W) = (a, 11, b). b) w1, u: scien nun belicbig. Nach (T4) gibt es ein Element u

(*) Dieses Beispiel verdanke ich Heern M. Kolibiar, der mit =einen Ratsehliigen zare

Besserung dicser Arbeit beigetragen hat.
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mit (o, w;, w) == (¢ = 1, 2). Mit Hilfe von (T1) und (T3) ergibt sich (o, «,
u) - (o, (0, @, u;), w) = ((o, 0, u), @, (0, w;, w)) == (0, @, w;) =a (¢t = 1,2).

- (@, uz, b).

Nun wollen wir zeigen,daB fir beliebige Elemente a, b, ¢ € I die Verbandsiden-
titdten und die Distributivitdat erfilllt sind. Zuerst gibt es cin Element ¢ € 1
mit (o, a, ¢) = a, (0, b, 7) == b, (0, ¢, ¢) ~= ¢. Es gibt ndmlich zu den Elementen
«, b nach (T4) ein Element u € [, so daBl (o, @, u) = a, (0, b, ) == b. Zu den
Elementen ¢, u gibt es ein 7 € I mit (o, w. @) = u, (o, ¢, t) = ¢. Dann gilt (o, a,
7)o (ooas u) ) = ((o0 00 0), @, (o, u, 1)) == (0, @, u) = a. Analog crgibt sich
(0. b. 7)) = b. Die Menge {x |(o, ¥, @) == x} erfillt die Voraussetzungen des
Natzes 4 in |20 Kap. TV] und bildet somit einen distributiven Verband in
bezug aut die Operationen Ny (@, 0, ¥), * U y == («x, 7, y). Hieraus folgt,
daly fir die Elemente a. b, ¢ die Verbandsidentititen und das distributive
Gesetz erfidlt sind. sowie auch die Relation (a, b, ¢) = (anbd) U (bNc)uy
U (¢ N a).

Die Behauptung. dall ein distributiver Verband mit Nullelement ein TDH
st und (T4) erfiillt, ist klar.

5. Charakterisicrung der modularen Verbinde
durch eine terniire Operation

J. Hashimoto hat den folgenden Satz bewiesen [4, Th. 2]:
Es sei A ein alyebraisches Systene mit einer terndren Operation (a b ¢) und
mit den Elementen O, 1. so daf folgende Identitdten gelten:

(1) (Oal) -«

(2) (baa) - «

(3) ((ade)b(cde)) - (a(bed)(ced)).
Frkldart man nun

(4) WU b = (alb), anNb = (a0b),

so st (A, N, W) ein modularer Verband mit dem kleinsten und dem grofiten
Element, worin

(5) (wbe) = ((bueynaywdne) —BuUue)N(@eUdbnNec))

gilt. Umgekehrt erfidit die Operation (5) in einem modularen Verband mit dem
klelwsten und dene groften Element die Identitdten (1) bis (4).



Im Beweis dieses Satzes zeigte J. Hashimoto. daf} aus (2) und (3) folgt:

(6) (aba) = a = (aab)
(7) (ade) = (aed)
(8) ((adc)be) = (a(bed)c) = (a(bdce)c).

Definition. Kine Menge N mit eaner terndren Operation (abc). die die Identi-
titen (2) und (3) erfillt, heifle ein terndrer modularer Halbverband (kurz T MH).

Die modularen Verbiande mit Nullelement konnen wie folgt charakterisiert
werden:

Natz 6. Es sei N ein TTMH, der das folgende Axiom erfiillt:

(9) Es gibt ein Element o € N und zu je zwei Elementen . b« N existicrt «in
Element w € N, so daf§ (oau) = a, (obu) == b.

Dann kénmen in N operationen N und O erklirt werden. so dafi (N. N, W)

ein modularer Verband mit Nullelement o ist und (5) gilt. Umgekehrt bildet vin

modularer Verband mit Nullelement o in bezug auf die Operation (5) eiven T M1

mit der Eigenschaft (9)

Beweis. Wir wollen zuerst einige Identititen fir TMH nachweisen. Sei
ein zu den Elementen «, b € N nach (9) angehoriges Element. Mit Hilfe von
(6), (9); (3), (7); (2), (9) ergibt sich

(10) (uoa) = ((uaw)o(oan)) = (u(oau)(oawn)) = (oau) = a

und dhnlich (uob) = b. Durch Einsetzen e == a in (3) ergibt sich unter
Berticksichtigung von (7) und (6).

(11) (a(cda)b) = (ab(cda)) = ((ada)b(cda)) = (a(bad)(cad)) - (a(cda)(bdw)).
Ferner gilt

(12) (aob) == (o(aob)(aodb)) = (o((uao)bo)(aob)) nach (2): (10). )
= (o(u(boa)o)((aa ) 0)) nach (8), (6). (7
= (o(uo(bow))(ao(boa))) nach (7), (8)
= (o(a(boa)o)(u(boa)o)) nach (7)
= (o(a(boa)o)u) nach (11)
= (o(abo)u) nach (8), (6)
= (o(uob)(aob)) nach (11), (7)
= (ob(aob)) nach (10)
= (o(aob)b) nach (7)
= ((oob)ab) == (oab) nach (8), (6)

Aus (12) und (7) folgt
(13) (aodb) = (boa).

Erklaren wir nun ¢ Nb = (aob), a U b = (aub). Wir wollen zeigen, dafl
a U b von der Wahl des Elementes w nicht abhingt. Betrachten wir Elemente
u3, Uz mit
(14) (oau;) = a, (obw;) = b fir + =1, 2.
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a) Es sei zunachst (owjus) —= ur. Da (ousus) = ua, folgt nach (12) und (7)
(15) (u20uy) == (0u1u2).

Durch sukzessive Anwendung von (14), (12); (3), (7); (15,) (12) und (14) crgibt
sich

(wush) = ((aouy)us(bour)) == (a(ugouy)(bour)) = (a(ouiug)b) = (awud).

h) aq, we seien nun beliebig. Nach (9) gibt es ein Element % mit (ouju) = wi. i

1, 2. Durch sukzessive Anwendung von (14), (12); (7); (11), (7); (12),(7), (14);
(7). (14) ergibt sich (oau) = (o(aoui)u) = (o(auio)u) = (o(uoui)(aou;))

(o(ousn)a) = (ou;a) = (oau;) = a und dhnlich (obu) = b. Mit a) ergibt
sich nun (awu1b) = (audb) == (ausb).

SchlieBlich wollen wir zeigen, daf fiir beliebige Elemente z, y, z € N dic
Verbandsidentititen und das modulare Gesetz erfiillt sind. Zuerst gibt cs
cin Element 7 € N mit (oxi) = 2, (oyi) = y, (021) = z. In der Tat: Zu den
Elementen x, y gibt es nach (9) ein Element « mit (oxu) = z, (oyu) = ¥.
Ferner gibt es zu den Elementen u, z ein Element ¢ mit (ouz) = u, (0zt) = z.
Bs  gilt  nun  (oxi) == (o(xuo)i) = (o(tuo)(xuo)) = (o(ous)(xou)) = (ouxr) =

-~ (oxu) = a (wir haben der Reihe nach (9), (12), (7); (11), (7); (12): (7); (9)
angewendet). Ahnlich ergibt sich (oyi) = y. Die Menge {t/(oti) = t} erfiillt
nun die Voraussetzungen des Satzes von Hashimoto und bildet daher einen
modularen Verband, in dem (5) gilt. Hiermit sind fiir «, y. z die Verbands-
identititen, das modulare Gesetz, sowie die Relation (5) erfiillt.

Ks ist klar, dal umgekehrt in einem modularen Verband mit Nullelement
o die Operation (5) den Bedingungen (2), (3) und (9) gentigt. Damit ist der
Beweis beendet.

6. Bemerkungen

In der Acbeit [5] werden Systeme mit einer terndren Relation untersucht.
IXs sei S eine Menge mit einer terndren Relation [abc]. Fir @, b € S bezeichnen
wir mit M (a, b) die kleinste Teilmenge X von S mit folgenden Eigenschaften:

() a. beX

(2) ausa.y € X und [zuy] folgt u € X.

(Offenbar gibt es eine solche Menge.) In der Arbeit [5] ist eine Charakterisierung
der Verbande durch eine, gewisse Kigenschaften besitzende, ternare Relation
angegeben. Einige dieser Eigenschaften sind in TDH fiir die Relation (a, «
b) - w erfiillt. s sind dies die folgenden Eigenschaften:

’

(B) fiir beliebige a, b, c € S gilt M(a, b) . M(b, c) . M(c, a) + 0
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(Q) [ach] gilt genau dann, wenn M(a, ¢) . M (b, ¢) = {c}.
Es gilt ndamlich der

Satz 7.  Ks sel S ein TDH. Fir a, x, b € S setzen wir [«xbl genaw wenn («.
x, b) = x. Dann geniigt diese terndire Relation den Bedingungen (B) wnd ().
Beweis. Die Kigenschaft (B) folgt aus der folgenden Behauptune, die
unmittelbar aus [6, (2.8)] folgt:
(3) Zu jeden drel Elementen a, b, ¢ gibt es ein Klement x = (. b, ¢). so dal3 [axh],
|bxe], [cxa].
Die EKigenschaft (C) wollen wir mit Hilfe von (3) bewiesen. Es scei M(«, ¢).
. M(c. b) = {c}. Nach (3) ist (a, b, ¢) € M(a, ¢). M(c, b), also (a. b, ¢) = ¢.
Ks sei nun (a, ¢, b) = ¢. Da (a, ¢, ¢) = (¢, ¢. b) = ¢, ist ¢ « M(e, ¢). M(c. b).
Es sei nun s € M(a, ¢) . M(c. h). Da (w. s, ¢) =8 == (c. s. b). gilt & = («, 5. ¢) ==
= (a, (c. 8. b),e) — ((a.c.e)os, (a, b, ¢)) == (e, 8. ¢) = ¢. Hieraus folgt M(a, c).
. M(c.b) — {c).
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