
Matematicko-fyzikálny časopis

Hilda Draškovičová
Über die Relation 'zwischen' in Verbänden

Matematicko-fyzikálny časopis, Vol. 16 (1966), No. 1, 13--20

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126720

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1966

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/126720
http://project.dml.cz


. VI ž-:\! V n e K O - F Y Z i i\ U.N\ ě \ M h M ^ S.W. U'. 

CBEII DIE RELATION ..ZWISCHEN" IN VERBANDEN 

I I i . . i ) . \ n i C X c e i »\ !< Ov .V H r o í i s l a 

K- sei (M. '•} ein metr i scher Raun;, und rs seien x. • ', h. r M. Setzen wir 
h'1; a. h. r\ n[x. a) • c(,r. h) n{.v, r). Fs sei ferner V(a. b. r) d t " Menge 
derjemg'-;; Kiomcnto ..>••. . ]/, ju denen die Funktion, /(.r) -- j.<" a. h, r\ das 
Mhuminu a m h m m t . S. i\ A r a n n ! l | hat gezeigt, dali metr i sche R ä u m e , bei 
denen für jede drei F l e m e n i e a. b. r de Monge V(a. b. r) «?r:i;iii ein F i e m e n t 
e n t h a l t . eine n a t ü r b e h e Yoivligvn.o'ncrung \ on dis tr ibui Fem Verbänden 
darstel len. Lu dieser Note wird eine Yt:rban<nthoo:,vtlsoJ.o ( m a r a k t e r i s k T u n g 
( k r Allonge Via. b. r) für den Fall d-rv metr ischen YT(:'rbände angegeben. Dies 
ermöglicht eine der Monge \r{a. b. r) anale.gische AJenge in beliebigen Yerbän-
d( 11 zu erklären, (wir bezeichnen sie mit Jt(a, b. r)h Wir weilen eine e h d a e h e 
r h a r a k t e n s i e r u m i ' i\rr moduhsrou und disu ibutiven Verbände mit Hilfe der 
Menge B(a, h. r) und eine r h a r a k t e r F i e r u n g m o d u l a r e r und d i s t r ibut iver 
Verbände mit Nuilclcnicnt durch gewisse lernäro ()|)crafi( meu a n f ü h r e n . 

I. Reze.ehnnngen 

[n einem metrischen Raum (AI, o) wird die Relat ion <> (a, b) ~j - l>(b, -) = 
- n((t. r) mit abr bezeichnet. Ln einem metr i schen V e r b a n d ist ahr m i t der 

Relation 

(1) (a n 6) U (b n c) b -- (a U h) n (b U c) 

äquiva lent (siehe [3]). Wir werden abc auch in dem Fall schreiben, wenn hl 
einem beliebigen Verband die Relat ion (J) erfüllt ist. Setzen wir ferner 
B(a. b) {x\axb}. B(a. b, c) - B(a, b) . B(b, c) . B(c, a). (l) Ähnlich wird in 
einem metr i schen R a u m die Menge aller Kiemente x, für die axb, bxc u n d exa 
gilt, mi t B*(a, b, c) bezeichnet. I n einem metr i schen Verband gilt B(a, b, c) •= 
--• B*(a, b, c). 

(]) Mit . hc/cichncn wir den men^ent hcoret ischen Durchschnit t . 
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2. Eigenschaften der Menge B(a. b, c) 

Satz I . Ist in einem metrischen Raum B*(a, b, c) J 0, so gilt B*(a. b. r) 

= V(a, b, r) . 

B e w e i s . Die Relat ion B*(a, b, c) c= V(a. b. r) folgt aus [l. Lemma l |. 

Es sei nun x e V(a, b, r) . Gä l te axb n icht , so würde o(a, x) -\- o(x. b) > o(a. b). 

o(x, b) -\- o(x, c) > p(b, c), o(x, c) -f- n(a, x) > o(c. a) und hiermit 

(2) [x: a, b, c] > \[o(a, b) -f o(b, r) 4 o(c. a)]. 

Es sei s E #*(a , b, r) . Nach [1, L e m m a 1] gilt \s: a. b. r] - \\<j{a, b) — o(b, r) *-

f Q(C, a)], was zum Widerspruch mi t (2) führ t . Es gilt daher axb u n d ähnlieh 

heweist m a n bxc, exa, so daß B*(a, b, c) — V(a, b, c) gilt. 

Satz 2. Ein Verband S ist genau dann modular. nenn B(a, b. r) 0 für j<(h 

a, b, c e S. 

B e w e i s . Es sei S modula r und s =-. (a U b) n (b U r) n (r U a). Es uiit 

(O u ,s) n (,s* U b) — {r/, u \(a U b) n (b u r) n (r u a)\\ n {b u [{a U b) n 
n (b u r) n (r U O)]J -: \(a u b) n (r u O) n (a U b U r)J n \(a u b) n (b u 
u r) n (O u b u r) | — (a u b) n (b u r) n (r u a) ------ *. (O n >•) u (b n *) 

-- [O n (b u r)] u [b n (r u a)] — f[O n (b u r)] u b) n (r u O) (O u b) n 
n (b U r) n (r U O) -- s. also * e 7>(a, b). Ähnlich heweist m a n w e Bin. r). 

•s* c />(b, r) , so daß * e B(a, b, r). Ist der Vorhand nicht modula r . so (Mithält 

er einen nichtmodularen. Tei lverhand, der aus Elementen a, b. r. //, r besteht 

mit u < a < r < ?% M - ' b < ??. Wir behaup ten , daß B(o. b. ") ('•. Li d(M" 

Ta t , für ein Element x r: B(a, b, r) m ü ß t e a ~ a C\ r (a U x) n (.r U r) 

.r --- (O n .r) U (.r n r) - a U r — r gelten. Daraus folgt r r n r (b u 

U x) n (,r U r) -̂_ ,r ^ (b n .r) U (,r n O) - n. U a a — ein Widerspruch . 

Satz 3. /H einem metrischen Verband gilt V(a. b. r) ----- J>(O. b. c) für bellt big< 

Elemente a. b.c. 

1 >i \\ e i s . Der Satz folgt aus den Sätzen 1 und 2. 

Satz 4. Bin Verband S ist genau dann distributiv, trem) für j<de a. b. r e S <h'< 

Menge. B(a. b. r) genau ein Element enthält. 

B e w e i s . Nach [2, Kap . IX , Lemma 2 | gilt in einem dis t r ibut iven Verband 

ß(a. b, r) \(a U b) n (b U c) n (r U a)}. Es sei n u n S n icht d i s t r ibu t iv . 

Wäre S n icht modular , so wäre nach dem Satz 2 B(a. b. r) -- 0 für gewisse 

Elemente (t, b. r e S. I s t S modular , so en thä l t er einen n ieh td i s t r ihu t iven 

Tei lverband mi t fünf Elementen u, v, ai, r/j. a?>: u <' a-, r \i 1. 2. o). 

Dann gilt n, v e B(a\ , a-2, a%), so daß in einem n ieh td i s t r ibu t iven Verband 

.Elemente a, b, r existieren., Wir die die Menge» B(a. b, r) nicht eiuelomentig 

ist. 



K o r o l l a r (vgl [1]). Ein metrischer Verband S ist genau dann distributiv, 

ivcnn er die folgende Eigenschaft besitzt: (X) Zu je drei Elementen b, c, d e S gibt 

es ein Element s e S, so daß für jedes x e S. x / s, gilt: [s: b, c, d] < [x; b, c. 

</|.(2) 
B e w e i s . Die B e h a u p t u n g folgt aus den Sätzen 4 und V 

3. Charakter i s ie rung der d is t r ibut iven Verbände 

durch eine t e rnä re Opera t ion 

Definition [T ]. Eine Menge I mit einer ternären Operation (a, b, c) heiße ein 

ternärcr distributiver Halbverband (kurz TDH), wenn in diesem System die 

folgenden drei Identitäten erfüllt werden: 

(Tl ) (a, a, b) a 
(T'2) (a, b. c) bleibt bei jeder Pcnnutaiixm der Elemente, a, b, r unverändert 

(VW) (a, (b. c. r/), r) ^ ((a. b, c), c, (a, d, r)). 

!\I. S ho l a n d e r ha t bewiesen [t>, Theorem (5. 2)]: 

Ein distributiver Verband kann als TDil S charakterisiert vrerden, der do' 

folgenden Hcdingung (O) genügt. 

(()) S enthält Folgen u\ , u», ••• und v\ . v±, ..., so daß es zu jedem a e S eine 

Ordnungszahl n(a) mit der Eigenschaft (u,-. a. vj) -- a für jede i,j ^ n(a) gibt. 

Dabd hat die ternäre Operation des enisprechewelcn TDH in dem betrachteten 

\'crb((h'd di( folgende Hedeutung: 

{a, b. c) -- (a n b) U (b n r) U (r n a). 

A n m e r k u n g . Die hier zi t ierte Formul ierung der Bedingung (()) m [ f> ] 

ist unkor rek t . Die Bedingung (()) wird in jedem Verband trivial erfüllt: Ivs 

genügt' die Folgen {uu), {v,,]> beliebig zu wählen u n d zu jedem Element a 

des be t rach te ten Verbandes die Ordungszahl n(a) so zu wählen, daß n(a) 

größer ist als alle I n d e x e der Folgern {u,,\. {vN}. Offen bar soll die Bedingung (()) 

wie folgt lauten: 

(()') Es gibt in dent betrachteten TDH solche (transfiniten) Folgen (u„, : n cA), 

(vn: n c A). daß zu jedem Element et dieses TDH eine Ordnungszahl n(a) r A 

existiert, so daß (ut, a, Vj) a für jede i, j e A, i, j !> n(a). 

Die Behaup tung von Shoiander ist in einer R ich tung unricht ig: Die Bedin-

{-) In d(M* Vormulienm;2; de r KiüenschaH (V) in |1] w i r d noch d ie Vilideut iu'keit von -s 

ausd rück l i eh ve r l ang t . Ks ist j edoch k la r , daß aus der oben angegebenen F o r m u l i e r t m'_i; 

d ie K indeut iü'koit von s folirt -



ц m :- t( У) m u b n h ď t in r ď n u Һe l r i b u t i \ ou \h ľho.ud ' ľ ľ h ď w e r d e n . wie d a s 

íol<.ммoo' !ìíďuч.-І yeďҷ .[•') 

V»Һ s ц d ' h Ľď xci X d e r \ ' e r h a u d a ì ieľ e ц d ď h i ц T ď b u e ц g e n d o s I n t e r v a І V 

h U. i (<\:usehlicß| ieii e o ľ íooreц Лďn/ч ) oм Һeлuo.:' ; u ď d i c ( )ц,ц 'at Һ мu.ч: d c s 

m O í î o e p l ď ì e o ľ . Һ i s c h c o VMlľeiìSeҺnІl ÍO< U П І d o r U п \ U.f c ì ì t ď e o ľ ' U ;s ę] 0 M 1. Y e r -

oiцigнi . ;? . Л n c w n o m м ì e n '• • ••\;-UІoľen eì u ( ìľлnst ìцiVU ľ''»|vj. ц 10 : n -\ .1 ). 

{v„ : n '• Л) n ď d. м- a n g o ц e ď ч t e o K ď e м s e ď d ď X . u ď 1 " \ ď u ; ц— >. í ч.ung g i b t 

cS '-'U j e J г î Ц Ч > ( ІUOП VЧІOX .".//. í , S Є ( Һ ] /; (:\. ,{,_ r:) U. U /'. e \ 

í ! ! '; 
ťhľ / , >/(//) IVчiчuчuvn u i r d i e Vhчneote a,( h < i " -ď !l V 

2, . ... VUľ ì '. • П(<\) Пi íi'Ú\ a; • fc-. WüľO d ìo лďч Цo , ЧCJ' ІU ď \ e 0/ 

{] b u ď d a u ď ď o \ ď n ц e d e r nu í ІІÎ'SІ( iнм» / a h í c e ) sueht : n u d ď e h S n e l . -<> 

OXІsíҺ ł'íc e'ңj ІПUЄЧ e; • V : o dal.) 0/ - П) ťhľ ЧÌІo na íÜľІІo í .e Z ď u e , ; ]. (>MUU 

мaife o,;- - ' ІГ.: ťiď ;<ďo м a t h t ď e h e Xмhl / in) \\hd(м's |И'ueh v.wc vwЛlv-lil^Aì 

ďcľ ДҺЧÌU •'!•,,.. Ň H : ' І b ľ (Uo Дí( ІU.C .V u u t Л Voчď.iПІ 1>ІЄ UMЧ\0« >•> ho;мч :b- hie 

SíПìiîìlЄ ••' eҺe ľ MeПlУe;; -O . //; Yh І :ď (MUO м b z u ď h м ľ e M O U :." 0 Yмon i \ ' м ď ľ t 

zii j e d e ľ ďчď! :/. - и,] < мi l u ď \ П\J.) u Л' s e ďц» \y\ u/ , , , , h v r ч h i y •_ s, 

\\ ЧS " ď ďhdcOUЧЧoď ďľ, 

I )ocҺ ІUІÎUKM! d i s l ľ ìbid ive Y o ľ ď i n d e nnt X i d l o i í u u c n t 'huчhi ; C ! : \ ' Í Ч ! ( N 

. \ \ i m n e h a i a k t e r i s i e r t woiчVчo 

( T u ) Fs (jibt ciìì FAcna ľf o , I U.ІҺІ :.u jc zu/ci iïhnaчfcn ч\ b ! > ,ďu •• rl <iu 

FAcmc.td n f / . NO ď/Һ (i>, //., ?/) мu í'u Һ. \) b. 

Ічs xvilt < W í o h ц м ì d í -

Sa-l^ ù. Fs sci I <'in. 'IЧПI. dcr daҷ Лxioni (T-\) crfiìlli. Dann lvnnan in I 

dic Oivca.ľюncîi V) und П *o crkìärt icrrdcn, daj.ì ( / . ГV кj) (,'n -J,-arihni}rcr 

Vcïhtľn.d ìnil X'ЛІÌcìcìľtCìd ist irorin {/V b. c) (a П b) U (/> П < ; U (c П .7). 

Flìajckcìtìt. jcdcr distribiUicc Vcrband m.Іt Xvllttcmc/d isf /ď ď :nj uuf dic 

Operatioн (a, b, e) (a П b) u (b П c) u (c П a) cin TПif urd UOÌІЬJІ d<r 

Bedin(jun(j ( T 4 ) . 

B e w e V s . F ü r a, b c l o r k l a r e n u i ľ // П b (//. n, b). hhs sei // ein. i )o l i e ìucos 

E l e m e n t a u s ( T l ) . S e t / . e n vvir a U b ^ (a, ?/, b). W i r vľollen zeiuммi, d a ß a U b 

v o n d e r W a h l v o u // n i e l i t a b h ä n o ; t . 

E s s e i e n Hi, iľ> E l e m e n t o m i t (O, a, uì) a. (o, b, u() - b ť ü r /' V 2. 

a ) Z u e r s t Ь e t r a e h t e n w ir d e n iSpezial fal l , w e n n (O, щ , U2)---n\ g i l t . ЛГit H i i ť e 

v o n ( T 2 ) und ( r ľЗ) e r g i h t siídi d a n n (a, u^, b) — ((O, a, ui), u-i. (O, b, щ)) -----

----- (O, (a, ' І Í2 , b), щ) ~- (o, (a , b, iľz), Hi) -- ((O, a, щ), b, (O, u\, u*)) -= (O, b. 

щ) =- (a, u\, b). Ь) ti\, u-2 s e i e n ш ш Ь e l i e h i g . N a e h ( T 4 ) g i b t es e i n F l e m e n t // 

(:Һ Dicsos l^cispiol vчччlanke icii ITcľrn M. K o l i l d a r . Һeг mit seimмi lUitschlaцччi zur 
'Hcsscrung diescг Лт-łxмt Ьeiüчм ragen hat-. 

j t; 



mit (O, u<, u) ---- ut (i - 1, 2). Mit Hilfe von (T l ) u n d (T3) ergibt sich (O, a, 

u) -^ (O, (O, a, Ui), u) — ((O, O, u), a, (o, ui, u)) = (o, a, ui) — a (i = 1, 2). 

Ähnl ieh bekommt m a n (O, b, u) b. N a c h a) gilt (a, u\, b) — (a, u, b) = 

= (a, H2, b). 

Nun wollen wir zeigen,daß für beliebige E lemente a,b,c e I die Verbands iden­

t i t ä t e n und die Dis t r ibu t iv i tä t erfüllt sind. Zuers t g ib t es ein E l e m e n t i e I 

mi t (O, a, i) = a, (o, b, i) = b, (o, c, i) -~ c. Es g ib t näml ich zu den E l e m e n t e n 

a, b nach (T4) ein Element u e I, so d a ß (O, a, u) = a, (o, b, u) = b. Zu den 

Kiementen c, u g ib t es ein / e / mi t (O, ?/, /) = u, (o, c, i) = c. Dann gilt (O, a, 

i) (O, (O. a. u). i) -— ((O, O, /), a, (o, u, /)) --— (O, a, u) = a. Analog ergib t sich 

(O, b. i) ----- b. Die Menge {x \(o, x, i) = x} erfüllt die Vorausse tzungen des 

Satzes 4 in [2, Kap . TVj und bi ldet somit einen d i s t r ibu t iven Verband in 

bezug auf die Opera t ionen x n // (x, o, y), x U // = (x, i, y). H ie raus folgt, 

daß für die Kiemente a. b. c die Verbands iden t i t ä t en und das d is t r ibu t ive 

Gesetz erfüllt sind, sowie auch die Relat ion (a, b, c) = (a n b) U (b n c) U 

U (c n a). 

Die B e h a u p t u n g , daß ein d i s t r ibu t iver Verband mi t Nul le lement ein T D H 

ist und (T4) erfüllt , ist klar. 

5. Charakter i s ie rung der modula ren Verbände 
durch eine t e rnä re Opera t ion 

J . H a s h i m o t o ha t den folgenden Satz bewiesen [4, Th . 2]: 

Ks- ,sW A ein algebraisches System mit einer ternären Operation (a b c) und 

mit den Elementen O, / , so daß folgende Identitäten gelten: 

(1) (OaI) -~~- a 

(2) (baa) ----- a 

(3) ((ade)b(cde)) - [a(bed)(ced)). 

Erklärt man nun 

(4) a u b - (alb), a n b = (aOb), 

so ist (A, n , U) ein /nodularer Verband mit dem kleinsten und dem größten 

Element, worin 

(5) (abc) --. ((b U c) n a) U (b n c) - (b U c) n (a U (6 n c)) 

a/lt. lrmgekehrt erfüllt die Operation (5) iH einem mod^daren Verband mit dem 

kleinsten und dem größten Element die Identitäten (1) 6/s (4). 
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I m Be/weis dieses Satzes zeigte J . H a s h i m o t o , daß aus (2) und (3) folgt: 

(ß) (abei) = a = (eietb) 

(7) (ade) = (aed) 

(8) ((adc)bc) = (a(bcd)c) = (a(bdc)c). 

D e f i n i t i o n . Eine Menge N mit einer ternären Opereition (eibc), die die Identi­

täten (2) und, (3) erfüllt, heiße ein ternärer modularer Halbverbemel (kurz TMII), 

Die modula ren Verbände mi t Nu l lelement können wie folgt charakter is ier t 

werden: 

Satz 6. Es sei N ein TMH, der das folgende Axiom erfüllt: 

(9) Es gibt ein Element o eN und zu je zwei Elementen a. h e N exiliert (in 

Element u e N, so daß (oau) = a, (obu) = b. 

Dann können in N Operationen n und U erklärt werden, so daß (N. n , U) 

ein modularer Verband mit Nullelement o ist und (5) gilt. Imgekehrt bildet ein 

modularer Verband mit Nullelement o in bezug auf die Operation (5) einen TMH 

mit der Eigenschaft (9). 

B e w e i s . Wir wollen zuerst einige Iden t i t ä t en für T M H nachweisen. Sei // 

ein zu den E lementen et, b eN nach (9) angehöriges E lemen t . Mit Hilfe von 

(6), (9); (3), (7); (2), (9) ergibt sich 

(10) (uoa) = ((uau)o(oau)) = (u(oau)(oau)) = (oau) = a 

und cähnlich (uob) = b. Durch Einsetzen e = a in (3) ergibt sich un te r 

Berücksicht igung von (7) und (6). 

(11) (a(cda)b 

Ferner gilt 

(12) (aob) = 

(eib(cda)) = ((ada)b(cda)) = (a(bad)(cad)) = (a(cda)(bda)). 

(o(aob)(aob)) = (o((uao)bo)(eiob)) nach (2): (10). (/) 

= (o(u(boa)o)((aao)bo)) nach (8), (()), (7) 

= (o(uo(boa))(ao(boa))) nach (7), (8) 

= (o(a(boa)o)(u(boa)o)) nach (7) 

= (o(a(boa)o)u) nach (11) 

= (o(abo)u) nach (8), (6) 

= (o(uob)(aob)) nach (11), (7) 

= (ob(aob)) nach (10) 

= (o(aob)b) nach (7) 

= ((oob)ab) = (oab) nach (8). (fi). 

Aus (12) u n d (7) folgt 

(13) (aob) = (boa). 

Erk lä r en wir n u n a r\b = (aob), a\J b = (aub). Wir wollen zeigen, daß 

ß U ö von der Wah l des E lementes u n ich t abhäng t . Be t r ach t en wir E l emen te 

u\, uz mit 

(14) (oaui) = a, (obut) = b für i = 1, 2. 

18 



a) Es sei zunächs t (OH1H2) ~ u\. Da (0U2U2) -= ui, folgt nach (12) und (7) 

(15) (U2OH1) — (0U\U<L). 

Durch sukzessive A n w e n d u n g von (14), (12); (3), (7); (15,) (12) u n d (14) ergibt 

sich 

(auob) -- ((a,ou\)u2(bou\)) = (a(u20U\)(bou\)) = (a(ou\U2)b) = (au\b). 

b) u\, 7/2 seien n u n beliebig . Nach (9) g ibt es ein E l e m e n t u mi t (oum) = u;, ? 

1,2. Durch sukzessive A n w e n d u n g von (14), (12); (7); (11), (7); (12), (7), (14); 

(7), (14) ergibt sich (oau) = (o(aout)u) = (o(auto)u) = (o(uom)(aoui)) 

(o(ouiu)a) = (ouia) = (oaui) = a u n d ähnl ich (Ob^) = b. Mit a) ergibt 

sich nun (au\b) -— (aub) = (O/H2b). 

Schließlich wollen wir zeigen, daß für beliebige E l e m e n t e x, y, z e N die 

Verbands iden t i t ä ten und das modula re Gesetz erfüllt sind. Zuers t g ibt es 

ein Element i e X mi t (oxi) = x, (oyi) — y, (ozi) = z. I n der Ta t : Zu den 

Elementen .*\ // g ib t es nach (9) ein E l emen t u mi t (oxu) = x, (oyu) --=-- //. 

F(^rner gibt es zu den E l e m e n t e n u, z ein E l e m e n t i m i t (oui) = u, (ozi) — z. 

Es gilt n u n (oxi) — (o(xuo)i) = (o(iuo)(xuo)) = (o(oui)(xou)) — (oux) •— 

(oxu) = x (wir haben der Re ihe nach (9), (12), (7); (11), (7); (12); (7); (9) 

angewendet ) . Ähnlich ergibt sich (oyi) = y. Die Menge {t\(oti) = i) erfüll t 

nun die Vorausse tzungen des Satzes von H a s h i m o t o u n d bi ldet daher einen 

modularen Verband, in dem (5) gilt. H ie rmi t sind für x, //, z die Verbands­

ident i t ä ten , das modula re Gesetz, sowie die Re la t ion (5) erfüllt . 

Es ist klar , daß u m g e k e h r t in einem modu la ren Verband mi t Nul le lement 

o die Operat ion (5) den Bedingungen (2), (3) und (9) genügt . Dami t ist der 

Beweis beendet . 

6. B e m e r k u n g e n 

En der Arbei t [5] werden Sys teme mi t einer t e r n ä r e n Rela t ion un te r such t . 

Es sei Seine Menge mi t einer t e rnä r en Re la t ion [abc]. YÜY a, b e S bezeichnen 

wir mi t M(a, b) die kleinste Tei lmenge X von S m i t folgenden Eigenschaften: 

(1) a. b G X 

(2) aus x, y e X u n d [xuy] folgt u e X. 

(Offenbar gibt es eine solche Menge.) I n der Arbe i t [5] ist eine Charakter i s ie rung 
der Verbände durch eine, gewisse Eigenschaf ten besi tzende, t e rnä re Re la t ion 
angegeben. J^inige dieser Eigenschaf ten sind in T D H für die Rela t ion (a, x, 

b) x erfüllt . J^s sind dies die folgenden J^igenschaften: 

(B) für beliebige a,b, c e S gilt M(a, b) . M(b, c) . M(c, a) # 0 

1 <> 



{'•}• (C) [ach] gilt genau dann , wenn M(a, c) . M(h, c) 

Es gilt nämlich der 

8atz 7. Es sei S ein T D H . Für a, x, h e S setzen wir [axh] genau trenn (a. 

x, b) -r=- x. Dann genügt diese ternäre Relation den Bedingungen (B) und (C). 

B e w e i s . Die Eigenschaft (B) folgt aus der folgenden B e h a u p t u n g , die 

unmi t t e lba r aus [6, (2.8)] folgt: 

(3) Zu jeden drei Elementen a, 6, c gibt es ein Element x ----- (a. b, c), -s*O daß [axh], 

\bxc], [cxa]. 

Die Eigenschaft (C) wollen wir mi t Hilfe von (3) bewiesen. Es sei M((t, c). 

. M(c, 6) = {c}. Nach (3) ist (a, b, c) G M(a. c) . M(c, 6), also (a. h. c) - c. 

Es sei nun (a, c, 6) ^ c. Da (a, c, c) ----- (c, c. h) ~ c, ist c e M(a, c) . M(c. h). 

Es sei nun s G M(a, c) . M(c, 6). Da (a. s, c) --- .5 — (c, <s\ 6). gilt s — (a, s. c) -

=-- («, (c. s, 6),c) — ((a. c. c). s, (a, 6, c)) = ---- (c, .9, c) - c. Hie raus folgt M(a, c) . 

. M(c, b) - {c}. 
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