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Matematicky &asopis 18 (1968), No. 2

PSEUDOKOMPLEMENTARE HALBVERBANDE

TIBOR KATRINAK, Bratislava

In dieser Arbeit zeigen wir, dafl man viele der die distributiven und pseudo-
komplementédren Verbinde betreffenden Begriffe und Behauptungen auf
U-Halbverbénde iibertragen kann.

1. DISTRIBUTIVE U -HALBVERBANDE

Definition 1. Eine nichtleere Menge S heifit ein U-Halbverband (weiter
einfachheitshalber nur Halbverband), wenn in S eine assoziative, kommutative
und idempotente bindre Operation U erkldrt ist.

In jedem Halbverband laft sich auf natiirliche Weise mit Hilfe der U-Opera-
tion eine Ordnungsrelation definieren: @ < b genau dann, wenn a U b = b.
Beziiglich dieser Ordnungsrelation bedeutet a U b das Supremum von Ele-
menten a, b. Wenn es beziiglich dieser Ordnungsrelation auch das Infimum
von Elementen a, b gibt, werden wir dieses Element mit @ N b bezeichnen.

Definition 2. Eine Teilmenge J eines Halbverbandes S heifst ein Ideal, wenn
aVbed mit a, b e J dquivalent ist.

Es bezeichne Iy(S) die teilweise geordnete Menge (beziiglich der mengen-
theoretischen Inklusion) aller Ideale eines Halbverbandes S. Iy(S) bildet
einen vollstdndigen Verband. Wenn {J4; « € A} ein System von Idealen eines
Halbverbandes § ist, dann J =V (Ja; x€d) ={reS;x <y, V...Vy,,
wobei y, € J, fir irgendeine a1, ..., an € A}(1). Diese Operation in der Menge
Io(S) werden wir ,,verbandstheoretische Vereinigung‘“ von Idealen nennen.
Ahnlich, A(Ja; 2 € 4) = N (Ja; x € A)(2). Die letzte Operation in der Menge
Iy(S) werden wir ,,Durchschnitt‘‘ nennen.

Es bezeichne I(8) die Menge aller nichtleeren Ideale eines Halbverbandes S.

(1) ,,V* bzw. »A\‘¢ wird eine Supremums- bzw. Infimumsoperation bezeichnen.
(®) ,,U¢ bzw. ,,N* wird eine mengentheoretische Vereinigungs- bzw. Durchschnitts-
operation bezeichnen.
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I(8) ist ein Teilverband des Ip(S) genau dann, wenn S eine nach unten gerich-
tete Menge ist, d. h. fiir jedes Elementenpaar z, y € S gibt es ein Element
z€ S so, daB z < z, 2 < y. Dann ist der Durchschnitt von endlich vielen
Idealen aus I(S) und verbandstheoretische Vereinigung von Idealen aus I(S)
wieder ein Ideal aus I(S). Ein wichtiger Fall eines nach unten gerichteten
Halbverbandes ist ein Halbverband mit dem kleinsten Element.

Existiert fiir die beliebige nichtleere Teilmenge eines Verbandes L das
Supremum, so nennen wir L einen \/-vollstindigen Verband.

Definition 3. (siehe [7]). Sei L ein \/-vollstindiger Verband. Ein Element
x € L heifit kompakt, wenn aus x < \/ (xa; « € A) fir eine endliche Teilmenge A’
von A x < \(%a; € A") folgt. L heifit kompakt erzeugt, wenn jedes Element
eine Vereinigung (endlich oder unendlich vieler) kompakter Elemente ust.

Fiir Iy(S) aus [7] bekommen wir

1.1. 8 set ein Halbverband und Io(S) der Verband aller Ideale des S. Dann
ist J € Io(S) ein kompaktes Element genau dann, wenn J ein Hauptideal ist,
oder J = 0 (3), (4).

1.2. (siehe [7, Satz 11). Ein nichtleerer Verband L ist mit dem Verband aller
Ideale Io(S) eines Halbverbandes S genauw dann isomorph, wenn

(1) L vollstindig und

(2) L kompakt erzeugt ist.

Ahnlich kann man analoge Behauptungen fiir 7(S) beweisen.

1.3. Ses I(8S) der Verband aller nichtleeren Ideale eines nach unten gerichteten
Halbverbandes S. J € I(8) ist etn kompaktes Element genaw dann, wenn J ein
Hauptideal ist.

1.4. Ein nichtleerer Verband L ist isomorph mit dem Verband aller nichtleeren
Ideale I(S) eines nach unten gerichteten Halbverbandes S genaw dann, wenn

(1) L/ -vollstindig und

(2) L kompakt erzeugt ist.

Definition 4. Ein Halbverband S heifit distributiv, wenn aus t, x, y € S,
t<zUy,tLextLy folgt, daf in S solche Elemente x1 < x, y1 < y existieren,
dafp x1 U y1 = t.

1.5. In einem Halbverband S sind folgende Bedingungen dquivalent:
(1) S ist distributiv und nach unten gerichtet;

(®) Fur a € S ist die Teilmenge {x ¢ S; # < a} ein Ideal. Dieses nennt man das Haupt-
ideal und bezeichnet (a]. Ahnlich, [a) = {x € S; = > a}.
(%) @ bezeichnet die leere Menge.
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(2)aus t, z, ye S und t < x Uy folgt, daP in S solche Elemente x < =z,
Y1 < y existieren, daf3 t = 21 U y;.

Beweis. Aus (1) folgt (2). Seien ¢, x, y€ S, ¢ < x Uy. Wenn ¢ < z, dann
existiert ein Element z €8 so, dal z < ¢t und z < y. Daraus folgt ¢ =t U z.
Ahnlich erledigt man den Fall ¢ < y. Fiir t < «, t < y folgt (2) unmittelbar
aus (1).

Aus (2) folgt (1). Offenbar z < x U y (x, y € S). Dann existieren die Elemente
21, y1€8s0,daB z; < @, ¥1 < y und x = 21 U y;. Daraus folgt y; < x und §
ist nach unten gerichtet. Die Distributivitdt von S folgt unmittelbar von (2).

1.6. Sei S ein Halbverband. Der Verband Io(S) ist distributiv genau dann,
wenn S distributiv st.

Beweis. Notwendige Bedingung. Sei Ip(S) ein distributiver Verband.
Seien t <zVy, t£x, t£y. Dann (]=(¢]1N@Vy]l={tIN E}uU
U {tln (y]}. Wire (t{]N (x] =0 bzw. (1N (y] =9, dann (] = (] N (y],
bzw. (£] = (t] N (x] und daher ¢ < y, bzw. ¢ < z, was zum Widerspruch fiihrt.
Also (#]] N (2] £ 0 und (] N (y] #% 9. Dann kann man schon solche Elemente
z1€(]N (x], y1€ (] N (y] finden, daB t =z Vyrund = < 2, y1 < .

Hinreichende Bedingung. Seien Ji, J2, J3 € Io(S). Offenbar J; N (J2 U J3) o
> (J1NJ) U (J1 N J3). Daher fOlgt aus D =J1nN (J2 U J3) auch 0 =
= (J1 N J2) U (J1 N J3). Weiter geniigt es § #~ J1 N (J2 U J3) vorauszusetzen.
Sei teJiN (J2U J3). Dann teJ;, teJ, U Js. Es gibt Elemente z € Js,
yedJs so, daB t < U y. Dann ist entweder ¢t < «, bzw. ¢ < y oder ¢t £ v,
t £ «. Im ersten Falle ist ¢ € J3, bzw. t € J3und daraus ¢ € (J1 N J2) U (J1 N J3)
Im zweiten Falle existieren der Annahme nach solche Elemente z1, y1 € S,
daf t =21 VUyiund 2, < 2, y1 < y. Offenbar 21 < ¢, y1 < t und ;1 € J1 N Jq,
yr1€J1 N Js. Dahert e (J1 N J2)U (J1 N J3) und J; N (JaU J3) = (J1NJ) U
U (J1 N Js).

Aus 1.6 folgt unmittelbar

1.7. Set S ein nach unten gerichteter Halbverband. Der Idealenverband I(S)
18t genau dann distributiv, wenn S distributiv ist.

Definition 5. Ein \/-vollstindiger Verband L heift \/-distributiv, wenn

Sur jede Teilmenge {xq; o € A} = L und jedes Element x € L
2NV (xa; x€d) =\ (xNxa; a€A)

gilt.

1.8. Jeder distributive und kompakt erzeugte Verband ist \/-distributiv.

Beweis. Seienx € L, {xy; « € A} = L. Offenbar x N/ (za; x € 4) > V (x N 2o
o € A). Betrachten wir ein kompaktes Element ¢ € L, wobei ¢ < x N \/(%a;
a € A) ist. Dann ¢ < 2, ¢ < V(@a; « € A). Daher fiir eine endliche Teilmenge
A cAc<\V@a;aed)undec < 2NV (@ € A')=V(@Nag; aed’) <
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< V@ Naa; aed). Weil L einen kompakt erzeugten Verband darstellt,
gilt x N (@a; € 4) < V(2 N 25 « € A) und daraus folgt schon die \/-Dis-
tributivitdt von L.

Satz 1. Sei L ein distributiver und kompakt erzeugter Verband. Wenn a U b,
aNb (a,be L) kompakte Elemente sind, dann sind die Elemente a, b kompalkt.

Beweis. Es geniigt sich nur auf den Fall @ 2= b, b 3= a zu beschrinken.
Sei a =\ (za; a € 4), b=\ (ys; B € B), wobei x4, ys kompakte Elemente
sind. Nach 1.8 ist anNb=\(za; acd)NV(yp; BeB)=V(xaN ys;
w€A, Be B). Sei ferner xy N ys = \/(2apy; y € Cap), Wobei zap, kompakte
Elemente sind. Dann a N'd = \/(V (zagy; ¥ € Cag); « € 4, p € B). Der Annahme
nach ist @ N b ein kompaktes Element und daraus folgt die Existenz endlicher
Teilmengen A, = A, By < B, wobei A; = {1, ..., au}, B ={f1, ..., Pn}
und endlicher Teilmengen C,, < C,, so, daB a Nb =\ (2,5 ¥ € Crp,>
1e{l,...,n},je{l, ..., m}). Betrachten wir die Elemente a; = \/(2a; « € 41),
b1 =V (ys; B € By). Daraus folgt aNbd > a1 N b = V(wa; a€41) NV (ys;
BeB)=V(xaNys; a€dr, peB)=V(r, Ny,; 1€{1,...,n}, je{l, ...,
m}) = V(2upy3 ¥ € Cup,r1€{1,...,n},j€{l,...,m}) =anb. Weiter aUb =
=V (2a; x€ 4) U V(yp; B€B). Weil a U b ein kompaktes Element ist und
a # a U b # b, existieren nichtleere endliche Teilmengen 4s < A, B; < B so,
dal aUb =V (xa; aeds) UV (ys; B B2). Setzen wir Az = A4; | A2,
B3 = B; U B:. A3, B; sind auch endliche Mengen. Sei az = \/(v«; « € 43),
b = V(yg; ﬂ€B3). Offenbar gilt a=a 2 a, b>0b>0b und as Nby =
=anbd, weil aNbr=anb Weiter aUb > azUbs > \(ra; a€d2)V
UV (ys; B € B:) = a U b. Aus den letzten Beziehungen sieht man, dafl

(*) aUb>aUbs > aUbr>auUbd
aUb>=aUb>=aUbs>aUb
(**) anNnb=aNbi<anb<anbd
anb=aiNby<azNb<and

Es ist bekannt, daB das relative Komplement in einem distributiven Verband
eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt as = a, bz = b. Weil die endlichen
Vereinigungen kompakter Elemente immer kompakte Elemente sind, sind
die Elemente a, b kompakt.

Aus den Behauptungen 1, 1.3, 1.4 und 1.7 folgt

1.9. Ser S ein distributiver nach wunten gerichteter Halbverband. Wenn die
verbandstheoretische Vereinigung und der Durchschnitt von Idealen Ji, Ja des
Halbverbandes S Hauptideale sind, dann sind auch J1, Jo Hauptideale.

Die Behauptung 1.9 ist eine Verallgemeinerung der bekannten Behauptung
von Idealen in distributiven Verbénden [5, Hilfsatz 11]. Mit Hilfe des Satzes 1,
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1.1, 1.2 und 1.4 kann man die analoge Behauptung zur 1.9 fiir distributive
Halbverbiande beweisen. Den Satz 1 kann man auch bei dem Kongruenzen-
verband @(L) eines Verbandes L verwenden. Es ist bekannt, daBl in @(L) die
Kongruenzrelationen der Art \/ (0, ;i€ {1, ..., n}) alle kompakten Elemente

sind, wobei @, die kleinste Kongruenzrelation @ € ©(L) die die Bedingung
a = b(0) befriedigt, bedeutet.

Definition 6. Ein Ideal P eines Halbverbandes heifft Primideal, wenn man
SJur die Ideale J1, J2, 0 # J1 N Jz < P fir irgendein ¢ € {1, 2} J; = P impliziert.

Definition 7. Eine Teilmenge D eines Halbverbandes S heift duales Ideal,
wenn es

(1) fur je zwei Elemente x, y € D ein Element z € D gibt, dafl z < x,z < y und

(2) aus z > y, y € D x € D folgt.

1.10. Sez P ein Ideal eines nach unten gerichteten Verbandes. P ist ein Primideat
genau dann, wenn S — P (5) ein duales Ideal des Halbverbandes S ist.

Beweis. Sei P ein Primideal. Seien z, y € § — P. Dann gilt offenbar (z] N
N (y] # 0 und (x] N (y] « P. Es existiert ein solches Element z € (x] N (¥],
daBl z¢ P. Offenbar z < z, y. Also S — P ist ein duales Ideal. Setzen wir
jetzt voraus, dafl § — P ein duales Ideal des Halbverbandes S ist. Seien J1, J2
Ideale des Halbverbandes S und J; ¢ P, J2 & P. Dann existieren « € Ji,
y €Js derart, daB x, y ¢ P. Also z, y € S — P. Daher ist die Existenz eines
Elementes z € S verbiirgt, so dal 2 < z, y und ze § — P. Also zeJ1 N J2
und Jy N Jp & P.

Die folgende Behauptung bietet eine Verallgemeinerung des bekannten
Stone — Satzes von distributiven Verbinden.

Satz 2. Sei J ein Ideal, D ein duales Ideal eines distributiven und nmach
unten gerichteten Halbverbandes S. Sei J () D # 0. Dann enthdlt die Menge
s@mtlicher das Ideal J enthaltender und mit dem dualen Ideal D disjunkter
Ideale ein maximales Element M. Das Ideal M ist ein Primideal.

Beweis. Sei /#; die teilweise geordnete Menge aller Ideale des Halbver-
bandes S, welche J enthalten und mit D disjunkt sind. Offenbar /%, #~ 0.
Nach dem Lemma von Zorn besitzt #; ein maximales Element M (eine
mengentheoretische Vereinigung einer Idealenkette von /#; ist wieder ein
Ideal aus # ;). Wir zeigen, dal S — M ein duales Ideal ist. Seien 2, y € § — M

und (#] N (y] < M. Da M ein maximales Element von .#; ist, dann M U (x] %~
FM#MU (y] und {M U (]} ) D # 0, {M U (y]} ) D # 9. Es existieren
Elemente ze{M U (]} D, y1e{M U (y]}[) D. Weiter existiert ein
Element z € D so, daBl z < #1, y1, weil D der Annahme nach ein duales Ideal

(8) 8 — P bezeichnet die mengentheoretische Differenz
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ist. Dann ze {(M U (z]) N (M U (y])} N D. Aus 1.6 (S ist distributiv) folgt
MU @@} n{MuU@yl} =M U {(z] N(y]} = M.Daher {(M U (z]) N (M U
VU (¥} N D == 0, was ein Widerspruch ist.

Unter dem minimalen Primideal (maximalen dualen Ideal) werden wir
weiter ein minimales Element (maximales Element) der teilweise geordneten
Menge samtlicher nichtleeren Primideale (nichtleeren und von S verschiedenen
dualen Ideale) des Halbverbandes S verstehen.

1.11. Sei S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. Ein
Ideal P # 8 ist ein minimales Primideal des Halbverbandes S genaw dann,
wenn S — P ein maximales duales Ideal des Halbverbandes S ist.

Beweis. Notwendige Bedingung. Nach 1.10 ist S — P ein duales Ideal.
Waire 8 — P nicht ein maximales duales Ideal, dann existiert ein duales Ideal D
so, dal 8§ — P < D #8, § — P # D. Offenbar (0] D = 0. Nach Satz 2
existiert ein Primideal P’ des Halbverbandes S derart, dal P’ D = 0.
Daraus sieht man P’ < P und P’ # P. Das fiihrt zum Widerspruch und
S — P ist ein maximales duales Ideal.

Hinreichende Bedingung. Sei § — P ein maximales duales Ideal. Nach
1.10 ist P ein Primideal. Wenn P’ %  Primideal des Halbverbandes S ist,
und P’ < P, dann § — P’ < § — P. § — P’ ist nach 1.10 ein duales Ideal.
Der Annahme nach ist aber § — P’ =8 — P. Daraus folgt P’ = P. Also
ist P ein minimales Primideal.

1.12. Ser S ein distibutiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. Zu
jedem Primideal @ # P £ 8 existiert dann ein minimales Primideal @ so,
daf3 Q@ < P.

Beweis. Sei @ 4 P £ 8 ein Primideal. GemaB8 1.10 ist S — P 4 @ ein
duales Ideal. Sei & die Menge sémtlicher dualer Ideale D des Halbverbandes S
mit der Eigenschaft: D £ 8, D =« § — P. Offenbar 2 # . 9 ist beziiglich
der mengentheoretischen Inklusion teilweise geordnet. Der Annahme nach
gehort 0 in kein duales Ideal von 2. Die mengentheoretische Vereinigung
einer Kette von dualen Idealen aus & ist wieder ein duales Ideal aus 2. Aus
dem Lemma von Zorn sieht man, dal £ ein maximales Element D enthilt.
Wir zeigen, daBl @ = S — D das gesuchte Ideal ist. Offenbar D 7 S. Dann
DN (0] = 0. Dem Satz 2 nach existiert ein solches Primideal @', da @' D =
= (). Nach 1.10 ist § — @' ein duales Ideal und S — Q' < D. Weil D ein
maximales Element in @ ist, folgt § — @' = D. Dann (nach 1.11) ist @' =
=@ = S — D < P ein minimales Primideal des Halbverbandes S.

Wenn 8§ ein nach unten gerichteter Halbverband ist, dann stellt die Abbild-
ung x — (x] (x €8) einen Isomorphismus (beziiglich der Ordnungsrelation)
von S in den Verband I(S) aller nichtleeren Ideale des Halbverbandes 8 dar.
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L(S) wird den kleinsten alle Hauptideale umfassenden Teilverband des
Verbandes I(8S) bezeichnen.

1.13. Sei S ein nach unten gerichteter Halbverband. S ist distributiv genaw
dann, wenn L(S) ein distributiver Verband ist. Wenn S distributiv ist, kann
man jedes Element a € L(S) in der Form

NDae=auU...Vay (a1,...,an€L(8)), wobei fir jedes ie{l,..., n}
Elemente x;,...,%; € S existieren, so daf a; = (xa] N ... N (2],
schreiben.

Beweis. Sei S ein distributiver Halbverband. Nach 1.7 ist I(S) ein distri-
butiver Verband und daraus folgt unmittelbar auch die Distributivitdt des
Verbandes L(S). Vorerst beweisen wir den letzten Teil der Behauptung.
Jedes Ideal der Art (1) gehort in L(S). Man kann sich leicht iiberzeugen,
daB Ideale der Art (1) einen Teilverband vom I(8) bilden und dafl man jedes
Hauptideal (x] in der Form (1) schreiben kann. Daraus ergibt sich, da L(S)
von Elementen der Art (1) zusammengesetzt wird. Sei jetzt L(S) ein distributi-
ver Verband. Wir beweisen, daBl I(S) distributiv ist. Nehmen wir an, daf3
J1,J2, J3 GL(S). Offenbar J; N (Jz V) J3) > (J1 N Jz) V) (Jl N J3). SeiteJi N
N (J2 U J3). Dann teJ; und es existieren solche Elemente xz € J2, y € Js,
dal ¢t < U y. Offenbar (t] = (t] N (x Yyl = (t]1 N {(x] Y (y]} € L(S). Der
Annahme nach ist (t] = {(t] N (]} U {(t] N (]} = (J1 " J2) U (J1 N J3). Aus
1.7 folgt dann die Distributivitidt von S.

2. PSEUDOKOMPLEMENTARE HALBVERBANDE

Definition 8. Sei S eine teilweise geordnete Menge, a, b € S. Ein Element
ayb eS8 heift relativer Pseudokomplement von dem Element a beziiglich des
Elementes b, wenn fiir je zwei Elemente x, y € S gilt:

(2) ¥<a,y<z=>y<b) =z < aub®

Eine teilweise geordnete Menge S heillt relativ pseudokomplementér, wenn
fiir je zwei a, b € S das Element a,b € S existiert. Wenn die teilweise geordnete
Menge S das kleinste Element 0 besitzt und fiir jedes @ € S das Element
a0 € § existiert, dann werden wir S eine pseudokomplementire, teilweise
geordnete Menge nennen, das Element a,0 mit a* bezeichnen und ein Pseudo-
komplement von a nennen.

Man kann leicht einsehen, daB a.b eindeutig bestimmt ist. Wenn die Menge S
aus der Definition 8 einen Halbverband darstellt, dann werden wir iiber einen
relativ pseudokomplementdren bzw. pseudokomplementiren Halbverband

(8) ,,= bzw. ,,<>* bezeichnet die Implikation bzw. die logische Aquivalenz.
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sprechen. Im Falle, dafl S einen Verband darstellt, ist die Definition 8 mit
der Definition des relativ pseudokomplementidren bzw. des pseudokomple-
mentéren Verbandes dquivalent [1, IX, §12].

Ohne Schwierigheit kann man beweisen, daf fiir eine pseudokomplementire
teilweise geordnete Menge S folgendes gilt:

(3) @ < b=a* > b*,
a < a**,
a* — g***

Aus (3) folgt, daB 0* = I das groBte Element von S ist.

Frink [3] untersuchte folgende N-Halbverbéinde:

Sei P eine Menge auf der eine bindre Relation N erkldrt ist, ein Element
0 € P existiert und fir jedes a € P gibt es ein Element a* € P mit folgenden
Eigenschaften :

(4) aNb=0>bnafiralleasbe P,

By an(®dnc)=(and)ncfirallea,b, ceP,
(6) a Na = a fir alle a € P und

(Y anb=0<anb*=a firallea,beP.

Aus (4) — (6) sieht man, dal P eine teilweise geordnete Menge ist, wobei
a <b<anb=aunda N bist das Infimum der Elemente a, b € P beziiglich
dieser Ordnungsrelation. Man kann zeigen (siehe[3]), daBl (7) mit

(7a) aNb=0<a < b*fiurallea,be P
dquivalent ist.

Aus (4) — (7a) folgt, daB P eigentlich ein pseudokomplementérer N-Halb-
verband im Sinne der Definition 8 ist.

Definition 9. Se: S eine pseudokomplementdre teilweise geordnete Menge.
Ein Element a € S heift abgeschlossen, wenn a = a**. B(S) bezeichnet die Menge
samtlicher abgeschlossener Elemente von S.

Aus (3) und Definition 9 folgt

2.1. Sei S eine pseudokomplementire teilweise geordnete Menge. Ein Element
a € 8 ist abgeschlossen genaw dann, wenn ein Element x € S existiert, daf} x* = a.
Ferner gilt

2.2. (Frink). Set P ein pseudokomplemenidrer N-Halbverband. Dann bildet
die Menge samtlicher abgeschlossener Elemente B(P) einen Booleschen Verband,
wobei fir je zwet a, b € B(P) a < b in B(P) genau dann gilt, wenn auch a < b
in S gilt. Weiter stimmt a Nb in B(P) mit dem a Nb in S iberein, & = a*
(@ bezeichnet das Komplement von a in B(P)) und die Vereinigungsoperation
in B(P) ist wie folgt gegeben: a \/ b = (a* N b*)*.
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Beweis siehe in [3, Satz 1]. Eine dhnliche Behauptung beweisen wir fiir
unsere pseudokomplementéidren Halbverbénde.

Satz 3. Set S ein pseudokomplementirer Halbverband. Dann bildet die
Menge sdmtlicher abgeschlossener Elemente B(S) einen Booleschen Verband,
wobei a < bin B(S) (a, b € B(S)) genau dann, wenna < binS. Wenn a, b € B(S),
dann existiert das Element a N\'b in S und a N b € B(S). Fir a € B(S) ist auch
a* € B(8S) und a* ist das Komplement von a in B(S). Die Vereinigungsoperation
in B(S) ist wie folgt erkldrt: a \/ b = (a U b)**.

Vorerst beweisen wir einen Hilfsatz

2.3. Sei S ein pseudokomplementdirer Halbverband.

a) Sei {xq; a€ A} = 8. Wenn die Elemente \/ (xa; a € 4), \/ (&}*; a € 4)
in 8 existieren, dann existiert im Halbverband S das Element A(x¥; « € A),
welches in die Menge B(S) gehért und (\/ (2a; « € A))* = AEE; a e A).

b) Wenn a, b € B(S), dann existiert das Element a N b in S und a N b € B(S).

Beweis. Setzen wir voraus, daB Elemente \/(za; a € 4), \(2}*; a € 4)
in 8 existieren. Nach 2.1 ist (\/(za; « € 4))* € B(S). Weil V(2a; € A) > 4
fiir alle « € 4, dann ist nach (3) (V(#«; x € 4))* < 7 fiir alle x € 4.Sei te S
und (V (¥a; x € 4))* < t < 2 fiir alle « € 4. Dann ist nach (3) (V (va; @ € 4))**=
> t* > 2** fiir alle aeA. Aus der letzten Beziehung folgt t* > V/(z}*;
a€A). Wenn ze B(S) und z > V(2}*; a € 4), dann ist nach (3) 2** =2 >
> (V(@)*; ae A))**. Weil t* € B(S), darum (V (za; x € A))** > t* > V(@
a € A))**. Aus (3) sieht man, daB fiir alle x € A4 24 < }* ist. Daraus ergibt
sich, daB (\/(za; @ € 4))** < (V(@F*; ae d))**. Also (V(za; xed)** =
=t* = \(a}*; 2 € A))**. Aust < t** und (\/ (#a; a € A)(* = t** sieht man,
daB (V(za; x € A))* =t = t**. Damit wurde bewiesen, daBl (\/(zq; x € 4))*
ein maximales Element von S fiir alle « € A unten allen Elementen z liegt.
Wenn pe S und p < 2 fir alle a € 4, dann (\/(2q; « € 4))* < p U (V (@a;
ae A))* < x¥ fir alle e A. Aus der Maximalitit des Elementes (V (%«;
ae A))* folgt p < (V(xa; x € A))*. Also existiert das Element A(z); « € 4)
in § und A(z); a€ d) = (V(%a; « € A))* € B(S).

Der zweite Teil der Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus der Tatsache
aNb=a**Nb** = (a* U b¥)*,

Beweis des Satzes 3. Betrachten wir die teilweise geordnete Menge B(S)
(@ < b in B(8S) genau dann, wenn a < b in S). Zuerst zeigen wir, da3 B(S)
beziiglich dieser Ordnungsrelation einen Verband darstellt. Nach 2.3 fiir a,
b e B(S) existiert a N'b in S und a N b € B(S). Also das Infimum von je zwei
Elementen aus B(S) existiert in B(S). Seien a, b, t € B(S), @, b < ¢t. Dann ist
auch a U b < t. Selbstverstandlich auch (@ U b)** < t** = ¢. Weil (a U b)** €
€ B(S) und (a U b) < (@ L b)**, ist das Supremum a \V b = (a U b)** fiir a
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b € B(8). Offenbar 0, I e B(S) (I = 0*). Wir zeigen, dal B(S) ein pseudokom-
plementérer N-Halbverband im Sinne der Definition von Frink ist. Es ist
nur die Bedingung (7) fiir B(S) zu beweisen. Sei a, b € B(S). Wenn a Nb = 0,
dann folgt aus 2.3, dal das Infimum von den Elementen a, b in S gleich dem
Element 0 ist, d. h. aus @ > ¢, b > ¢ folgt t = 0. Der Definition 8 gemif ist
dann a < b*, davon a N b* = a. Wenn a N b* = a, dann a < b* und aus
der Definition 8 sieht man, daBl a N"b = 0 in S. Nach 2.3 ist aucha N b = ¢
in B(S). Also B(S) erfiillt auch die Bedingung (7). Nach 2.2 ist B = B(B(S))
ein Boolescher Verband beziiglich der Operationen a¥ b = (a* N b*)*,
anb (a,be B). Offenbar ist die Operation N in B mit der Operation N in
B(S) iibereinstimmend (siehe 2.2) und B = B(S). Aus 2.3 folgt a \/ b = (a* N
N b*)* = (@ U b)** = a \/ b. Also ist auch die Operation V/ mit der Opera-
tion \/ identisch. Weil B = B(S), bekommen wir aus 2.2, daB B(S) einen
Booleschen Verband bildet. Dall a* € B(S) das Komplement von a in B(S)
bildet, folgt auch aus 2.2.
Aus 2.3 folgt unmittelbar

2.4. Sei S ein pseudokomplementirer Halbverband. Seien x1, ..., s € 8.
Dann (\f(zi;i€{l,...,n}))* = A@;ie{l,...,n}).

Jetzt verallgemeinern wir den bekannten Satz von Glivenko [1, IX,
Satz 16] auf die Halbverbidnde, analogerweise, wie es Frink [3, Satz 2] fir
N-Halbverbinde durchgefiihrt hat.

Satz 4. Die Abbildung ¢ : a — a** des pseudokomplementiren Halbverbandes
S auf den Booleschen Verband B(S) ist eine auf S erklirte Hillenoperation,
wobei gla U ) = (9(a) U p(8))**, 9(a*) = [p(a)]*, g(a N b) = p(a) N ¢(b) (wenn
aNbin S existiert) und 0%* = 0. Wenn S ein vollstindiger Verband ist, dann
ist B(S) ein vollstandiger Boolescher Verband, wobet das Infimum von Elementen
aus B(8) tn B(S) mit dem Infimum derselben Elemente in S identisch ist. Wenn S
ein Verband ist, dann stellt die Abbildung a — a** einen Homomorphismus
dar. Im distributiven Verband ist a** = b** genaw dann, wenn a Nd =bNd
far ein dichtes Element gilt, d. h. fiir ein Element, das die Qleichung d** = 0* = 1
befriedigt.

Bemerkung. Frink hat in [3, S. 511] gezeigt, dal die Formulation des
Satzes von Glivenko in [1, IX, Satz 16] nicht korrekt ist. Ein Boolescher
Verband von abgeschlossenen Elementen des unvollstdndigen pseudokomple-
mentédren Verbandes mufl nicht vollstindig sein. Z. B., es sei B ein unvoll-
standiger Boolescher Verband (offenbar ist B distributiv und pseudokomple
mentédr). Dann besteht der Boolesche Verband der abgeschlossenen Elemente
von B aus denselben Elementen wie die Menge B und B ist der Annahme
nach nicht vollsténdig.

Beweis des Satzes 4. Es ist aus dem Satz 3 bekannt, daB ¢ < b in
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B(S) (a, b € B(S)) genau dann wenn a < b in S. Aus (3) sieht man, daB die
Abbildung ¢ : @ - a** eine Hiillenoperation auf S ist und [p(a)]* = @(a*).
Fiir a, b € S folgt aus 2.4 (a U b)** = (a* N b*)*. Aus 2.1 bekommen wir a*,
b* € B(S) und gemif 2.4 ist (a* N b*)* = a** \/ b** d. h. p(a U b) = [p(a) U
U @(b)]**. Offenbar 0** = I* = (. Jetzt zeigen wir, daBl @(a N b) = @fa) N
N ¢(b), wenn @ N b in S existiert. GemaB 2.3b existiert das Element a** N b**
in § und gehort in B(S) (wir nehmen an, daBl ¢ N b in S existiert). Nach (3)
ist a** Nb** > anbd und daraus (a** N b**)* < (a N b)*. Aus 2.1 folgt
(@ Nb)* e B(S). Das Element y = (a** N b**) N (a N b)* existiert in S
(siehe 2.3b). Es ist zu zeigen, daBl y = 0 ist. Offenbar y < a**, b**. Sei z€ S
undz < @,z < y. Wennt¢ < b,t < z,dannistt < a N b, y. Weil y < (@ N b)*,
dann sieht man aus der Definition 8, dal t = 0. Also bNz=0in S d. h.
z < b*. Zugleich z < b** und 0 < 2 < b*Nb* =0. Alsoany =0 in S.
Davon ist y < a*. Zugleich ist auch y < a**. Aus den letzten Relationen
bekommen wir 0 < y < a*Na**=0. Also y =0 und (a** N b**)* =
= (a N b)* € B(8). Daraus folgt (@ N b)** = (a** N b¥*)** = g** N p**, Aus
den bisherigen Ergebnissen ergibt sich, dall die Abbildung a — a** ein Ver-
bandshomomorphismus ist, wenn S einen Verband darstellt. Es existiere
jetzt in 8 \/(#a; « € 4) fiir jede Teilmenge {z4; x € A} = 8. Sei {yy; y € C} =
< B(S) (7). Dann gilt nach 2.3 (V(y);7€0) = AG*; yeC) = Alyy;
y € C) € B(8S). Das Ergebnis der Operation \/ in S bzw. in B(S) ( A verwendet
man auf die Elemente von B(S8)) ist in beiden Féllen iibereinstimmend. Weil
B(S) auch das groBte Element besitzt, mufl B(S) ein vollstdndiger Boolescher
Verband sein. Den letzten Teil unserer Behauptung beweist man wie in
[1, IX, Satz 16], wenn man d = (a* U b) N (a U b*) setzt. Allerdings miissen
wir voraussetzen, dafl S ein distributiver Verband ist. Man iiberzeugt sich
leicht, daB fiir den fiinfelementigen nichtdistributiven Verband der letzte
Teil des Satzes nicht gilt. Im Beispiel 3.4 werden wir einsehen, daf dies nicht
einmal fiir distributive Halbverbénde gelten muf.

2.5. In einem pseudokomplementiren Verband S fir x1, ..., xn € S gilt fol-
gendes: (x1 N ... O\ ap)* = (27 U ... U a)**,

Beweis. Mit Hilfe des Satzes 4 beweist man, da (z1 N ... N xp)* =
= (@1 N ... Nxp)®* = 2F \/ ... V 2. Mit dem Induktionsverfahren nach n

beweisen wir (af U...Ual)** =af v/ ...V aF. Fir n = 2 ist es trivial.

Nehmen wir (af U ...V} )** =2 V...V 2}, an. Dann (zf U ... U
* * * * * * *

U x, )** = [(xy U...Ux,_ YU, I** = (@] U...Ux_)¥* Ve =2aFf V

V..Vzx,.

[1, IX, Satz 15] behauptet, dall ein vollstindiger Verband genau dann

() Im Beweis benutzen wir zwar, daB3 S ein V -vollstindiger Halbverband ist, aber
wie man leicht einsehen kann, ist es damit équivalent, daB S ein vollsténdiger Verband ist.
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relativ pseudokomplementér ist, wenn L \/-distributiv ist. Mit dem gleichen
Verfahren kann man dieses Resultat sogar fiir die \/-vollstindige Verbinde
gewinnen. Daraus und aus 1.4 — 1.8 bekommen wir

2.6. Ein nach unten gerichteter Halbverband S ist genaw dann distributiv,
wenn der Verband I(S) simtlicher nichtleerer Ideale des S relativ pseudokomple-
‘mentdr ist.

2.7. Sei S ein distibutiver Halbverband mit dem kleinsten Element. Dann
ist S pseudokomplementdr genaw dann, wenn fir jedes x € S (x]*(8) ein Hauptide al
ist. In diesem Falle ist (x]* = (x*].

Beweis. Wenn S ein distributiver und pseudokomplementérer Halbverband
ist, dann ist nach 2.6 I(S) pseudokomplementir. Offenbar (x*] < (x]*. Falls
y € (x]*, dann (x] N (y] = (0]. Daher folgt y < x*. Also (x]* = («*]. Umge-
kehrt, wenn fiir jedes x € 8 ein solches d € § existiert, dal (z]* = (d], dann
d = z*.

2.8. Sei S ein distributiver nach unten gerichteter Halbverband. Seien a, b € S,
a £ b. Es bezeichne Pa,p die Menge simitlicher b enthaltender und a nichtenthal-
tender Primideale des Halbverbandes S. Dann gilt:

(1) Das relative Pseudokomplement a,b existiert genaw dann, wenn ein solches
c € S existiert, daf3 (c] = ANP; P e Pup);

(2) Falls a.b existiert, dann (agd] = A(P; P € Pap).

Beweis. Es existiere ab. Setzen wir J = (b], D = [a). Aus dem Satz 2
sieht man, daBl P, # 0. Nehmen wir P € &, an. Offenbar (a] N (a,d] <
< (b] = P. Weil (a] & P, dann (ayb] < P. Also abe A(P; Pe Pyp). Wenn
de ANP; PePsp) und d £ a,b, dann existiert der Definition 8 nach ein
solches y€ S, daBl y < @, y < d aber y £ b. Dem Satz 2 nach gibt es ein
Primideal P so, daBl y ¢ P und b€ P. Offenbar a, d ¢ P. Daher P e Z,;.
Daraus d € P und wir bekommen einen Widerspruch. Also (a.b] = A(P;
Pe ga,b)-

Sei (c] = A(P; Pe Pap). Seiy < a, y < c. Falls y £ b, dann gibt es dem
Satz 2 nach ein Primideal P so, daBl y ¢ P, b € P. Offenbar a, ¢ ¢ P. Anderseits
aber P € Py, d. h. ¢c € P, was ein Widerspruch ist. Also y < b, was mit der
Behauptung (a] N (c] < (b] dquivalent ist. Sei (a] N (] < (b] (x € S). Offenbar
(x] < P fir alle Pe Py, weil (a] & P. Also < ¢. Daraus folgt ¢ = a,b.

Satz 5. a) Sei S ein distributiver und mach unten gerichteter Halbverband.
S ist genau dann relativ pseudokompelementdr, wenn S

(1) das grofte Element I enthdlt und

(2) far jede a £ b (a, b € 8) der Durchschnitt aller b enthaltenden aber a nicht-
enthaltenden Primideale etn Hauptideal ist.

(8) (]* bedeutet das Pseudokomplement in I(S).
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b) Sei S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist
genaw dann pseudokomplementdr, wenn fir jedes a > 0 (a € 8) der Durchschnitt
aller nichtleeren, das Element a nichtenthaltenden Primideale (minimale Primi-
deale) des Halbverbandes S ein Hauptideal ist.

Beweis. a) Nehmen wir vorerst an, dal S ein relativ pseudokomplementérer
Halbverband ist. Wéhlen wir @ < b (a, b € 8) aus. Dann gilt offenbar a,b = I.
Nach 2.8 gilt ferner (2). Umgekehrt, aus (2) und (1) folgt (siehe 2.8) die relative
Pseudokomplementaritéit des S.

b) Der Definition 8 nach ist a,0 = a*. Es bezeichne Z, (#,) fir ae S,
a > 0 die Menge der siémtlichen nichtleeren das Element a nichtenthaltenden
Primideale (minimalen Primideale) des Halbverbandes S. Falls J = (0], setzt
man D = [a), dann sieht man aus dem Satz 2, daB &, # 0. Fir jedes P € 2,
existiert nach 1.12 ein minimales Primideal @ = P. Offenbar Q € #,. Also
My %0 und AP; PeMy) = NP; PePy). Weil My < Py, dann  A(P;
PeMo) = NP; PeP,). Aus 2.8 (in 2.8 wird £, als P,0 bezeichnet)
bekommen wir schon unsere Behauptung betreffs der minimalen Primideale.

Satz 5 verallgemeinert [6, Satz 1, 2]. Es ist bekannt, [1, IX, Satz 15, Folge-
rung], dafl relativ pseudokomplementdre Verbinde distributiv sind. Fiir
relativ pseudokomplementire Halbverbdnde mufl das nicht gelten. Das
folgende Beispiel weist darauf hin.

2.9. Beispiel. Es bezeichne N die Menge der natiirlichen Zahlen. Bezeichne
mit a’, b’ irgendwelche zwei verschiedene nicht in N gehorende Elemente.
Betrachten wir I =N U {a’,b'}. Sei S={0,{1},{1,2},...,{1,...,n}, ...,
{a'}, {a’, 1}, ..., {a’, 1, ...,n}, ..., {a’} U N, I}. S bildet beziiglich der men-
gentheoretischen Vereinigung einen Halbverband (die Ordnung ist beziiglich
der mengentheoretischen Inklusion). Setzen wir a = {o’} U N, b = {p'}JUN
und ao = {a’}. Dann a < ap U b = 1. Keine Elemente p, q €S befriedigen
die Bedingungen p < ap, ¢ < b und @ = p U ¢q. Dann ist nach 1.5 § kein
distributiver Halbverband. Diese Situation veranschaulicht uns Fig. 1, wo
die Menge {1, ..., n} mit » und die Menge {a’, 1, ..., k} mit a; bezeichnet
wird. Jetzt weisen wir nach, daBl S ein relativ pseudokomplementéirer Halb-
verband ist. Offenbar, wenn z, y € S, « < y, dann z,y = I. Weiter werden

wir nur die Fille x & y iiberpriifen. 1,0 = 2,0 = ... = n,0 = ... = b,0 = ay,
1,0 =10,00,0 =0b,01,0 =az2,0 = ... = any0 = ... = a,0 = 0.8eieni, jeN,
t<j. Dann aout =14t = ... = @iy = b, gt = ayt =t = I 0 =1, jui =
=a; =0by. Ferner apud =md = ... =anb=... =ab=0b, lyap = ... =
=Ng@0 = ... = byao = I400 = @y, 1400 = ... = ApsQ0 = ... = Ay = 0y,
Aip130 = ... = QO = ... Gyl = byay =T, =( + Dya; = ... =
=@+ k)yas = ... =a;, bya = I ,a = a.
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Fig. 2

Fig. 1

3. STONESCHE HALBVERBANDE

Die nachstehende Definition verallgemeinert den Begriff des Stoneschen
Verbandes (siehe [4]).

Definition 10. Se: S ein distributiver und pseudokomplemetirer Halbverband
(Verband). S heifit Stonescher Halbverband (Verband), falls fir jedes ae S
a* U a** = I (I bezeichnet das grofite Element in S) gilt.

Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es Stonesche Halbverbénde, die keine
Verbénde sind.

3.1. Beispiel. N bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen, a', " sind
verschiedene in die Menge N nichtgehorende Elemente. Dann sei I = {a/,
b} U N. Seiferner 8§ = {0, {1}, {1,2},...,{1,2,...,n}, &} UN,{O'} UN, I}.
S stellt beziiglich, der mengentheoretischen Vereinigung einen Halbverband
(die Ordnung ist beziiglich der mengentheoretischen Inklusion) dar. In Fig. 2
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wird das Diagram des S dargestellt (@ bezeichnet {a'} U N, b bezeichnet {0’} U N

und 7 bezeichnet {1, ..., n}). Die Uberpriifung simtlicher Fille bestitigt

uns, da S ein distributiver Halbverband ist. Offenbar, 1* = 2* = ... = n* =

=...=a*=0*=I*=0, 0* = 1. 8 bildet sogar einen Stoneschen Halb-

verband. Das Element a N b existiert in § nicht und S ist kein Verband.
Die folgende Behauptung verallgemeinert [3, Satz 3].

Satz 6. Se: S ein distributiver und pseudokomplementdirer Halbverband.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) a* VU a** = I firalleae S,

2) fir jede zwei a, b € 8 fiir welche a N b in S existiert, gilt (@ N b)* = a* L b*;

(3) der Boolesche Verband B(S) der abgeschlossenen Elemente bildet einen
Teilverband des S.

Beweis. (1) = (3). Sei a, b e B(S) (siehe die Definition 9). Dann existiert
nach 2.1 a*, b* € B(S) und nach 2.3 a* N b* in S. Der Annahme nach ist
a = a**, b = b**. Wir gehen zum Verband I(S) der simtlichen nichtleeren
Ideale des S iiber. Nach 1.7 ist I(S) distributiv. Dann (¢ U b] N (a* N b*] =
= {(a] U (b]} N (a* N b*] = {(a] N (a* N b*]} U {(b] N (a* N b*]} = {(a] N
N (a*] N (b*]} U {(0] N (B*] N (a*]} = (0]. Also a U b < (a* N b¥*)*. Zwar
{a U b] U (a* N b*¥] = (a** U b**] U {(a*] N (b*]} = (a** U b** U a*]N (a**y
U b** U b*] = (I]. Daraus ((a* Nb*)*] U (a* N b*] = (I]. Weil I(S) distributiv
ist, muB3 (¢ U b] = ((@* N b*)*], was zu a U b = (a* N b*)* fithrt. Also a U
U be B(S) und (¢ U b)** = a U b. Gemal Satz 3 ist dann B(S) ein Teilverband
des S.

(3) = (2). Es existiere a N b in S (a, b € S). Dann sieht man aus dem Satz 4
und der Annahme, dafl (a N b)* = {(a N b)**}* = (a** N b**)* = gi¥* \/
\/ bERE — gAEE Y pRRE — gk U bk,

(2) = (1). Offenbar fiir alle @ € S existiert a Na* in 8§ und a Na* = 0.
Dann gilt der Annahme nach (@ N a*)* = 0* = I = a* U a** fiir alle a € S.

Vor der Behauptung 1.13 haben wir den Verband L(S) definiert. Das war
der kleinste, alle Hauptideale (x] (x € S) eines nach unten gerichteten Halb-
verbandes S umfassende Teilverband des Verbandes I(S).

3.2 a) Sei S ein distributiver und pseudokomplementdrer Halbverband. Dann
ist L(S) ein Teilverband des pseudokomplementiren Verbandes I (S) wobesr
falls a € L(S), dann auch a* € L(S).

b) Set S etn Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist ein Stonescher
Halbverband genaw dann, wenn L(S) ein Stonescher Verband ist. .

Beweis. a) Es ist nur der letzte Teil zu beweisen, d. h. falls @ € L(8), dann
auch a* e L(S). Aus 2.6 wissen wir, daBl I(S) ein pseudokomplementérer
Verband ist. Nach 2.7 ist fiir jedes x €S (z*] = (x]*. Sei a € L(S). Dann
nach .13 a =a; U ... U ay (a1, ..., ax € L(8)) wobei fir jedes a; = (x] N
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N0 (@] Gefl, ..., n})und a1, ..., 2y € S. Mit Hilfe von 2.4 bekommen
wir a* = af N ... N a}. Nach 2.5 und 2.7 wieder ¢ = {(x] N ... N (x,]}* =
= {(@al* U ... U (@, % = {@L U ... Ui }¥* = (@@, U ... U z})**]
fiir jedes 1 €{1, ..., n}. Also ist a; ein Hauptideal. Dem Satz 3 nach ist a*
ebenso ein Hauptideal und a* € L(S).

b) Sei 8 ein Stonescher Halbverband. Dann gehort (0], (I] € L(S), (0] ist
das kleinste und (7] das groB3te Element in L(S). Aus a) folgt, dal L(S) ein
distributiver und pseudokomplementédrer Verband ist. Sei a e L(S). Dann
a=mV...Uay, wobei fir te{l,...,n}, as = (xa] N ... N (x;] ist. Wie
im vorigen Teil gezeigt wurde, ist af = (5], Wo = (x5 U ... U a} )**
und a* =afN...Na’. Dann gilt a* = (71N ...N (yF]. Ferner nach
2.5 und 2.7 gilt a** = {(yF1* U ... U (i ]*P* = (yi* U ... Uy *]**. Daraus
folgt a* U a** 5 {gF10 ... 0 (V™ U Uyt = {1V e N .
N {R U (R]), wo 2=y U... Uy Offenbar (y7]U (2] = (I]. Also
a* U a** = (I] und L(S) bildet einen Stoneschen Verband.

Sei L(S) ein Stonescher Verband. Nach 1.13 ist S ein distributiver Halbver-
band. L(S) besitzt das grofite Element J. Aus 1.13 ergibt sich, daB fiir jedes
a € L(S) ein solches z € S existiert, daB (#] < a. Daraus sieht man, daBl J ein
Hauptideal ist, d. h. J = (I]. Weil L(S) alle Hauptideale enthilt, mufl I das
groBte Element in S sein. Wir zeigen noch, dal S ein pseudokomplementérer
Halbverband ist. Sei € 8. Dann ist der Annahme nach (z]* U (x]tt = (I],
(@]t N (2]t = (0] ((]* bezeichnet das Pseudockomplement in L(S)). Nach 1.9
ist (z]* = (c], (x]** = (d] (¢, d € S). Weil (] N (x]* = (0], dann (z]+ < (x]*.
Sei y e (x]*. Dann gilt (] N (y] = (0]. Weil (y] € L(S), dann (y] < (x]*.
Also (#]* = (x]* = (c]. Nach 2.7 ist dann S ein pseudokomplementérer
Halbverband und (2]* = (z]* = (2*]. Aus dieser Voraussetzung sieht man,
daB (x* U a**] = (x*] U (2**] = (2]* U (x]** == (I]. Also * U a** = [ und S
ist ein Stonescher Halbverband.

Unser néchstes Ziel ist die Verallgemeinerung von [4, Satz 1] auf die Halb-
verbdnde. Vorerst brauchen wir noch.

Definition 11. Se: S ein Halbverband. Ein Ideal P des S heift ein schwaches
Primideal in S, falls fir beliebige Ideale Jy, ..., Jpin SO #J1N...0Jy <
< (t] © P die Existenz eines solchen i € {1, ..., n} impliziert wird, daf J; < P.

Man kann leicht einsehen, dal jedes Primideal eines Halbverbandes auch
ein schwaches Primideal ist. Sei jetzt S ein Verband, § = P ein schwaches
Primideal in S. Sei firrz,y e Saucha Ny e P.Dann P # (z] N (y] = (x Nyl <
< P, daraus folgt entweder x € P oder y € P. Also ist P ein Primideal in S.
Aus dieser Erwigung folgt, daB fiir einen Verband S die Begriffe ,,Primideal‘
und ,,schwaches Primideal* identisch sind. Ferner werden wir unter einem
minimalen schwachen Primideal eines Halbverbandes S immer ein minimales
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Element der teilweise geordneten Menge der nichtleeren schwachen Primideale
des § verstehen.

3.3. Sei S ein Halbverband mit dem kleinsten Element 0. Dann existiert zu
jedem schwachen Primideal @ # P # S ein minimales schwaches Primideal
Q@ in S so, dap P < Q.

Beweis. .# Bezeichne die teilweise geordnete Menge (beziiglich der men-
gentheoretischen Inklusion) der sémtlichen nichtleeren in einem schwachen
Primideal @ £ P enthaltenen schwachen Primideale in S. P € ./, also . + 0.
Es ist zu zeigen, daBl .# ein minimales Element besitzt. Wir beniitzen das
Lemma von Zorn. Sei € eine Kette aus .#. Setzen wir @ = () (R; R € ¥).
@ ist offensichtlich ein nichtleeres Ideal des S. Sei ferner @ £ J, N ...NJ, <
< (t]<@Q (J1,...,Ja€I(S)). Nehmen wir an, daB fiir jedes i€{l, ..., n}
Ji & @ ist. Dann gibt es ein R; € € derart, dafl J; & R;. Endlich existiert
ein R € ¥ mit der Eigenschaft: R < N (R;; ¢ €{1, ..., n}). Offenbar Jy N ...
...NJy < (t] = R. Daraus sieht man, weil R ein schwaches Primideal ist,
daB ein solches ¢ € {1, ..., n} existiert, daf J; = R ist und das ist ein Wider-
spruch.

Satz 7. Sei S ein pseudokomplementdirer und distributiver Halbverband.
S ist ein Stonescher Halbverband genaw dann, wenn er folgende Bedingung
erfullt:

(GSs) Die verbandstheoretische Vereinigung von je zwei verschiedenen mini-
malen schwachen Primidealen des Halbverbandes S ist gleich dem Halbverband S.

Beweis. Sei 8 zuerst ein distributiver Halbverband. Es bezeichne /4 bzw. A4~
die Teilweise geordnete Menge (beziiglich der mengentheoretischen Inklusion)
simtlicher nichtleerer schwacher Primideale des Halbverbandes S bzw.
simtlicher nichtleerer Primideale des Verbandes L(S). Wir zeigen, daf§ .#
mit " isomorph ist. Sei P € .#. Setzen wir P = {z € L(S); es gibt x e P so,
daB z = (x]}. Offenbar ist P ein nichtleeres Ideal des L(S). Seien a, b € L(S),
anbeP. Wegen 1.13 ist a = a1 U ... U as, wobei a; = (xn] N ... N (]
fiir alle ¢ € {1, ..., n}. Analogerweise ist b =b1 U ... U bn, Wwo b; = (1] N ...
... 0 (yy,] fir alle je{l,..., m}. Nach der Definition von P existiert ein
tePso,daBanbc (t]eP. Nach 1.L13ist andb =\ (asNbs;ie{l,..., n},
Jje{l, ..., m}). Fir jedes 1€{l,...,n} und je{l, ..., m} ist a; Nb; < (t].
Daher (xu]l N ...N (z,] N (ynl N ...N (Y] <= ((] = P in S. Der Annahme
nach ist P ein schwaches Primideal. Dann existiert entweder ein solches
le{1,..., 1}, daB (3] < P oder ein solches ke{l, ..., k;}, daB (yx] < P.
Also, entweder ;€ P oder y; € P. Zusammengefalt, entweder fir alle
i€{l,...,n} ist a; € P oder es existiert ein solches i € {l, ..., n}, daB a; ¢ P
und daraus folgt fiir alle I€{1, ..., 4}, (z;] + P. Wir haben schon gesehen,
daB fiir jedes je{l, ..., m} a;Nb; < (] ist. Daraus folgt (yix] < P. Aus
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b < (41] sieht man, daB fiir jedes j € {1, ..., m} b; € P ist, und daraus ergibt
sich b € P. Dann haben wir entweder a € P oder b € P. Also ist P ein Primideal
des Verbandes L(S) und Pe 4. Falls P, Pse.# und P, < P,, dann sieht
man sofort, daB auch P; < P, ist. Bisher haben wir gezeigt, daB die Abbildung
P — P eine isotone Abbildung von « in A" ist. Es sei jetzt Q € 4. Setzen
wir @' = {x € S; (] €@}. Offenbar ist ’ ein nichtleeres Ideal des S. Wir
zeigen, dall @' ein schwaches Primideal des S ist. Setzen wir das Gegenteil
voraus. Seien J1, ..., J, Ideale des Halbverbandes Sund @ < J. N ...NJ, <
< (t] = @'. Sei ferner fiir jedes 1 €{1, ..., n} J; = Q'. Dann existieren solche
z€Jy, dafl a; ¢ Q. Offensichtlich (z1] N ... N (xx] < ((] < Q. Daher (x1] N
N...N (xx] € L(S) und (z1] N ... N (xx] €Q. Weil @ das Primideal des L(S)
ist, mufl fir irgendein s e€{l, ..., n} (x] €@ gelten, d.h. z; €Q’, was zum
Widerspruch fiihrt. Also ist @' ein schwaches Primideal des S. Falls @1 < @
(@1, Q2 A), dann Q] < @;. @ — Q' ist eine isotone Abbildung von A~ in 7.
Fiir P € A ist offenbar P = P’. Wenn Q € A4”, dann @' < Q. Falls a € @, dann
gilt nach 1.13 a = a; U ... U a,, wobei fiir jedes ¢ € {1, ..., n} a; = (xa] N
N...N(wy] (@, ..., 25 €8). Offenbar ist fir jedes ¢ e {1, ..., n} a;€Q.
Weil wir vorausgesetzt haben, daBl @ ein Primideal des L(S) ist, siecht man,
daB fiir irgendein le {1, ..., l;} (x;] €Q gilt. Bezeichnen wir z; = y;. Dann
a; < (y;]€Q. Aus dem letzten sieht man, dal a< (1hU...Uy]eq.
Also gibt es zu jedem a €@ ein solches y =y, U ... Uy, €@’, dall a < (y].
Daraus ergibt sich, daBl Q' = Q. Wir haben damit gezeigt, daB die Abbildung
P — P ein Isomorphismus von .# auf .4 ist. Die inverse Abbildung hat die
Gestalt: @ - @’. Selbstverstdndlich, bei dem erwéhnten Isomorphismus P — P
bildet sich die Menge der minimalen schwachen Primideale des S eineindeutig
auf die Menge aller minimalen Primideale des L(S) ab.

Nunmehr kénnen wir auf den Beweis des Satzes itbergehen. Sei § ein Stone-
scher Halbverband. Nach 3.2 ist L(S) ein Stonescher Verband. Nach [4, Satz 1]
ist die verbandstheoretische Vereinigung von je zwei verschiedenen minimalen
Primidealen des Verbandes L(S) der Verband L(S). Seien P;, Pz minimale
schwache Primideale des S. Sei P; %% P;. Dann ist auch P; % P und Py, P,
sind minimale Primideale des L(S). Es gibt derartige Ideale des Halbverbandes
SaecPy,beP;daB aub = (I] (I ist das groBte Element in S). Weil P, P,
minimale Primideale des L(S) sind, gibt es wegen des oben bewiesenen solche
Elemente x, y € 8, daB a < (], b = (y] und (2] € P1, (y] € P2. Dann ist auch
@]V @l=(Vy]l={I],alsox vy =1 WegenxePy,ye Pgilt P, U Py =
= (I] = 8. Der erste Teil des Satzes ist bewiesen.

Seien jetzt @1 # @2 minimale Primideale des Verbandes L(S), wo S ein
distributiver und pseudokomplementirer Halbverband ist. Es gelte die
Bedingung (GSs). Dann sind Q;, @, minimale schwache Primideale des .
Offenbar Q; # Q,. Aus (GSs) folgt die Existenz von z €@y, y €@, so, dal
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xVUy =1 Weil Q1 = Q;, @2 = Q;, dann ist (x]€Q1, (y] €Q2 und Q1 U Q2 =
= L(S), weil (x U y] = (] Y (y] = (I]. Aus 3.2a sieht man, dafl L(S) distri-
butiv und pseudokomplementir ist. Nach [4, Satz 1] ist L(S) ein Stonescher
Verband. Nach 3.2b ist dann S ein Stonescher Halbverband.

Als Spezialfall des Satzes 7 bekommen wir diese

Folgerung (Gritzer — Schmidt [4, Satz 1]). Sei L ein distributiver und
pseudokomplementdrer Verband. L ist ein Stonescher Verband genaw dann,
wenn die verbandstheoretische Vereinigung von je zweti verschiedenen minimalen
Primidealen des Verbandes L der ganze Verband L ist.

Definition 12. Ein Halbverband ( Verband) S mit dem kleinsten Element 0
heift abschnittspseudokomplementdr, falls fiur jedes a € S der Teilhalbverband
(Teilverband) [0, a] ein pseudokomplementirer Halbverband (Verband) ist.
Ein distributiver Halbverband (Verband) S heifit verallgemeinerter Stonescher
Halbverband (Verband), wenn S abschnittspseudokomplementdr ist und fir
jedes a €8 der Teilhalbverband (Teilverband) [0, a] einen Stoneschen Halb-
verband (Verband) bildet.

Man kann sich, leicht iiberzeugen, daBl ein pseudokomplementirer Verband
auch abschnittspseudokomplementér ist. Es geniigt nur fir xe€[0, a] zu
zeigen, dall z+ = x* N a ein Pseudokomplement von « in [0, a] ist. Fiir Halb-
verbdnde muf} dies nicht gelten. Siehe z. B. 2.9. Der dort untersuchte Halb-
verband S ist pseudokomplementir, aber im Teilhalbverband [0, a] gibt es
kein Pseudokomplement vom Element a. Im nachstehenden Beispiel zeigen
wir, daBl sogar der distributive pseudokomplementédre Halbverband nicht
abschnittspseudokomplementér sein muf.

3.4. Beispiel. N bezeichne die Menge siamtlicher natiirlicher Zahlen und
nehmen wir an, dafl die Elemente a, b, c ¢ N und a 7% b % ¢ # a. &/ bezeichne
die Menge siamtlicher endlicher Teilmengen von {a} |J N. Ferner bezeichne #
die Menge siamtlicher Mengen der Gestalt: {b} U M, wo M eine unendliche
Teilmenge der Menge {¢} lJ N mit der endlichen Komplementirmenge von
{a} U N ist. SchlieBlich sei ¢ = {{a, ¢} U N, {a, b, ¢} U N}. Bezeichnen wir
noch I ={a,b,c}UN, A=1{a,b}UN, B={p}UN, C={a,ctUN,
0 = 0. Betrachten wir § = &/ JZ U €. S ist beziiglich der mengentheoreti-
schen Inklusion teilweise geordnet. Wir zeigen, daf3 beziiglich dieser Ordnungs-
relation S einen Halbverband bildet, d. h. S ist beziiglich. der mengentheoreti-
schen Vereinigung abgeschlossen. Bekanntlich bildet das Teilsystem o/ |J #
beziiglich der mengentheoretischen Vereinigung einen Booleschen Verband.
Offenbar ist fir xeS I vz = 1. Falls xe/, dann C Uz = C. Fiir x€¢ X
ist C U x = I. Damit haben wir gezeigt, dal (S, U) einen Halbverband bildet.
Ferner zeigen wir, dafl S auch distributiv ist. Seien z, y, te S, t L2 U y,
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t £ x, t & y. Daraus folgt, daBl die Elemente z, y unvergleichbar sind. Falls
z,yeL |JZ, dann auch ¢, x Uyed U ZB. Weil & |JZ einen Booleschen
Verband darstellt, kann man x; =t «, y3 =ty in &/ UZ finden,
so dafl t = a1 U y1. Es bleibt der Fall x €% oder y €% zu untersuchen.
Es geniigt sich nur auf den ersten Fall zu beschrianken, weil die Operation U
kommutativ ist. Die Elemente x, y sind unvergleichbar und daraus muf}
z = C, y € %4. Bekanntlich, sind C und die Elemente aus ./ vergleichbar.
Daher x Uy =1. Weil t < z, t £ y, so ist entweder ¢ = I oder t€ #Z. Im
ersten Falle wihlen wir x; = «, y1 = y. Im zweiten Falle nehmen wir die
Menge ¢t — y, weil t £y, te#. Daraus t —ye/ und ) ye#. Setzen
wir jetzt 1 =t —y, y1 =1t y. Dann 21 <z, y1 <y und ¢t =2,V y1.
Also ist S ein distributiver Halbverband. Dafl § kein Verband beziiglich der
eingefithrten Ordnungsrelation ist, sieht man daraus, daB das Infimum der
Elemente 4 und C in 8 nicht existiert, weil die Menge sdmtlicher unterer
Schranken von 4 und C aus simtlichen das Element a enthaltenden endlichen
Teimengen der Menge {a} |J N besteht und diese besitzt nicht das groSte
Element.

Jetzt zeigen wir noch, dal S ein pseudokomplementirer Halbverband ist.
Firzesd YL ist a* =4 —xel UH. Firxe¥ ist «* = 0. Also ist 8
ein distributiver pseudokomplementéirer Halbverband.

Der Teilhalbverband [0, C] ist nicht pseudokomplementir, weil {a} das
Pseudokomplement nicht besitzt. Also ist § kein abschnittspseudokomple
mentirer Halbverband.

Schlielich iiberzeugen wir uns, daf die letzte Behauptung des Satzes 4 fiir S
ungiiltig ist, d. k. wenn fiir irgendein 2, y € S z** = y** ist, dann existiert
ein dichtes Element de S (d** = I) derart, dal # N"d = y N d. Nehmen
wir 4, C e 8. Offenbar A** = C** = I. Falls d** =1 (de€8), dann de{4,
C, I}. Daraus sieht man, daB fiir kein dichtes Element d € S die Gleichheit
A Nd=Cnderfillt ist.

Ferner werden wir benutzen

3.5. Sei L ein distributiver, pseudokomplementdrer Verband. Dann gilt fir
jezwet a, xeL: (x Na)* Na=zx*Na.
Zum Beweis siehe [6, Hilfsatz 18].

3.6. Jeder Stonesche Halbverband ist ein verallgemeinerter Stonescher Halb-
verband. Ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband mit dem groften Element
ist ein Stonescher Halbverband.

Beweis. Sei S ein Stonescher Halbverband, a € S, x € [0, a]. Dann gilt
nach 2.7 (z*] = (x]*, («**] = («]**, (I] = (x*] U (¢**]. Daraus folgt (a] =
= (a] N (I] = {(a] N (@*]} U {(a] N (x**]} und zugleich ist {(a] N (x*]} N
N {(a] N (x**]} = (0]. Aus 1.9 folgt, daB (a] N (*], (a] N (z**] Hauptideale
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in S sind. Daher ergibt sich, dal E'emente a N z*, a N z** in S existieren.
Man kann sich leicht iiberzeugen, dal @ N x* das Pseudokomplement von z in
[0, a] ist. Jetzt zeigen wir, dal a N z** das Pseudokomplement von a N z*
in [0, a] ist. Aus 2.7 bekommt man, daB I(S) distributiv und pseudokomple-
mentir ist. Nach 3.5 und 2.7 gilt ((a N x*)*] N (a] = (@ N2*]* N (a] =
= {(a] N (x*]}* N (a] = {(a] N (x]**} = (a N x**]. Dann existiert das Element
(@ N a*)* Nain Sund (¢ N 2*)* N a = a N o**. Offenbar ist dann (a N *) U
U (@ N z**) = a. Aus der letzten Beziehung bekommen wir, da} S ein verall-
gemeinerter Stonescher Halbverband ist. Der zweite Teil der Behauptung
folgt aus der Definition 12.

3.7. Set S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist
ein abschnittspseudokomplementirer Halbverband genau dann, wenn fir je zwei
Elemente a, de S (0 < a < d) der Durchschnitt der simtlichen nichtleeren, das
Element a € 8 nichtenthaltenden Primideale (minimalen Primideale) und des
Ideales (d] etn Hauptideal ist.

Beweis. 4, bezeichne das System aller nichleeren Primideale des Halb-
verbandes S, welche das Element a nicht enthalten. Aus 2.8 sieht man, daf3
(at] = d]1 N A(P; PeMH,) wo at den Pseudokomplement von e in [0, d]
bezeichnet. Analogerweise, geht man (mit Hilfe von 1.12) im Falle von mini-
malen Primidealen vor. Den Beweis setzt man jetzt analogerweise wie in
[6, Hilfsatz 7] fort.

3.8. Set S ein distributiver Halbverband mit dem Fkleinsten Element 0. 8 ist
ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband genau dann, wenn fir jedes x € 8
(z]* U (x]** = S gilt.

Beweis. Sei S ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband. Seien =z,
de 8, z < d. Bezeichne mit xt (x*+) das Pseudokomplement von z (x*) in
[0, d]. Aus der Annahme folgt x+ U at+ = d. Offenbar (z*] = (x]* N (d],
(xt*] = (xt]* N (d]. Dann (zt*] = {(]* N (d]}* N (d]. Nach 3.5 ist (z*t*] =
— (2]** A (d]. Also (d] = (*] U (@+] = {(&]* N (@]} U {&]** N (d]} = {(&]*V
U (x]**} N (d], weil S distributiv ist. Setzen wir d = y U z, wo y € 8. Offenbar
(x]* U (z]** < (d] < (y]. Aus der letzten Beziehung sieht man, daf (x]* U
U (x]** = 8.

Seienxz,de S,z < d, (x]* U (z]** = S. Aus 1.7 sieht man, dafl der Verband
I(S) distributiv ist. Dann (d] = (d] N {(x]* U (x]**} = {(d] N (x]*} U {(d] N
N (x]**}. Zugleich gilt {(x]* N (d]} N {(x]** N (d]} == (0]. Nach 1.9 (2]* N
N (d] = (u], (x]** N (d] = (v] (u, v € S). Man sieht gleich, daB « das Pseudo-
komplement von z in [0, d] ist. Bezeichnen wir « = z+. Mit Hilfe 3.5 bekommt
man, daB v das Pseudokomplement von «+ in [0, d] ist. Bezeichnen wir v = at++,
Dann zt+ U zt+ = d. Daraus ergibt sich, da8 S ein verallgemeinerter Stonescher
Halbverband ist.
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4. STONESCHE IDEALENVERBANDE

4.1. Set S ein Halbverband und I(S) die teilweise geordnete Menge similicher
nichtleerer Ideale des Halbverbandes S. Wenn I(S) ein Stonescher Verband ist,
dann ist 8 ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband.

Beweis. I(S) besitzt das kleinste Element. Das ist ein Hauptideal. Daraus
folgt, daBl auch S ein kleinstes Element besitzt. Aus 1.7 ergibt sich, daff S
distributiv ist. Fir jedes x €S gilt offenbar (x]* U (x]** = §. Daraus ist
nach 3.8 § ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband.

Wie wir schon am Anfang der Arbeit erwidhnt haben, I(S) bezeichnet die
teilweise geordnete Menge der nichtleeren Ideale des Halbverbandes S. Sei
I(S) ein Verband (das ist genau dann, wenn 8 nach unten gerichtet ist).
Falls & ein Ideal des I(S) ist, dann bezeichne @, die mengentheoretische
Vereinigung der in & gehorenden Ideale. Man sieht gleich, dal @, ein Ideal
des § ist.

4.2. Sei S ein distributiver und pseudokomplementirer Halbverband. Sei & ein
minimales Primideal des I(S). Dann ist Qz ein minimales schwaches Primideal
des Halbverbandes S.

Beweis. 0 bezeichne das kleinste Element in S. Seien Ji, ..., J, Ideale
desSund @ #J1N...NJyp < (] < Qp. Dann ({]e P, was J1iN...NJp,eP
nach sich zieht. Der Annahme nach ist £ ein Primideal des Verbandes I(S).
Also existiert ein solches ¢ {1, ..., n}, daB} J; € Z. Daraus folgt J; < Q.
Also ist @, ein schwaches Primideal des S. Nach 3.3 existiert ein minimales
schwaches Primideal M, des Halbverbandes S derart, da M, < Q,. Sei
M, # Q4. Dann gibt es ein Element a € @4 und a ¢ M,. Offenbar (a] € £.
Weil £ ein minimales Primideal des Verbandes I(S) ist, dann ist I(S) — £
ein maximales duales Ideal des I(S). Ein Ideal J € I(S) — £ existiert derart,
daBB J N (a] = (0] (im Gegenteil wire I(S) — & kein maximales duales Ideal).
Dann nach 2.6 und 2.7 ist J < (a]* = (a*]. Offenbar (a*]e I(S) — £, weil
J eI(8) — Z. Dann a* ¢ @, und daraus a* ¢ M, . Aber (a] N (a*] = (0] < M,.
M, ist ein schwaches Primideal des Halbverbandes S und daraus ergibt sich,
dall entweder (a] = M, oder (a*] < M,, was zum Widerspruch fiihrt. Also
ist @, ein minimales schwaches Primideal des S.

Satz 8. Sei S ein Halbverband mit dem gréfiten Element I. 1(S) ist ein Stone-
scher Verband genaw dann, wenn

(a) S ein Stonescher Halbverband ist und

(b) verschiedenen minimalen Primidealen P und P’ des Verbandes I(S)
verschiedene Ideale @, und Q. des Halbverbandes S entsprechen.

Bei dem Beweis geht man analogerweise wie in [6, Satz 5] mit Hilfe 4.1,
4.2 und des Satzes vor.
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Man kann leicht die folgende Behauptung (siche [6, Hilfsatz 15]) beweisen
4.3. Set S ein Stonescher Halbverband. I(S) ist ein Stonescher Verband genaw

dann, wenn fir jedes J € 1(8) das Ideal J* Hauptideal ist.

Satz 9. Sei S ein Halbverband mit dem groften Element 1. 1(8S) ist ein Stone-

scher Verband genaw dann, wenn
(1) S ein Stonescher Halbverband ist und
(2) der Boolesche Verband B(S) der abgeschlossenen Elemente aus S vollstindig

tst (siehe Satz 3).
Beweis. Notwendige Bedingung beweist man analogerweise wie in [6,

Satz 6].

Hinreichende Bedingung. Nach 4.3 ist zu beweisen, daB fiir jedes J € I(S)
J* = (a] (a € S) ist. Setzen wir fiir J € I(S) K = {ze€ 8; 2z < a* firallex e J}.
Offenbar K € I(8S). Auch kann man leicht einsehen, da J* < K.SeiaeJ N K.
Dann ist offenbar @ < a* und daraus folgt ¢ = 0. Daher K < J* und J* = K.
Der Annahme nach ist b = Apes) (2% zeJ) () (be B(S)). Sei y e J*. Weil
y < «z* fir alle x € J, dann ist y** < x*** = x* fiir alle x € J (siehe (3) im
Absatz 2). Wegen y** € B(S) bekommen wir y** < b. Daraus folgt y < y**
und y < b. Also J* < (b]. Zugleich ist b e J*. Aus der letzten Beziehung
folgt dann J* = (b].

Bemerkung. Aus dem Satz 9 bekommt man als Spezialfall [6, Satz 6].
AuBerdem sieht man, dafl die Bedingung (3) in [6, Satz 6] iiberfliiBig ist.
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(®) Ans) bezeichnet die Infimumsoperation in B(S).
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