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Matematický časopis 18 (1968), No. 2 

PSEUDOKOMPLEMENTÄRE HALBVERBÄNDE 

TIBOR KATR lMK, Bratislava 

I n dieser Arbeit zeigen wir, daß man viele der die distributiven und pseudo
komplementären Verbände betreffenden Begriffe und Behauptungen auf 
U-Halbverbände übertragen kann. 

1. D I S T R I B U T I V E u -HALBVERBÄNDE 

Definition 1. Eine nichtleere Menge S heißt ein U-Halbverband (weitet 
einfachheitshalber nur Halbverband), wenn in S eine assoziative, kommutative 
und idempotente binäre Operation U erklärt ist. 

In jedem Halbverband läßt sich auf natürliche Weise mit Hilfe der U-Opera-
tion eine Ordnungsrelation definieren: a ^ b genau dann, wenn a\Jb = b. 
Bezüglich dieser Ordnungsrelation bedeutet a U 6 das Supremum von Ele
menten a, b. Wenn es bezüglich dieser Ordnungsrelation auch das Infimum 
von Elementen a, b gibt, werden wir dieses Element mit a n b bezeichnen. 

Definition 2. Eine Teilmenge J eines Halbverbandes S heißt ein Ideal, wenn 
a\J b E J mit a, b E J äquivalent ist. 

Es bezeichne Io(S) die teilweise geordnete Menge (bezüglich der mengen
theoretischen Inklusion) aller Ideale eines Halbverbandes S. Io(S) bildet 
einen vollständigen Verband. Wenn {Ja; OLE A} ein System von Idealen eines 
Halbverbandes S ist, dann J = V (Joe; OLE A) = {XE S; x ^ yXi U . . . U yan, 
wobei yxt e Jxt für irgendeine oci, . . . , <xw E A}(X). Diese Operation in der Menge 
Io(S) werden wir „verbandstheoretische Vereinigung" von Idealen nennen. 
Ähnlich, A(^a; OLEA) = f)(J(x'> a e i ) ( 2 ) . Die letzte Operation in der Menge 
Jo($) werden wir „Durchschnitt" nennen. 

Es bezeichne I(S) die Menge aller nichtleeren Ideale eines Halbverbandes S. 

(x) „V" bzw. „ A " wird eine Supremums- bzw. Infimumsoperation bezeichnen. 
(2) » U " bzw. „ D " wird eine mengentheoretische Vereinigungs- bzw. Durchschnitts-

operation bezeichnen. 
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I(S) ist ein Teilverband des Io(S) genau dann, wenn S eine nach unten gerich
tete Menge ist, d. h. für jedes Elementenpaar x, y e S gibt es ein Element 
ze S so, daß z ^ x, z ^ y. Dann ist der Durchschnitt von endlich vielen 
Idealen aus I(S) und verbandstheoretische Vereinigung von Idealen aus I(S) 
wieder ein Ideal aus I(S). Ein wichtiger Fall eines nach unten gerichteten 
Halbverbandes ist ein Halbverband mit dem kleinsten Element. 

Existiert für die beliebige nichtleere Teilmenge eines Verbandes L das 
Supremum, so nennen wir L einen V-vollständigen Verband. 

Definition 3. (siehe [7]). Sei L ein \/-vollständiger Verband. Ein Element 
x e L heißt kompakt, wenn aus x < \/(xa; a e A) für eine endliche Teilmenge A' 
von A x ^ \J(xa; a e i ' ) folgt. L heißt kompakt erzeugt, wenn jedes Element 
eine Vereinigung (endlich oder unendlich vieler) kompakter Elemente ist. 

Für Io(S) aus [7] bekommen wir 

1.1. S sei ein Halbverband und Io(S) der Verband aller Ideale des S. Dann 
ist J e Io(S) ein kompaktes Element genau dann, wenn J ein Hauptideal ist, 
oder J = 0 (3), (4). 

1.2. (siehe [7, Satz 1]). Ein nichtleerer Verband L ist mit dem Verband aller 
Ideale Io(S) eines Halbverbandes S genau dann isomorph, wenn 

(1) L vollständig und 
(2) L kompakt erzeugt ist. 
Ähnlich kann man analoge Behauptungen für I(S) beweisen. 

1.3. Sei I(S) der Verband aller nichtleeren Ideale eines nach unten gerichteten 
Halbverbandes S. J e I(S) ist ein kompaktes Element genau dann, wenn J ein 
Hauptideal ist. 

1.4. Ein nichtleerer Verband L ist isomorph mit dem Verband aller nichtleeren 
Ideale I(S) eines nach unten gerichteten Halbverbandes S genau dann, wenn 

(1) L Y-vollständig und 
(2) L kompakt erzeugt ist. 

Definition 4. Ein Halbverband S heißt distributiv, wenn aus t, x, y e S, 
t^x\Jy,t^Lx,t^y folgt, daß in S solche Elemente x\ < x, y± ^ y existieren, 
daß xi U y\ = t. 

1.5. In einem Halbverband S sind folgende Bedingungen äquivalent'. 
(1) S ist distributiv und nach unten gerichtet; 

(3) Für a e S ist die Teilmenge {x e S; x < a} ein Ideal. Dieses nennt man das Haupt
ideal und bezeichnet («]. Ähnlich, [«) = {x e S; x > a}. 

(4) 0 bezeichnet die leere Menge. 
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(2) aus t, x, y G S und t ^ x U y folgt, daß in S solche Elemente x\ < x, 
y\ ^ y existieren, daß t = X\ U y\. 

Bewei s . Aus (1) folgt (2). Seien t, x, y G S, t ^ x U y. Wenn t < x, dann 
existiert ein Element z G S so, daß z ^ t und z ^ y. Daraus folgt t = tu z. 
Ähnlich erledigt man den Fall t < y. Für t ^ x, t $ y folgt (2) unmittelbar 
aus (1). 

Aus (2) folgt (1). Offenbar x ^ xKJ y (x,y e S). Dann existieren die Elemente 
x\, y\G S so, daß x\ ^ x, y\ ^ y und x = x\ U y\. Daraus folgt y\ < x und S 
ist nach unten gerichtet. Die Distributivität von S folgt unmittelbar von (2). 

1.6. Sei S ein Halbverband. Der Verband Io(S) ist distributiv genau dann, 
wenn S distributiv ist. 

B e w e i s . Notwendige Bedingung. Sei Io(S) ein distributiver Verband. 
Seien t ^ xKJ y, t <£ x, t ^ y. Dann (t] = (t] n (xU y] = {(t] n (x]} U 
U {(*] n (2/]}- W ä r e (*] n (»] = 0 bzw. (q n (y] = 0, dann (q = (t] n (y], 
bzw. (t] = (t] n (#] und daher t ^ y, bzw. £ ^ x, was zum Widerspruch führt. 
Also (t] n (#] ^ 0 und (t] n (2/] T-= 0. Dann kann man schon solche Elemente 
x\ G (t] n (x], y\ G (t] n (y] finden, daß t = x\ U 2/1 und x ^ x, y\ ^ y. 

Hinreichende Bedingung. Seien J\, J2, J 3 e IoOS). Offenbar J ] n (J2 U J3) -3 
=5 (Ji n J2) U (Ji n J 3 ) . Daher folgt aus 0 = J\ n (J2 U J3) auch 0 = 
= (J\ n J2) U (Ji n J 3 ) . Weiter genügt es 0 -7-- J i n (J2 U J3) vorauszusetzen. 
Sei t G J\ n (J2 U J 3 ) . Dann tGJ\, t e J 2 U J 3 . Es gibt Elemente XGJ2, 

y e J 3 so, daß t ^ xKJ y. Dann ist entweder £ ^ x, bzw. £ ^ ?/ oder £ _-£ ?/, 
tf ^ #. Im ersten Falle ist teJ2, bzw. £ e J 3 und daraus £ e (J\ n J2) U (J\ n J3) 
Im zweiten Falle existieren der Annahme nach solche Elemente x\, y\G S, 
daß t = x\ U y\ und #1 ^ x, y\ < y. Offenbar #1 < £, yi < £ und xi e J\ n J 2 , 
2/i G J\ n J 3 . Daher £ e (J i n J2) U (J i n J3) und J i n (J2 U J3) = (J] n J2) U 
u (Ji n J 3 ) . 

Aus 1.6 folgt unmittelbar 

1.7. Sei S ein nach unten gerichteter Halbverband. Der Idealenverband I(S) 
ist genau dann distributiv, wenn S distributiv ist. 

Definition 5. Ein \/-vollständiger Verband L heißt \/-distributiv, wenn 
für jede Teilmenge {xa; OLGÄ} zz L und jedes Element XGL 

x n \/(xa; OLG A) = \/(x n xa; OLG A) 
gilt. 

1.8. Jeder distributive und kompakt erzeugte Verband ist \/-distributiv. 
Bewei s . Seien x G L, {xa; OLG A} <= L. Offenbare n \/(xa; OLG A) ^ \/(xnxa; 

OLGA). Betrachten wir ein kompaktes Element CGL, wobei c ^ xC\\/(xa; 
OLGA) ist. Dann c < x, c ^ \/(xa; OL G A). Daher für eine endliche Teilmenge 
A' c A c ^ \/(xa; OL G A') und c ^ x n \/(xa; OL G A') = \/(x n xa; OLG A') ^ 
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^ \/(x n xa; OLEA). Weil L einen kompakt erzeugten Verband darstellt, 
gilt x n\/(xa; OLE A) ^ \/(x n xa; OLE A) und daraus folgt schon die V_-Ois-
tributivität von L. 

Satz 1. Sei L ein distributiver und kompakt erzeugter Verband. Wenn a U 6, 
a nb (a9b E L) kompakte Elemente sind, dann sind die Elemente a, b kompakt. 

Bewe i s . Es genügt sich nur auf den Fall a ^ b, b $: a zu beschränken. 
Sei a = y(xa; OLEA), b = \/(yß; ß e B), wobei xa, yß kompakte Elemente 
sind. Nach 1.8 ist a C\b = \/(xa; OLEA)H \/(yß; ß E B) = \/(xa n yß; 
O\EA9 ßEB). Sei ferner xaC\yß = \j(zaßy; yECaß), wobei zaßy kompakte 
Elemente sind. Dann a nb = \/(\/(zaßy; y e Caß); 0LEA,ßEB). Der Annahme 
nach ist a n b ein kompaktes Element und daraus folgt die Existenz endlicher 
Teilmengen A± c A, Bi <= B, wobei .Ai = {ai, . . . , 0Ln}, B1 = {ß1, ..., ßm} 
und endlicher Teilmengen C'Xißj c CXißj so, daß a nb = \/(zXißjy; yEC'atßjy, 
i E {1, ..., n}, j E {1, ..., m}). Betrachten wir die Elemente a] = \/(xa; a E Ai), 
h = \/(yß; ß G .ßi). Daraus folgt a n b ^ ax n b± = \Z(xa; OL E AI) n \/(yß; 
ßeBx) = \/(xanyß; a e i 1 } ßeBi) = \Z(xXtnyßj; i e {1, . . . , n}9 j e {1, . . . , 
W) > V ( z a i Ä y ; r e O a i ^ , i G { l , . . . , n } , J G { l , . . . , m } . ) = anb. Weiter a U b = 
= V ( ^ a ' a e i ) u y ( t / / ) ; ß £ B). Weil a U 6 ein kompaktes Element ist und 
a ^ a U & 7-- &, existieren nichtleere endliche Teilmengen A2 c i , 52 c 5 so, 
daß a\Jb = \/(xa; OLE A2) Kj\/(yß; ß EB2). Setzen wir A^ = A1\JA29 

B^ = Bi U B2. Az9 2?3 sind auch endliche Mengen. Sei a2 = \/(xa; OL E A^)9 

b2 = \/(yß; ß E B^). Offenbar gilt a ^ a2 ^ a±9 b ^ b2 ^ 61 und a2nb2 = 
= a nb9 weil ai n bi = a n &. Weiter a\Jb ^ a2KJb2 ^ \/(xa; OL E A2) U 
u \/(yß\ ß e Bz) = a U &. Aus den letzten Beziehungen sieht man, daß 

(*) a U b ^ a U &2 ^ «2 U 62 ^ a U & 
a U b ^ a 2 U b ^ a 2 U b 2 ^ a U & 

(**) a П ò = a i П b i ^ aПÒ2 ^ ß П f t 
a П b = a i П b i ^ a2 Пb ^ a Пb 

Es ist bekannt, daß das relative Komplement in einem distributiven Verband 
eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt a2 = a, b2 = b. Weil die endlichen 
Vereinigungen kompakter Elemente immer kompakte Elemente sind, sind 
die Elemente a, b kompakt . 

Aus den Behauptungen 1, 1.3, 1.4 und 1.7 folgt 

1.9. Sei S ein distributiver nach unten gerichteter Halbverband. Wenn die 
verbandstheoretische Vereinigung und der Durchschnitt von Idealen J\, J2 des 
Halbverbandes S Hauptideale sind, dann sind auch J\, J2 Hauptideale. 

Die Behauptung 1.9 ist eine Verallgemeinerung der bekannten Behauptung 
von Idealen in distributiven Verbänden [5, Hilfsatz I I ] . Mit Hilfe des Satzes 1, 
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1.1, 1.2 und 1.4 kann man die analoge Behauptung zur 1.9 für distributive 
Halb verbände beweisen. Den Satz 1 kann man auch bei dem Kongruenzen
verband 0(L) eines Verbandes L verwenden. Es ist bekannt, daß in 0(L) die 
Kongruenzrelationen der Art \/(@aifbi; i e {1, . . . , n}) alle kompakten Elemente 
sind, wobei <9a,ö die kleinste Kongruenzrelation OeO(L) die die Bedingung 
a = b(0) befriedigt, bedeutet. 

Definition 6. Ein Ideal P eines Halbverbandes heißt Primideal, wenn man 
für die Ideale J\, J<i, 0 -?-- J\C\Ji c P für irgendein i e {1, 2} Jt c: P impliziert. 

Definition 7. Eine Teilmenge D eines Halbverbandes S heißt duales Ideal, 
wenn es 

(1) für je zwei Elemente x,y e D ein Element ze D gibt, daß z ^ x, z ^ y und 
(2) aus x ^ y, y e D XG D folgt. 

1.10, Sei P ein Ideal eines nach unten gerichteten Verbandes. P ist ein Primideai 
genau dann, wenn S —- P (5) ein duales Ideal des Halbverbandes S ist. 

Bewei s . Sei P ein Primideal. Seien x, y e S — P. Dann gilt offenbar (x] n 
n (y] ¥=• 0 und (x] n (y] <£ P. Es existiert ein solches Element z e (x] n (y], 
daß z $ P. Offenbar z ^ x, y. Also S — P ist ein duales Ideal. Setzen wir 
jetzt voraus, daß S — P ein duales Ideal des Halbverbandes S ist. Seien J\, J2 
Ideale des Halbverbandes S und J\ <£ P, J2 <£ P. Dann existieren xeJ\, 
y e J2 derart, daß x, y $ P. Also x, y e S — P. Daher ist die Existenz eines 
Elementes ze S verbürgt, so daß z < x, y und ze S — P. Also z e Ji n J2 
und J\ n J2 <£ P. 

Die folgende Behauptung bietet eine Verallgemeinerung des bekannten 
Stone — Satzes von distributiven Verbänden. 

Satz 2. Sei J ein Ideal, D ein duales Ideal eines distributiven und nach 
unten gerichteten Halbverbandes S. Sei J f] D =£ 0. Dann enthält die Menge 
sämtlicher das Ideal J enthaltender und mit dem dualen Ideal D disjunkter 
Ideale ein maximales Element M. Das Ideal M ist ein Primideal. 

Bewei s . Sei J£j die teilweise geordnete Menge aller Ideale des Halb Ver
bandes S, welche J enthalten und mit D disjunkt sind. Offenbar Jij ?_- 0. 
Nach dem Lemma von Zorn besitzt Jij ein maximales Element M (eine 
mengentheoretische Vereinigung einer Idealenkette von Jij ist wieder ein 
Ideal aus Jtj). Wir zeigen, daß S — M ein duales Ideal ist. Seien x,y e S — M 

und (x] n (y] c: M. Da M ein maximales Element von J4j ist, dann M U (x] 7--
-^ M -^ M u (y] und {M U (x]} f] D =£0, {M V (y]} f] D 9-= 0. Es existieren 
Elemente x\ e {M U (x]} f| D, y\ e {M U (y]} p | D. Weiter existiert ein 
Element z e D so, daß z ^ x\, y\, weil D der Annahme nach ein duales Ideal 

(6) S — P bezeichnet die mengentheoretische Differenz 
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ist. Dann z e {(M u (x]) n (M U (y])} f| D. Aus 1.6 (S ist distributiv) folgt 
{M U (a?]} n {if u (y]} = -M u {>] n (*/]} = M. Daher {(Jf u (x]) n (Jf U 
u (2/])} PI -ö — 0, was ein Widerspruch ist. 

Unter dem minimalen Primideal (maximalen dualen Ideal) werden wir 
weiter ein minimales Element (maximales Element) der teilweise geordneten 
Menge sämtlicher nichtleeren Primideale (nichtleeren und von S verschiedenen 
dualen Ideale) des Halb Verbandes S verstehen. 

1.11. Sei S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. Ein 
Ideal P 7^ S ist ein minimales Primideal des Halbverbandes S genau dann, 
wenn S — P ein maximales duales Ideal des Halbverbandes S ist. 

Bewei s . Notwendige Bedingung. Nach 1.10 ist S — P ein duales Ideal. 
Wäre S — P nicht ein maximales duales Ideal, dann existiert ein duales Ideal D 
so, daß S - P c D ^ S, S - P ^ D. Offenbar (0] f| D = 0. Nach Satz 2 
existiert ein Primideal P' des Halbverbandes S derart, daß P' f\ D = 0. 
Daraus sieht man P' <= P und P' 7-- P . Das führt zum Widerspruch und 
S — P ist ein maximales duales Ideal. 

Hinreichende Bedingung. Sei S — P ein maximales duales Ideal. Nach 
1.10 ist P ein Primideal. Wenn P' 9-= 0 Primideal des Halbverbandes S ist, 
und P' c P , dann 8 — P' c S — P . 8 — P' ist nach 1.10 ein duales Ideal. 
Der Annahme nach ist aber 8 — P' = S — P . Daraus folgt P ' = P . Also 
ist P ein minimales Primideal. 

1.12. Sei S ein distibutiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. Zu 
jedem Primideal 0 7-- P -7-= $ existiert dann ein minimales Primideal Q so, 
daß Q c P . 

Bewe i s . Sei 0 ^ P -^ fif ein Primideal. Gemäß 1.10 ist Ä — P -^ 0 ein 
duales Ideal. Sei Q) die Menge sämtlicher dualer Ideale D des Halb Verbandes £ 
mit der Eigenschaft: D ^ 8, D cz S — P. Offenbar 2 ^ 0. ^ ist bezüglich 
der mengentheoretischen Inklusion teilweise geordnet. Der Annahme nach 
gehört 0 in kein duales Ideal von 2. Die mengentheoretische Vereinigung 
einer Kette von dualen Idealen aus 2 ist wieder ein duales Ideal aus 2. Aus 
dem Lemma von Zorn sieht man, daß 2 ein maximales Element D enthält. 
Wir zeigen, daß Q = S — D das gesuchte Ideal ist. Offenbar D 7-- S. Dann 
D p | (0] = 0. Dem Satz 2 nach existiert ein solches Primideal Q', daß Q' f| D = 
= 0. Nach 1.10 ist 8 — Q' ein duales Ideal und 8 — Q' c D. Weil Z> ein 
maximales Element in 2 ist, folgt 8 — Q' = D. Dann (nach 1.11) ist Q' = 
= Q = S — D <= P ein minimales Primideal des Halbverbandes S. 

Wenn 8 ein nach unten gerichteter Halbverband ist, dann stellt die Abbild
ung x -> (x] (x G S) einen Isomorphismus (bezüglich der Ordnungsrelation) 
von 8 in den Verband I(S) aller nichtleeren Ideale des Halbverbandes S dar. 
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L(S) wird den kleinsten alle Hauptideale umfassenden Teilverband des 
Verbandes I(S) bezeichnen. 

1.13. Sei S ein nach unten gerichteter Halbverband. S ist distributiv genau 
dann, wenn L(S) ein distributiver Verband ist. Wenn S distributiv ist, kann 
man jedes Element a e L(S) in der Form 

(1) a = a±U ... KJ an (a±, ...,aneL(S)), wobei für jedes i e{l, ...,n} 
Elemente xa, ..., xüi e S existieren, so daß a% = (xa] n ... n (xüi], 
schreiben. 

B e w e i s . Sei S ein distributiver Halb verband. Nach 1.7 ist I(S) ein distri
butiver Verband und daraus folgt unmittelbar auch die Distributivität des 
Verbandes L(S). Vorerst beweisen wir den letzten Teil der Behauptung. 
Jedes Ideal der Art (1) gehört in L(S). Man kann sich leicht überzeugen, 
daß Ideale der Art (1) einen Teilverband vom I(S) bilden und daß man jedes 
Hauptideal (x] in der Form (1) schreiben kann. Daraus ergibt sich, daß L(S) 
von Elementen der Art (1) zusammengesetzt wird. Sei jetzt L(S) ein distributi
ver Verband. Wir beweisen, daß I(S) distributiv ist. Nehmen wir an, daß 
Ji,J2,Jz£ L(S). Offenbar J± n (J2 U Jz) => (Ji n J2) U (Ji n J 3 ) . Sei teJin 
n (J2 U J3). Dann t e J\ und es existieren solche Elemente xeJz, yeJz, 
daß t ^ xKJy. Offenbar (t] = (t] n(x\Jy] = (t] n {(x] U (y]} e L(S). Der 
Annahme nach ist (t] = {(t] n (x]} U {(t] n (y]} c (Jx n J2) U (Ji n J 3 ) . Aus 
1.7 folgt dann die Distributivität von S. 

2. PSEUDOKOMPLEMENTÄRE HALBVERBÄNDE 

Definition 8. Sei S eine teilweise geordnete Menge, a, b e S. Ein Element 
a*b e S heißt relativer Pseudokomplement von dem Element a bezüglich des 
Elementes b, wenn für je zwei Elemente x, y e S gilt: 

(2) (y < a, y < x => y < b) o x < a*b(*) 

Eine teilweise geordnete Menge S heißt relativ pseudokomplementär, wenn 
für je zwei a,beS das Element a*b e S existiert. Wenn die teilweise geordnete 
Menge S das kleinste Element 0 besitzt und für jedes ae S das Element 
a^fi e S existiert, dann werden wir S eine pseudokomplementäre, teilweise 
geordnete Menge nennen, das Element a^O mit a* bezeichnen und ein Pseudo
komplement von a nennen. 

Man kann leicht einsehen, daß a*b eindeutig bestimmt ist. Wenn die Menge S 
aus der Definition 8 einen Halbverband darstellt, dann werden wir über einen 
relativ pseudokomplementären bzw. pseudokomplementären Halbverband 

(6) »=>" bzw. „ o " bezeichnet die Implikation bzw. die logische Äquivalenz. 

127 



sprechen. Im Falle, daß S einen Verband darstellt, ist die Definition 8 mit 
der Definition des relativ pseudokomplementären bzw. des pseudokomple
mentären Verbandes äquivalent [1, IX, §12]. 

Ohne Schwierigheit kann man beweisen, daß für eine pseudokomplementäre 
teilweise geordnete Menge S folgendes gilt: 

(3) a ^ b => a* ^ &*, 
a ^ a**, 
a* = a***. 

Aus (3) folgt, daß 0* = I das größte Element von S ist. 
F r i n k [3] untersuchte folgende n-Halbverbände: 
Sei P eine Menge auf der eine binäre Relation n erklärt ist, ein Element 

0 e P existiert und für jedes aeP gibt es ein Element a* e P mit folgenden 
Eigenschaften: 

(4) a nb = b na für alle a,« beP, 
(5) a n (b n c) = (a nb) n c für alle a, b, ce P, 
(6) a n a = afür alle aeP und 
(7) a n b = 0 o a n 6* = afür alle a,beP. 

Aus (4) — (6) sieht man, daß P eine teilweise geordnete Menge ist, wobei 
a ^ bo a nb = a und a n b ist das Infimum der Elemente a,b e P bezüglich 
dieser Ordnungsrelation. Man kann zeigen (siehe[3]), daß (7) mit 

(7a) a nb = 0 o a ^ 6* für alle a,b eP 
äquivalent ist. 

Aus (4) — (7a) folgt, daß P eigentlich ein pseudokomplementärer n-Halb-
verband im Sinne der Definition 8 ist. 

Definition 9. Sei S eine pseudokomplementäre teilweise geordnete Menge. 
Ein Element ae S heißt abgeschlossen, wenn a = a**. B(S) bezeichnet die Menge 
sämtlicher abgeschlossener Elemente von S. 

Aus (3) und Definition 9 folgt 

2.1. Sei S eine pseudokomplementäre teilweise geordnete Menge. Ein Element 
ae S ist abgeschlossen genau dann, wenn ein Element xe S existiert, daß x* = a. 

Ferner gilt 

2.2. (F r ink) . Sei P ein pseudokomplementärer n-Halbverband. Dann bildet 
die Menge sämtlicher abgeschlossener Elemente B(P) einen Booleschen Verband, 
wobei für je zwei a, b e B(P) a < b in B(P) genau dann gilt, wenn auch a ^ b 
in S gilt. Weiter stimmt a nb in B(P) mit dem a nb in S überein, ä = a* 
(ä bezeichnet das Komplement von a in B(P)) und die Vereinigungsoperation 
in B(P) ist wie folgt gegeben: a V f> = («* n 6*)*. 
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B e w e i s siehe in [3, Satz 1]. Eine ähnliche Behauptung beweisen wir für 
unsere pseudokomplementären Halb verbände. 

Satz 3. Sei S ein pseudokomplementärer Halbverband. Dann bildet die 
Menge sämtlicher abgeschlossener Elemente B(S) einen Booleschen Verband, 
wobei a ^ bin B(S) (a, b e B(S)) genau dann, wenn a ^ bin S. Wenn a,b e B(S), 
dann existiert das Element a C\b in S und a n & e B(S). Für a e B(S) ist auch 
a* e B(S) und a* ist das Komplement von a in B(S). Die Vereinigungsoperation 
in B(S) ist wie folgt erklärt: a \J & = (a U &)**. 

Vorerst beweisen wir einen Hilfsatz 

2.3. Sei S ein pseudokomplementärer Halbverband. 

a) Sei {xa;o:eA}<^ S. Wenn die Elemente V (x*\ a e i ) , V (xt*'> a e i ) 
in S existieren, dann existiert im Halbverband S das Element /\(x*; a e i ) , 
welches in die Menge B(S) gehört und (\/(xa; a e A))* = A(#* \ a e A). 

b) Wenn a, & e B(S), dann existiert das Element a n & in S und a n & e B(S). 
Bewei s . Setzen wir voraus, daß Elemente \/(xa; OLEA), \/(X**;OLEA) 

in S existieren. Nach 2.1 ist (\/(xa; a e i ) ) * eB(S) . Weil V ^ * ; a e i ) ^ a 

für alle a e i , dann ist nach (3) (\/(xa; a e A))* ^ x* für alle a e A. Sei t e S 
und (\/(xa;oLEA))* ^ t ^ #*für alle a eA. Dann ist nach (3) (\/(xa; OL e i ) ) * * = 

^ t* ^ x** für alle OLEA. AUS der letzten Beziehung folgt t* ^ \/(x**; 
a e i ) . Wenn ZEB(S) und z ^ \/(x**; OLEA), dann ist nach (3) z** = z ^ 
> (\/(X**;OLEA))**. Weil t* E B(S), darum (\/(xa; OL E A))** > t* > (\/(x**; 

OLEA))**. AUS (3) sieht man, daß für alle OLEA xa ^ x** ist. Daraus ergibt 
sich, daß (\/(xa;oLEA))** ^ (\/(X**;OLEA))**. Also (\/(xa; OLEA))** = 

= t* = \/(x**; OLEA))**. A U S * < t** und (\/(xa; OLEA)(* = t** sieht man, 
daß (\/(xa; OLEA))* = t = t**. Damit wurde bewiesen, daß (\/(xa; a e i ) ) * 
ein maximales Element von S für alle OLE A unten allen Elementen x* liegt. 
Wenn pES und p ^ x* für alle OLEA, dann (\/(xa; OLEA))* ^ p U (\/(xa; 
OLEA))* ^ x* für alle a e i . Aus der Maximalität des Elementes (\/(xa; 
a e i ) ) * folgt p ^ (\/(xa; OLE A))*. Also existiert das Element /\(x*; a e i ) 
in 8 und /\(x*; a e i ) = (\/(xa; OLE A))* EB(S). 

Der zweite Teil der Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus der Tatsache 
a n & = a** n &** = (a* U &*)*. 

B e w e i s d e s S a t z e s 3. Betrachten wir die teilweise geordnete Menge B(S) 
(a < & in B(S) genau dann, wenn a ^ & in S). Zuerst zeigen wir, daß B(S) 
bezüglich dieser Ordnungsrelation einen Verband darstellt. Nach 2.3 für a, 
b E B(S) existiert a n & in S und a n & e B(S). Also das Infimum von je zwei 
Elementen aus B(S) existiert in B(S). Seien a, ö, tEB(S), a, b ^ t. Dann ist 
auch a U & < t. Selbstverständlich auch (a U &)** ^ t** = t. Weil (a U &)** e 
e B(S) und (a U b) ^ (a U &)**, ist das Supremum a \J b = (aKJ b)** für a 
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b G B(S). Offenbar 0, I d B(S) (I = 0*). Wir zeigen, daß B(S) ein pseudokom
plementärer n-Halbverband im Sinne der Definition von Frink ist. Es ist 
nur die Bedingung (7) für B(S) zu beweisen. Sei a,b e B(S). Wenn a nb = 0, 
dann folgt aus 2.3, daß das Infimum von den Elementen a, b in S gleich dem 
Element 0 ist, d. h. aus a ^ t, b ^ t folgt t = 0. Der Definition 8 gemäß ist 
dann a ^ b*, davon a nb* = a. Wenn a n b* = a, dann a < b* und aus 
der Definition 8 sieht man, daß a n b = 0 in S. Nach 2.3 ist auch a nb = 0 
in B(S). Also B(8) erfüllt auch die Bedingung (7). Nach 2.2 ist B = B(B(S)) 
ein Boolescher Verband bezüglich der Operationen a^ b = (a* n b*)*, 
a nb (a, b GB). Offenbar ist die Operation n in B mit der Operation n in 
B(S) übereinstimmend (siehe 2.2) und B = B(S). Aus 2.3 folgt a V b = (a* n 
n b*)* = (a U b)** = a \/ b. Also ist auch die Operation V mit der Opera
tion V identisch. Weil B = B(S), bekommen wir aus 2.2, daß B(S) einen 
Booleschen Verband bildet. Daß a* e B(S) das Komplement von a in B(S) 
bildet, folgt auch aus 2.2. 

Aus 2.3 folgt unmittelbar 

2.4. Sei S ein pseudokomplementärer Halbverband. Seien x\, ..., xn s 8, 
Dann (\/(xt;ie{l, ..., n}))* = AK*; ie{l, ..., n}). 

Jetzt verallgemeinern wir den bekannten Satz von G l i v e n k o [1, I X , 
Satz 16] auf die Halbverbände, analogerweise, wie es F r i n k [3, Satz 2] für 
n-Halbverbände durchgeführt hat. 

Satz 4. Die Abbildung cp : a -> a** des pseudokomplementären Halbverbandes 
S auf den Booleschen Verband B(S) ist eine auf 8 erklärte Hüllenoperation, 
wobei <p(a U b) = (<p(a) U <p(b))**, <p(a*) = [cp(a)]*, cp(a nb) = cp(a) n cp(b) (wenn 
a nb in S existiert) und 0** = 0. Wenn S ein vollständiger Verband ist, dann 
ist B(S) ein vollständiger Boolescher Verband, wobei das Infimum von Elementen 
aus B(S) in B(S) mit dem Infimum derselben Elemente in S identisch ist. Wenn S 
ein Verband ist, dann stellt die Abbildung a -> a** einen Homomorphismus 
dar. Im distributiven Verband ist a** = b** genau dann, wenn a n d = b n d 
für ein dichtes Element gilt, d. h. für ein Element, das die Gleichung d** = 0* = I 
befriedigt. 

B e m e r k u n g . Frink hat in [3, S. 511] gezeigt, daß die Formulation des 
Satzes von Glivenko in [1, IX, Satz 16] nicht korrekt ist. Ein Boolescher 
Verband von abgeschlossenen Elementen des unvollständigen pseudokomple
mentären Verbandes muß nicht vollständig sein. Z. B., es sei B ein unvoll
ständiger Boolescher Verband (offenbar ist B distributiv und pseudokomple 
mentär). Dann besteht der Boolesche Verband der abgeschlossenen Elemente 
von B aus denselben Elementen wie die Menge B und B ist der Annahme 
nach nicht vollständig. 

B e w e i s des S a t z e s 4. Es ist aus dem Satz 3 bekannt, daß a ^ b in 
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B(S) (a, b e B(S)) genau dann wenn a ^ 6 in S. Aus (3) sieht man, daß die 
Abbildung <p : a -> a** eine Hüllenoperation auf S ist und [<p(a)]* = (p(a*). 
Für a, b e S folgt aus 2.4 (a U &)** = (a* n &*)*. Aus 2.1 bekommen wir a*> 
b* e B(S) und gemäß 2.4 ist (a* n &*)* = a** V &**, d. h. cp(a U &) = _cp(ä) U 
U <p(b)_**. Offenbar 0** = I* = 0. Je tz t zeigen wir, daß cp(a n &) = (p(a) n 
n <p(&), wenn a n & in £ existiert. Gemäß 2.3b existiert das Element a** n &** 
in S und gehört in B(S) (wir nehmen an, daß a n & in S existiert). Nach (3) 
ist a** n &** ^ a n & und daraus (a** n &**)* ^ (a n &)*. Aus 2.1 folgt 
(a n &)* e _B(£). Das Element 2/ = (a** n &**) n (a n &)* existiert in £ 
(siehe 2.3b). Es ist zu zeigen, daß y = 0 ist. Offenbar y ^ a**, &**. Sei z e S 
und z ^ a,z ^ y. Wenn t ^ b,t ^ z, dann ist £ ^ a C\b, y. Weil ?/ < i« n &)*,. 
dann sieht man aus der Definition 8, daß t = 0. Also b n z = 0 in S d. h. 
2 *S &*. Zugleich z < &** und 0 ^ z ^ &* n &** = 0. Also any = 0 in S. 
Davon ist y ^ a*. Zugleich ist auch y < a**. Aus den letzten Relationen 
bekommen wir 0 ^ y ^ a* n a** = 0. Also y = 0 und (a** n &**)* = 
= (a n &)* e .B(AS'). Daraus folgt (a n &)** = (a** n &**)** = a** n &**. Aus 
den bisherigen Ergebnissen ergibt sich, daß die Abbildung a->a** ein Ver
bandshomomorphismus ist, wenn S einen Verband darstellt. Es existiere 
jetzt in S \Z(xa; a e i ) für jede Teilmenge {xa; a e i } c S. Sei {yv; y e C} <= 
czB(S) H . Dann gilt nach 2.3 (\/(y*; y e C)) = A(y**'> yeC)= A ^ ; 
y eC) G !?(£). Das Ergebnis der Operation V in S bzw. in -B($) ( A verwendet 
man auf die Elemente von B(S)) ist in beiden Fällen übereinstimmend. Weil 
B(S) auch das größte Element besitzt, muß B(S) ein vollständiger Boolescher 
Verband sein. Den letzten Teil unserer Behauptung beweist man wie in 
[1, IX, Satz 16], wenn man d = (a* U &) n (a U &*) setzt. Allerdings müssen 
wir voraussetzen, daß S ein distributiver Verband ist. Man überzeugt sich 
leicht, daß für den fünfelementigen nichtdistributiven Verband der letzte 
Teil des Satzes nicht gilt. Im Beispiel 3.4 werden wir einsehen, daß dies nicht 
einmal für distributive Halb verbände gelten muß. 

2.5. In einem pseudokomplementären Verband S für x±, ..., xn G S gilt fol
gendes: (#i n . . . n xn)* = (x* U . . . U x*)**. 

Bewei s . Mit Hilfe des Satzes 4 beweist man, daß (x± n . . . n xn)* = 
= (x± n ... n xn)*** = x* V . . . V x*. Mit dem Induktionsverfahren nach n 
beweisen wir (x* U . . . U x*)** = x* V ••• V x*. Für n = 2 ist es triviaL 
Nehmen wir (x* U . . . U x*__)** = x* V . . . V x*__ an. Dann (x* U . . . U 
U x*)** = [(x* U . . . U x*__) U x*]** = (x* U . . . U x*__)** V x* = x* V 

v.. . v**. 
[1, IX, Satz 15] behauptet, daß ein vollständiger Verband genau dann 

(7) Im Beweis benutzen wir zwar, daß S ein V-vollständiger Halbverband ist, aber 
wie man leicht einsehen kann, ist es damit äquivalent, daß S ein vollständiger Verband ist. 
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relativ pseudokomplementär ist, wenn L ^-dis t r ibut iv ist. Mit dem gleichen 
Verfahren kann man dieses Resultat sogar für die V-vollständige Verbände 
gewinnen. Daraus und aus 1.4 — 1.8 bekommen wir 

2.6. Ein nach unten gerichteter Halbverband S ist genau dann distributiv, 
wenn der Verband I(S) sämtlicher nichtleerer Ideale des S relativ pseudokomple
mentär ist. 

2.7. Sei S ein distibutiver Halbverband mit dem kleinsten Element. Dann 
ist S pseudokomplementär genau dann, wenn für jedes x e S (x]*(s) ein Hauptide al 
ist. In diesem Falle ist (x]* = (x*]. 

B e w e i s . Wenn S ein distributiver und pseudokomplementärer Halb verband 
ist, dann ist nach 2.6 I(S) pseudokomplementär. Offenbar (x*] <= (x]*. Falls 
ye (x]*, dann (x] O (y] = (0]. Daher folgt y < x*. Also (x]* = (x*]. Umge
kehrt, wenn für jedes x e S ein solches de S existiert, daß (x]* = (d], dann 
d = x*. 

2.8. Sei S ein distributiver nach unten gerichteter Halbverband. Seien a,b e S, 
<a ^ 6. Es bezeichne 0a,b die Menge sämtlicher b enthaltender und a nichtenthal-
tender Primideale des Halbverbandes S. Dann gilt: 

(1) Das relative Pseudokomplement ajb existiert genau dann, wenn ein solches 
ce S existiert, daß (c] = A{P', P e ^a,b); 

(2) Falls a*b existiert, dann (a*b] = /\(P', P G &a,b). 
B e w e i s . Es existiere a*b. Setzen wir J = (b], D = \a). Aus dem Satz 2 

sieht man, daß ^ a , & -^ 0. Nehmen wir P e ^a>& an. Offenbar (a] C\ (a*b] <= 
<= (b] <= P . Weil (ajqtP, dann (a*b] <= P . Also ajo e f\(P; P e&a,b). Wenn 
d e A(P', P €0*a,b) und d ^ a*b, dann existiert der Definition 8 nach ein 
solches y e S, daß y ^ a, y < d aber y ^ b. Dem Satz 2 nach gibt es ein 
Primideal P so, daß y$P und beP. Offenbar a, d$P. Daher Pe2Pa,t>. 
Daraus deP und wir bekommen einen Widerspruch. Also (a^b] = f\(P; 
P e 0>a,b). 

Sei (c] = l\(P; P e 0*a,b). Sei y ^ a, y < c. Falls y ^ b, dann gibt es dem 
Satz 2 nach ein Primideal P so, daß y $ P,b e P. Offenbar a, c$P. Anderseits 
aber P G 0a,b, d. h. c e P, was ein Widerspruch ist. Also y < b, was mit der 
Behauptung (a] n (c] <= (b] äquivalent ist. Sei (a] n (x] <= (6] (x e S). Offenbar 
(x] <= P für alle P e &a,b, weil (a] gt P. Also x ^ c. Daraus folgt c = a*b. 

Satz 5. a) Sei S ein distributiver und nach unten gerichteter Halbverband. 
S ist genau dann relativ pseudokompelementär, wenn S 

(1) das größte Element I enthält und 
(2) für jede a ^ b (a, b e S) der Durchschnitt aller b enthaltenden aber a nicht-

enthaltenden Primideale ein Hauptideal ist. 

(8) (x~\* bedeutet das Pseudokomplement in I(S). 
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b) Sei S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist 
genau dann pseudokomplementär, wenn für jedes a> 0 (a e S) der Durchschnitt 
aller nichtleeren, das Element a nichtenthaltenden Primideale (minimale Primi
deale) des Halbverbandes S ein Hauptideal ist. 

Beweis , a) Nehmen wir vorerst an, daß S ein relativ pseudokomplementärer 
Halbverband ist. Wählen wir a ^ b (a, b e S) aus. Dann gilt offenbar «*& = I. 
Nach 2.8 gilt ferner (2). Umgekehrt, aus (2) und (1) folgt (siehe 2.8) die relative 
Pseudokomplementarität des S. 

b) Der Definition 8 nach ist «*0 = «*. Es bezeichne £Pa (<^a) für ae Sy 

a> 0 die Menge der sämtlichen nichtleeren das Element a nichtenthaltenden 
Primideale (minimalen Primideale) des Halb Verbandes S. Falls J = (0], setzt 
man D = [a), dann sieht man aus dem Satz 2, daß 0>a 7-= 0. Für jedes P e £Pa 

existiert nach 1.12 ein minimales Primideal Q <= P. Offenbar Qe^a- Also 
^ a -^ 0 und h(P,PeJ?a) <= A(P',Pe&a). Weil „töa <= ^ a , dann A(-P; 
PeJta) = A(P',Pe0>a). Aus 2.8 (in 2.8 wird 0>a als 0>a,o bezeichnet) 
bekommen wir schon unsere Behauptung betreffs der minimalen Primideale. 

Satz 5 verallgemeinert [6, Satz 1, 2]. Es ist bekannt, [1, IX, Satz 15, Folge
rung], daß relativ pseudokomplementäre Verbände distributiv sind. F ü r 
relativ pseudokomplementäre Halb verbände muß das nicht gelten. Da& 
folgende Beispiel weist darauf hin. 

2.9. B e i s p i e l . Es bezeichne N die Menge der natürlichen Zahlen. Bezeichne 
mit a', V irgendwelche zwei verschiedene nicht in N gehörende Elemente. 
Betrachten wir I = N \J {a', b'}. Sei S = {0, {1}, {1, 2}, . . . , {1, . . . , n}, . . .„ 
{a'}, {a', 1}, . . . , {a', 1, . . . , n}, . . . , {a'} \J N, I}. S bildet bezüglich der men
gentheoretischen Vereinigung einen Halbverband (die Ordnung ist bezüglich 
der mengentheoretischen Inklusion). Setzen wir a = {a'} \J N, b = {b'}\JN 
und an = {a'}. Dann a ^ ao U b = I. Keine Elemente p, qs S befriedigen 
die Bedingungen p ^ ao, q ^ b und a = p\J q. Dann ist nach 1.5 S kein 
distributiver Halb verband. Diese Situation veranschaulicht uns Fig. 1, wo 
die Menge {1, . . . , n} mit n und die Menge {«', 1, . . . , k} mit ajc bezeichnet 
wird. Jetzt weisen wir nach, daß S ein relativ pseudokomplementärer Halb
verband ist. Offenbar, wenn x, y e S, x ^ y, dann x*y = I. Weiter werden 
wir nur die Fälle x ^ y überprüfen. 1*0 = 2*0 = . . . = n*0 = ... = 6*0 = «o, 
1*0 = 0, «o*0 = b, «1*0 = «2*0 = . . . = «71*0 = . . . = «*0 = 0. Seien i, j e N, 
i < j . Dann «o*i = «i*i = . . . = «s*i = 6, «y*i = «*i = i = I*i = i, j%i = 
= a% = b*i. Ferner «n*& = «i*b = . . . = an*b = . . . = «*& = b, l*«n = . . . = 
= n^ßo = ... = &*«o = F*«o = «0, «i*«o = . . . = «rc*«o = . . . = «*«o — «0 -
ttf+i*«i = . . . = «*+**«* = . . . «*«* = b*ax = I^a% = (i + 1)*«* = . . . = 
== (i + &)*«* = ... = ai, &*« = /*« = «. 
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3. STONESCHE HALBVERBÄNDE 

Die nachstehende Definition verallgemeinert den Begriff des Stoneschen 
Verbandes (siehe [4]). 

Definition 10. Sei S ein distributiver und pseudokomplemetärer Halbverband 
(Verband). S heißt Stonescher Halbverband (Verband), falls für jedes aeS 
a* u a** = I (I bezeichnet das größte Element in S) gilt. 

Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es Stonesche Halbverbände, die keine 
Verbände sind. 

3.1. B e i s p i e l . N bezeichne die Menge der natürlichen Zahlen, a', V sind 
verschiedene in die Menge N nichtgehörende Elemente. Dann sei I = {a', 
b'} U N. Sei ferner S = {0, {1}, {1, 2}, . . . , {1, 2, . . . , n}, {a'} \J N, {V} \J N, I}. 
S stellt bezüglich der mengentheoretischen Vereinigung einen Halbverband 
(die Ordnung ist bezüglich der mengentheoretischen Inklusion) dar. In Fig. 2 
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wird das Diagram des S dargestellt (a bezeichnet {a'} \J N, b bezeichnet {&'} (J N 
und n bezeichnet {!,..., n}). Die Überprüfung sämtlicher Fälle bestätigt 
uns, daß S ein distributiver Halb verband ist. Offenbar, 1* = 2* = . . . = n* = 
= . . . = a* = b* = I* = 0, 0* = I. S bildet sogar einen Stoneschen Halb
verband. Das Element a n & existiert in S nicht und S ist kein Verband. 

Die folgende Behauptung verallgemeinert [3, Satz 3]. 

Satz 6. Sei S ein distributiver und pseudokomplementärer Halbverband. 
Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent: 

(1) a* U a * * = I für alle aeS; 
(2) für jede zwei a,b e Sfür welche a nbinS existiert, gilt ( a n & ) * = a*U&*; 
(3) der Boolesche Verband B(S) der abgeschlossenen Elemente bildet einen 

Teilverband des S. 

Bewei s . (1) => (3). Sei a, & e B(S) (siehe die Definition 9). Dann existiert 
nach 2.1 a*, b* e B(S) und nach 2.3 a* n &* in S. Der Annahme nach ist 
a = a**, & = &**. Wir gehen zum Verband I(S) der sämtlichen nichtleeren 
Ideale des S über. Nach 1.7 ist I(S) distributiv. Dann (a U &] n (a* n &*] = 
= {(a] U (&]} n (a* n &*] = {(a] n (a* n &*]} U {(&] n (a* n &*]} = {(a] n 
n (a*] n (&*]} U {(&] n (&*] n (a*]} = (0]. Also a U & < (a* n &*)*. Zwar 
(a U &] U (a* n &*] = (a** U &**] U {(a*] n (&*]} = (a** U &** U a*] n (a**u 
U &** U &*] = (/]. Daraus ((a* n&*)*] U (a* n &*] = (/]. Weil 1(8) distributiv 
ist, muß (a U &] = ((a* n &*)*], was zu a U & = (a* n &*)* führt. Also a U 
U & e JB(Ä) und (a U &)** = a U &. Gemäß Satz 3 ist dann BIS) ein Teilverband 
desS. 

(3) => (2). Es existiere a n & in S (a, & e £). Dann sieht man aus dem Satz 4 
und der Annahme, daß (a n &)* = {(a n &)**}* =-= (a** n &**)* = a*** V 

(2) => (1). Offenbar für alle ae S existiert a n a* in S und a C\ a* = 0. 
Dann gilt der Annahme nach (a n a*)* = 0* = 7 = a* U a** für alle ae S. 

Vor der Behauptung 1.13 haben wir den Verband L(S) definiert. Das war 
der kleinste, alle Hauptideale (x] (x e S) eines nach unten gerichteten Halb
verbandes 8 umfassende Teilverband des Verbandes I(S). 

3.2 a) Sei S ein distributiver und pseudokomplementärer Halbverband. Dann 
ist L(S) ein Teilverband des pseudokomplementären Verbandes I(S), wobei 
falls a e L(S), dann auch a* e L(S). 

b) Sei S ein Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist ein Stonescher 
Halbverband genau dann, wenn L(S) ein Stonescher Verband ist. 

Beweis , a) Es ist nur der letzte Teil zu beweisen, d. h. falls a e L(S), dann 
auch a*eL(S). Aus 2.6 wissen wir, daß I(S) ein pseudokomplementärer 
Verband ist. Nach 2.7 ist für jedes x e 8 (x*] = (x]*. Sei a e L(S). Dann 
nach 1.13 a = a± U . . . U an (a±, ..., an e L(S)) wobei für jedes a% = (xa] n 
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n ... n (xüi] (ie{l, . . . , n}) und xa, ..., xüi e S. Mit Hilfe von 2.4 bekommen 
wir a* = a*n...na*. Nach 2.5 und 2.7 wieder af = {(xa] n ... n (xilt]}* = 
= {(xa]* U . . . U (*,,]*}** = { ( 4 U . . . U 4 ] } * * = ( ( 4 U . . . U 4 ) * * ] 
für jedes ie{l, ..., n}. Also ist af ein Hauptideal. Dem Satz 3 nach ist a* 
ebenso ein Hauptideal und a* e L(S). 

b) Sei S ein Stonescher Halbverband. Dann gehört (0], (I] e L(S), (0] ist 
das kleinste und (/] das größte Element in L(S). Aus a) folgt, daß L(S) ein 
distributiver und pseudokomplementärer Verband ist. Sei a e L(S). Dann 
a = a±KJ ... U an, wobei für i e {1, . . . , n}, a% = (xa] n ... n (xüi] ist. Wie 
im vorigen Teil gezeigt wurde, ist af = (yf], wo yt = (xf U . . . U 4 ) * * 
und a* = a*n ... n af. Dann gilt a* = (y*] n . . . n (yf]. Ferner nach 
2.5 und 2.7 gilt a** = {(y*]* U . . . U (yf]*}** = (y** U . . . U yf*]**: Daraus 
folgt a* U a** => {(yf] n...n (yf]} U (y** KJ...Uyf*] = {(yt] U (*]} n ... 
. . .n{(*L*]U(z]}, wo z = y**U...Uyf*. Offenbar (yf] U (z] = ( /] . Also 
a* U a** = (/] und .L(£) bildet einen Stoneschen Verband. 

Sei L(S) ein Stonescher Verband. Nach 1.13 ist S ein distributiver Halb ver
band. L(S) besitzt das größte Element J. Aus 1.13 ergibt sich, daß für jedes 
a e L(S) ein solches x e S existiert, daß (x] c: a. Daraus sieht man, daß J ein 
Hauptideal ist, d. h. J = (I]. Weil L(S) alle Hauptideale enthält, muß I das 
größte Element in S sein. Wir zeigen noch, daß S ein pseudokomplementärer 
Halbverband ist. Sei xe S. Dann ist der Annahme nach (x]+ U (x]++ = (I], 
(x]+ n (x]++ = (0] ((x]+ bezeichnet das Pseudokomplement in L(S)). Nach 1.9 
ist (x]+ = (c], (x]++ = (d] (c, d e S). Weil (x] n (x]+ = (0], dann (x]+ c: (*]*. 
Sei ye(x]*. Dann gilt (x]n(y] = (0]. Weil (y]eL(S), dann (y] c: (x]+. 
Also (x]+ = (x]* = (c]. Nach 2.7 ist dann S ein pseudokomplementärer 
Halbverband und (x]* = (x]+ = (x*]. Aus dieser Voraussetzung sieht man, 
daß (x* U x**] = (x*] u (x**] = (x]* U (x]** = (I]. Also x* u x** = I und S 
ist ein Stonescher Halbverband. 

Unser nächstes Ziel ist die Verallgemeinerung von [4, Satz 1] auf die Halb
verbände. Vorerst brauchen wir noch. 

Definition 11. Sei S ein Halbverband. Ein Ideal P des S heißt ein schwaches 
Primideal in S, falls für beliebige Ideale J±, ..., Jn in S 0 -^ J\ n . . . n Jn c: 
c: (t] c: P die Existenz eines solchen i e{l, ..., n} impliziert wird, daß J% c: P. 

Man kann leicht einsehen, daß jedes Primideal eines Halbverbandes auch 
ein schwaches Primideal ist. Sei jetzt S ein Verband, 0 -^ P ein schwaches 
Primideal in S. Sei für x,y e S auch x ny eP. Dann 0 ^ (x] n (y] c: (x n y] c: 
c: P , daraus folgt entweder xeP oder y eP. Also ist P ein Primideal in S. 
Aus dieser Erwägung folgt, daß für einen Verband S die Begriffe ,,Primideal" 
und ,schwaches Primideal" identisch sind. Ferner werden wir unter einem 
minimalen schwachen Primideal eines Halbverbandes S immer ein minimales 
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Element der teilweise geordneten Menge der nichtleeren schwachen Primideale 
des S verstehen. 

3.3. Sei S ein Halbverband mit dem kleinsten Element 0. Dann existiert zu 
jedem schwachen Primideal 0 -?-- P -^ S ein minimales schwaches Primideal 
Q in S so, daß P c Q. 

Beweis . Ji Bezeichne die teilweise geordnete Menge (bezüglich der men
gentheoretischen Inklusion) der sämtlichen nichtleeren in einem schwachen 
Primideal 0 9-= P enthaltenen schwachen Primideale in S. P e Ji, also Ji -7-- 0. 
Es ist zu zeigen, daß Ji ein minimales Element besitzt. Wir benützen das 
Lemma von Zorn. Sei ^ eine Kette aus Jt'. Setzen wir Q = Q (R; R e *&). 
Q ist offensichtlich ein nichtleeres Ideal des S. Sei ferner 0 =7-= J i n ... n Jn <= 
c: (t] <= Q ( J i , . . . , J n e I(S)). Nehmen wir an, daß für jedes i e{\, ..., n} 
Ji 9t Q ist. Dann gibt es ein Rt etf derart, daß Ji <£ Ri. Endlich existiert 
ein ReW mit der Eigenschaft: R <= p) (Rt; i e {1, . . . , n}). Offenbar J1n ... 
... n Jn

 c (t] <--- R. Daraus sieht man, weil R ein schwaches Primideal ist, 
daß ein solches i e{\, ..., n} existiert, daß Ji c: R ist und das ist ein Wider
spruch. 

Satz 7. Sei S ein pseudokomplementärer und distributiver Halbverband. 
S ist ein Stonescher Halbverband genau dann, wenn er folgende Bedingung 
erfüllt: 

(GSs) Die verbandstheoretische Vereinigung von je zwei verschiedenen mini
malen schwachen Primidealen des Halbverbandes S ist gleich dem Halbverband S. 

B e w e i s . Sei S zuerst ein distributiver Halbverband. Es b e z e i c h n e t bzw. JV 
die Teilweise geordnete Menge (bezüglich der mengentheoretischen Inklusion) 
sämtlicher nichtleerer schwacher Primideale des Halb Verbandes S bzw. 
sämtlicher nichtleerer Primideale des Verbandes L(S). Wir zeigen, daß Jt 
mit i/T isomorph ist. Sei P e*M'. Setzen wir P = {z eL(S); es gibt xeP so, 
daß z <= (x]}. Offenbar ist P ein nichtleeres Ideal des L(S). Seien a, b e L(S), 
a nbeP. Wegen 1.13 ist a = a±KJ ...\J an, wobei at = (xa] n ... n (xiu] 
für alle ie{\, ..., n}. Analogerweise ist b = b± U . . . U bm, wo 6; = (y{] n ... 
. . . n (yjkj] für alle J G { 1 , . . . , m}. Nach der Definition von P existiert ein 
t eP so, daß a nb c: (t]eP. Nach 1.13 ist a n b = \/(at nbj; i e{\, ..., n}, 
j e {1, . . . , m}). Für jedes i e{\, ..., n} und j e {1, ..., m} ist a* nbj c: (£]. 
Daher (xa] n ... n (xüi] n (y^{] n ... n (yjkj] c (q c P in S. Der Annahme 
nach ist P ein schwaches Primideal. Dann existiert entweder ein solches 
le{\, ..., k}, daß (xü] c: P oder ein solches ke{\, . . . , kj}, daß (yik] c: P. 
Also, entweder xn e P oder yik e P. Zusammengefaßt, entweder für alle 
i G {1, ..., n} ist aieP oder es existiert ein solches i e{\, ..., n}, daß at $ P 
und daraus folgt für alle l e{\, ..., lt}, (xü] gt P. Wir haben schon gesehen, 
daß für jedes j G{\, ..., m} at nbj c: (t] ist. Daraus folgt (yjk] c P . Aus 
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ty c (yjk] sieht man, daß für jedes j e{l, ..., m} bj eP ist, und daraus ergibt 
sich b e P. Dann haben wir entweder aeP oder beP. Also ist P ein Primideal 
des Verbandes L(S) und PeJV. Falls P i , P 2 e ^ und P\ cz P 2 , dann sieht 
man sofort, daß auch P i <= P 2 ist. Bisher haben wir gezeigt, daß die Abbildung 
P ->P eine isotone Abbildung von Jt in JV ist. Es sei jetzt Q eJV. Setzen 
wir Q' = {xeS; (x]eQ}. Offenbar ist Q' ein nichtleeres Ideal des S. Wir 
zeigen, daß Q' ein schwaches Primideal des S ist. Setzen wir das Gegenteil 
voraus. Seien J\, ..., Jn Ideale des Halbverbandes S u n d 0 9-= J\ n ... n Jn cz 
c (£] c 0'- Sei ferner für jedes i e{\, ..., n} Ji <=• Q'. Dann existieren solche 
xteJi, daß Xi$Q'. Offensichtlich (x{] n ... n (xn] cz (£\ cz Q'. Daher (#1] n 
n . . . n (xn] eL(S) und (x{\ n ... n (xn] eQ. Weil Q das Primideal des L(S) 
ist, muß für irgendein ie{\, ..., n} (xt]eQ gelten, d .h . XieQ', was zum 
Widerspruch führt. Also ist Q' ein schwaches Primideal des S. Falls Q\ c: Q2 

(Q\, Q2 e JV), dann Q[ <= Q'2. Q -> Q' ist eine isotone Abbildung von Jf in Jl'. 
Für P e Ji ist offenbar P = P'. Wenn Q e ./T, dann Q' cz Q. Falls a e Q, dann 
gilt nach 1.13 a = a\ U . . . U an, wobei für jedes i e {1, . . . , n} ai = (xt\] n 
n ... n (xih] (xa, ..., xüi e S). Offenbar ist für jedes i e {1, ..., n} ateQ. 
Weil wir vorausgesetzt haben, daß Q ein Primideal des L(S) ist, sieht man, 
daß für irgendein l e {1, . . . , lf} (xü] eQ gilt. Bezeichnen wir xü = y\. Dann 
ai c (yi] G Q> Aus dem letzten sieht man, daß a <=• (y\ U . . . U yn] e Q. 
Also gibt es zu jedem aeQ ein solches y = y\ U . . . U yneQ'', daß a c (^]. 
Daraus ergibt sich, daß Q' = Q. Wir haben damit gezeigt, daß die Abbildung 
P -^P ein Isomorphismus von Ji SAif^V ist. Die inverse Abbildung hat die 
Gestalt: Q ->Q'. Selbstverständlich, bei dem erwähnten Isomorphismus P -+ P 
bildet sich die Menge der minimalen schwachen Primideale des S eineindeutig 
auf die Menge aller minimalen Primideale des L(S) ab. 

Nunmehr können wir auf den Beweis des Satzes übergehen. Sei S ein Stone-
scher Halbverband . Nach 3.2 ist L(S) ein Stonescher Verband. Nach [4, Satz 1] 
ist die verbandstheoretische Vereinigung von je zwei verschiedenen minimalen 
Primidealen des Verbandes L(S) der Verband L(S). Seien P\, P 2 minimale 
schwache Primideale des S. Sei P\ ^ P 2 . Dann ist auch P\ =7-= P 2 und P\, P 2 

sind minimale Primideale des L(S). Es gibt derartige Ideale des Halb Verbandes 
S a e P\, b e P 2 daß a U b = (I] (I ist das größte Element in S). Weil P\, P 2 

minimale Primideale des L(S) sind, gibt es wegen des oben bewiesenen solche 
Elemente x, y e S, daß a <=• (x], b cz (y] und (x] e P\, (y] e P 2 . Dann ist auch 
(x] U (y] = (x\J y] = (I], also xKJ y = I. Wegen xeP\,y eP2 gilt P\ U P 2 = 
— (/] = S. Der erste Teil des Satzes ist bewiesen. 

Seien jetzt Q\ =7-= Q2 minimale Primideale des Verbandes L(S), wo S ein 
distributiver und pseudokomplementärer Halb verband ist. Es gelte die 
Bedingung (GSs). Dann sind Q[, Q2 minimale schwache Primideale des S. 
Offenbar Q[ ^Q2- Aus (GSs) folgt die Existenz von xeQ[, yeQ2 so, daß 
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x U y = I. Weil Qi = Q[, Q2 = Q'%, dann ist (x] e Qi, (y] e Q2 und Qi U Q2 = 
= L(S), weil (x U 2/] = (#] U (i/] = (/] . Aus 3.2a sieht man, daß L(S) distri
butiv und pseudokomplementär ist. Nach [4, Satz 1] ist L(S) ein Stonescher 
Verband. Nach 3.2b ist dann S ein Stonescher Halbverband. 

Als Spezialfall des Satzes 7 bekommen wir diese 

Folgerung (Grä t ze r — S c h m i d t [4, Satz 1]). Sei L ein distributiver und 
pseudokomplementärer Verband. L ist ein Stonescher Verband genau dann, 
wenn die verbandstheoretische Vereinigung von je zwei verschiedenen minimalen 
Primidealen des Verbandes L der ganze Verband L ist. 

Definition 12. Ein Halbverband ( Verband) S mit dem kleinsten Element 0 
heißt abschnittspseudokomplementär, falls für jedes ae S der Teilhalbverband 
(Teilverband) [0, a] ein pseudokomplementärer Halbverband (Verband) ist. 
Ein distributiver Halbverband (Verband) S heißt verallgemeinerter Stonescher 
Halbverband (Verband), wenn S abschnittspseudokomplementär ist und für 
jedes aeS der Teilhalbverband (Teilverband) [0, a] einen Stoneschen Halb
verband (Verband) bildet. 

Man kann sich leicht überzeugen, daß ein pseudokomplementärer Verband 
auch abschnittspseudokomplementär ist. Es genügt nur für x e [0, a] zu 
zeigen, daß x+ = x* C\ a ein Pseudokomplement von x in [0, a] ist. Für Halb
verbände muß dies nicht gelten. Siehe z. B. 2.9. Der dort untersuchte Halb
verband S ist pseudokomplementär, aber im Teilhalbverband [0, a] gibt es 
kein Pseudokomplement vom Element a. Im nachstehenden Beispiel zeigen 
wir, daß sogar der distributive pseudokomplementäre Halbverband nicht 
abschnittspseudokomplementär sein muß. 

3.4. B e i s p i e l . N bezeichne die Menge sämtlicher natürlicher Zahlen und 
nehmen wir an, daß die Elemente a, b, c$N und a ^ b ^ c ^ a . s/ bezeichne 
die Menge sämtlicher endlicher Teilmengen von {a} [J N. Ferner bezeichne SS 
die Menge sämtlicher Mengen der Gestalt: {b} \J M, wo M eine unendliche 
Teilmenge der Menge {a} \J N mit der endlichen Komplementärmenge von 
{a} \J N ist. Schließlich sei ^ = {{a, c} \J N, {a, b, c} \J N}. Bezeichnen wir 
noch / = {a, b,c}\JN, A= {a, b}\JN, B = {b}\JN, C = {a, c} \J N, 
0 = 0. Betrachten wir S = stf \J 0ß \J^. S ist bezüglich der mengentheoreti
schen Inklusion teilweise geordnet. Wir zeigen, daß bezüglich dieser Ordnungs
relation S einen Halbverband bildet, d. h. S ist bezüglich der mengentheoreti
schen Vereinigung abgeschlossen. Bekanntlich bildet das Teilsystem stf \J £8 
bezüglich der mengentheoretischen Vereinigung einen Booleschen Verband. 
Offenbar ist für x e S I U x = I. Falls xe^sf, dann C U x = C. Für x e 3$ 
ist C U x = I. Damit haben wir gezeigt, daß (S, U) einen Halb verband bildet. 
Ferner zeigen wir, daß S auch distributiv ist. Seien x, y, t e S, t $ x \J y, 
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t < x, t < y. Daraus folgt, daß die Elemente x, y unvergleichbar sind. Falls 
x, y estf \}Sä, dann auch t, x U y e s/ \J SS. Weil s/ \) SS einen Booleschen 
Verband darstellt, kann man x\ = t f] x, y\ = t f] y in s/ \J SS finden, 
so daß t = x\ U y\. Es bleibt der Fall x e ^ oder y e <% zu untersuchen. 
Es genügt sich nur auf den ersten Fall zu beschränken, weil die Operation U 
kommutativ ist. Die Elemente x, y sind unvergleichbar und daraus muß 
x = C, yeSS. Bekanntlich, sind C und die Elemente aus s/ vergleichbar. 
Daher xKJ y = I. Weil t < x, t ^ y, so ist entweder t = I oder teSS. Im 
ersten Falle wählen wir x\ = x, y\ = y. Im zweiten Falle nehmen wir die 
Menge t — y, weil t < y, t eSS. Daraus t — y es/ und t f] y eSä. Setzen 
wir jetzt x\ = t — y, yi = t f) y. Dann x\ ^ x, y\ ^ y und t = x\ U y\. 
Also ist S ein distributiver Halbverband. Daß S kein Verband bezüglich der 
eingeführten Ordnungsrelation ist, sieht man daraus, daß das Infimum der 
Elemente A und C in S nicht existiert, weil die Menge sämtlicher unterer 
Schranken von A und C aus sämtlichen das Element a enthaltenden endlichen 
Teimengen der Menge {a} \J N besteht und diese besitzt nicht das größte 
Element. 

Je tz t zeigen wir noch, daß S ein pseudokomplementärer Halbverband ist. 
Für xes? \JS$ ist x* = A — xes/ \}SS. Für x e <% ist x* = 0. Also ist S 
ein distributiver pseudokomplementärer Halb verband. 

Der Teilhalbverband [0, C] ist nicht pseudokomplementär, weil {a} das 
Pseudokomplement nicht besitzt. Also ist S kein abschnittspseudokomple 
mentärer Halbverband. 

Schließlich überzeugen wir uns, daß die letzte Behauptung des Satzes 4 für S 
ungültig ist, d. h. wenn für irgendein x, y e S x** = y** ist, dann existiert 
ein dichtes Element d e S (d** = I) derart, daß x n d = y n d. Nehmen 
wir A, CGS. Offenbar .4** = C** = I. Falls d** = 1 (de S), dann d e {A, 
C, I}. Daraus sieht man, daß für kein dichtes Element de S die Gleichheit 
A nd = C nd erfüllt ist. 

Ferner werden wir benutzen 

3.5. Sei L ein distributiver, pseudokomplementärer Verband. Dann gilt für 
je zwei a, x e L: (x n a)* n a = x* n a. 

Z u m B e w e i s siehe [6, Hilfsatz 18], 

3.6. Jeder Stonesche Halbverband ist ein verallgemeinerter Stonescher Halb
verband. Ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband mit dem größten Element 
ist ein Stonescher Halbverband. 

Bewei s . Sei S ein Stonescher Halbverband, aeS, xe[0,a]. Dann gilt 
nach 2.7 (x*] = (x]*, (x**] = (x]**, (I] = (x*] U (x**]. Daraus folgt (a] = 
= (a] n (/] == {(a] n (x*]} U {(a] n (x**]} und zugleich ist {(a] n (x*]} n 
n {(a] n (x**]} = (0]'. Aus 1.9 folgt, daß (a] n (x*], (a] n (x**] Hauptideale 
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in S sind. Daher ergibt sich, daß E^mente a n x*, a n x** in S existieren. 
Man kann sich leicht überzeugen, daß a C\x* das Pseudokomplement von x in 
[0, a] ist. Jetzt zeigen wir, daß a n x** das Pseudokomplement von a n x* 
in [0, a] ist. Aus 2.7 bekommt man, daß I(S) distributiv und pseudokomple
mentär ist. Nach 3.5 und 2.7 gilt ((a n x*)*] n (a] = (a n #*]* n (a] = 
= {(a] n (x*]}* n (a] = {(«] n (#]**} = (a n x**]. Dann existiert das Element 
(a n x*)* n a i n / S und (a n #*)* n a = a n #**. Offenbar ist dann (a n x*) U 
U (a n x**) = a. Aus der letzten Beziehung bekommen wir, daß S ein verall
gemeinerter Stonescher Halbverband ist. Der zweite Teil der Behauptung 
folgt aus der Definition 12. 

3.7. Sei S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist 
ein abschnittspseudokomplementärer Halbverband genau dann, wenn für je zwei 
Elemente a, d e S (0 < a ^ d) der Durchschnitt der sämtlichen nichtleeren, das 
Element aeS nichtenthaltenden Primideale (minimalen Primideale) und des 
Ideales (d] ein Hauptideal ist. 

Bewei s . Jia bezeichne das System aller nichleeren Primideale des Halb
verbandes S, welche das Element a nicht enthalten. Aus 2.8 sieht man, daß 
(a+] = (d] n ACP; P eJia) wo a+ den Pseudokomplement von a in [0, d] 
bezeichnet. Analogerweise, geht man (mit Hilfe von 1.12) im Falle von mini
malen Primidealen vor. Den Beweis setzt man jetzt analogerweise wie in 
[6, Hilfsatz 7] fort. 

3.8. Sei S ein distributiver Halbverband mit dem kleinsten Element 0. S ist 
ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband genau dann, wenn für jedes x e S 
(x]* U (x]** = S gilt. 

Bewe i s . Sei S ein verallgemeinerter Stonescher Halb verband. Seien x, 
d e S, x ^ d. Bezeichne mit x+ (x++) das Pseudokomplement von x (x+) in 
[0, d]. Aus der Annahme folgt x+ U x++ = d. Offenbar (x+] = (x]* n (d], 
(x++] = (x+]* n (d]. Dann (x++] = {(x]* n (d]}* n (d]. Nach 3.5 ist (x++] = 
= (x]** n (d]. Also (d] = (x+] u (x++] = {(x]* n (d]} u {(x]** n (d]} = {>]*u 
U (#]**} n (d], weil S distributiv ist. Setzen wir d = y U x, wo y e S. Offenbar 
(x]* U (x]** <= (d] ^ (y]. Aus der letzten Beziehung sieht man, daß (x]* U 
U (x]** = S. 

Seien x, de S, x ^ d, (x]* U (x]** = S. Aus 1.7 sieht man, daß der Verband 
I(S) distributiv ist. Dann (d] = (d] n {(x]* U (x]**} = {(d] n (x]*} U {(d] n 
n (x]**}. Zugleich gilt {(x]* n (d]} n {(x]** n (d]} = (0]. Nach 1.9 (x]* n 
n (d] = (u], (x]** n (d] = (v] (u, v e S). Man sieht gleich, daß u das Pseudo
komplement von x in [0, d] ist. Bezeichnen wir u = x+. Mit Hilfe 3.5 bekommt 
man, daß v das Pseudokomplement von x+ in [0, d] ist. Bezeichnen wir v = x++. 
Dann x+ U x++ = d. Daraus ergibt sich, daß S ein verallgemeinerter Stonescher 
Halb verband ist. 
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4. STONESCHE IDEALENVERBÄNDE 

4.1. Sei S ein Halbverband und I(S) die teilweise geordnete Menge sämtlicher 
nichtleerer Ideale des Halbverbandes S. Wenn I(S) ein Stonescher Verband ist, 
dann ist S ein verallgemeinerter Stonescher Halbverband. 

B e w e i s . I(S) besitzt das kleinste Element. Das ist ein Hauptideal. Daraus 
folgt, daß auch S ein kleinstes Element besitzt. Aus 1.7 ergibt sich, daß S 
distributiv ist. Für jedes x e S gilt offenbar (x]* U (#]** = S. Daraus ist 
nach 3.8 S ein verallgemeinerter Stonescher Halb verband. 

Wie wir schon am Anfang der Arbeit erwähnt haben, I(S) bezeichnet die 
teilweise geordnete Menge der nichtleeren Ideale des Halbverbandes S. Sei 
I(S) ein Verband (das ist genau dann, wenn S nach unten gerichtet ist). 
Falls SP ein Ideal des I(S) ist, dann bezeichne Qg die mengentheoretische 
Vereinigung der in SP gehörenden Ideale. Man sieht gleich, daß Qg ein Ideal 
des S ist, 

4.2. Sei S ein distributiver und pseudokomplementärer Halbverband. Sei SP ein 
minimales Primideal des I(S). Dann ist Qg ein minimales schwaches Primideal 
des Halbverbandes S. 

Bewe i s . 0 bezeichne das kleinste Element in S. Seien J\, ..., Jn Ideale 
des £ und 0 ^ J i n . . . n Jn <= (t] <= Qg. Dann (t] e SP, was J i n . . . nJne& 
nach sich zieht. Der Annahme nach ist £P ein Primideal des Verbandes I(S). 
Also existiert ein solches i e { l , . . . , n}, daß J $ e ^ . Daraus folgt Ji ^ Qg. 
Also ist Qg ein schwaches Primideal des S. Nach 3.3 existiert ein minimales 
schwaches Primideal Mg des Halbverbandes S derart, daß Mg c= Qg. Sei 
M^ ^ Qg. Dann gibt es ein Element aeQg und a $ Mg. Offenbar (a]e SP. 
Weil SP ein minimales Primideal des Verbandes I(S) ist, dann ist I(S) —• SP 
ein maximales duales Ideal des I(S). Ein Ideal J e I(S) — SP existiert derart, 
daß J n(a] = (0] (im Gegenteil wäre I(S) — SP kein maximales duales Ideal). 
Dann nach 2.6 und 2.7 ist J <= (a]* = (a*]. Offenbar (a*] e I(S) — SP, weil 
J e I(S) — S?. Dann a* <£ Qg und daraus a* $Mg. Aber (a] n (a*] = (0] c Mg. 
Mg ist ein schwaches Primideal des Halb Verbandes S und daraus ergibt sich, 
daß entweder (a] <= Mg oder (a*] <= Mg, was zum Widerspruch führt. Also 
ist Qg ein minimales schwaches Primideal des S. 

Satz 8. Sei S ein Halbverband mit dem größten Element I. I(S) ist ein Stone
scher Verband genau dann, wenn 

(a) $ ein Stonescher Halbverband ist und 
(b) verschiedenen minimalen Primidealen S? und SP' des Verbandes I(S) 

verschiedene Ideale Qg und Qg, des Halbverbandes S entsprechen. 
Bei d e m B e w e i s geht man analogerweise wie in [6, Satz 5] mit Hilfe 4.1, 

4.2 und des Satzes vor. 
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Man kann leicht die folgende Behauptung (siehe [6, Hilfsatz 15]) beweisen 
4.3. Sei S ein Stonescher Halbverband. I(S) ist ein Stonescher Verband genau 

dann, wenn für jedes J e I(S) das Ideal J* Hauptideal ist. 

Satz 9. Sei S ein Halbverband mit dem größten Element I. I(S) ist ein Stone
scher Verband genau dann, wenn 

(1) S ein Stonescher Halbverband ist und 
(2) der Boolesche Verband B(S) der abgeschlossenen Elemente aus S vollständig 

ist (siehe Satz 3). 
B e w e i s . Notwendige Bedingung beweist man analogerweise wie in [6, 

Satz 6], 
Hinreichende Bedingung. Nach 4.3 ist zu beweisen, daß für jedes J e I(S) 

J* = (a] (a e S) ist. Setzen wir für J e I(S) K = {z e S; z ^ x* für alle x e J}. 
Offenbar K e I(S). Auch kann man leicht einsehen, daß J * c: K. Sei a e J n K. 
Dann ist offenbar a ^ a* und daraus folgt a = 0. Daher K <= J * und J * = K. 
Der Annahme nach ist b = /\B{S) (x*; x e J) (9) (b e B(S)). Sei yeJ*. Weil 
y ^ x* für alle xeJ, dann ist y** < # * * * = x* für alle xeJ (siehe (3) im 
Absatz 2). Wegen y** e B(S) bekommen wir y** ^ b. Daraus folgt y ^ y** 
und y ^ b. Also J * <= (&]. Zugleich ist b e J * . Aus der letzten Beziehung 
folgt dann J * =-- (b]. 

B e m e r k u n g . Aus dem Satz 9 bekommt man als Spezialfall [6, Satz 6]. 
Außerdem sieht man, daß die Bedingung (3) in [6, Satz 6] überflüßig ist. 
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(9) AB(.S) bezeichnet die Infimumsoperation i n B(S). 
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