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KONVEXE GERICHTETE UNTERGRUPPEN
DER RIESZSCHEN GRUPPEN

MARIA JAKUBIKOVA, Kosice

Das System aller konvexen [-Untergruppen einer Verbandsgruppe bildet
bekanntlich einen distributiven Verband (vgl. [5], [4], [6]). Diese Behauptung
kann fiir die Rieszschen Gruppen verallgemeinert werden. Wir beweisen, dass
das System aller konvexen gerichteten Untergruppen einer Rieszschen Gruppe
ein distributiver Verband ist. Aus diesem Satz folgen als Sonderfille einige
Ergebnisse von L. Fuchs [3] und P. Conrad [2].

Fir die halbgeordnete Mengen und halbgeordnete Gruppen benutzen wir

die Bezeichnungen nach [1].

Definition 1. Eine halbgeordnete Gruppe G heisst Rieszsche Gruppe, wenn ste
gerichtet ist und die folgende Bedingung (r) erfillt:

(r) Aus a;,b;€ G, a; < b; (i,5 = 1, 2) folgt, dass es ein Element c € G gibt
mit der Eigenschaft a; < ¢ = b;(t=1,2; j=1,2).

Es ist leicht zu zeigen, dass jede Verbandsgruppe zugleich eine Rieszsche

Gruppe ist.

Hilfssatz 2. ([3], Kap. V, Satz 27.) Es set G eine halbgeordnete Gruppe. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) G ist eine Rieszsche Gruppe.

(b) G st gerichtet und aus a, b1, ...,bn€ G,

0<as<b+..4+bp, 05b (E=1,...,m)
folgt, dass es Elemente a; € G (1 = 1, ..., m) gibt, so dass
a—ayr~+ ...+am, 0=2a;=b t=1,...,m)
gilt.
Es sei G eine Rieszsche Gruppe. Bezeichnen wir mit ¢ das System aller
konvexen Untergruppen von ¢ und ¢ sei das System aller konvexen gerichte-
ten Untergruppen von (. (Eine Teilmenge X < G heisst konvex, wenn jedes

Element g € G, das die Beziehung 2; < ¢ £ a2 mit z1, x2 € X erfullt, auch
zu X gehort.) Die Systeme % und X sind durch die mengentheoretische

Inklusion teilweise geordnet.



Hilfssatz 3. Eine konvexe Untergruppe H einer Verbandsgruppe G ist genau
dann gerichtet, wenn sie eine l-Untergruppe von G ust.

Beweis. Wenn H eine I-Untergruppe von G ist, dann ist ¢ verbandsgeordnet,
also ist G gerichtet. Es sei M eine konvexe gerichtete Untergruppe einer Ver-
bandsgruppe G, he H. Dann gibt es ki€ H, so dass 0 < k1, h < by, also
(da 3 konvex ist) 0 \/ h € H. Daraus folgt schon, dass H eine [-Untergruppe
von @ ist.

Es ist bekannt, dass ¥ ein vollstindiger Verband ist. Wenn {4;} < ¥,
bezeichnen wir mit V (%) {d:} und A (9) {4:} die verbandstheoretischen
Operationen in ¢. Es gilt

AN (@) {4} =N 4
und V (9) {4;} ist die durch die Menge U A4; erzeugte Untergruppe von G.

Hilfssatz 4. Es sei {4;} < A", x €\ (9) {4}, > 0. Dann gibt es Unter-
gruppen Ai, ..., An € {4} und Elemente a;€ Ay, a; >0 (1 1,...,7n), so
dassx = ay + ... + an.

Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es Untergruppen 4., ..., 4, € {4}
und Elemente b;e 4;(j = 1, ..., m) so dass * = by 4 ... + bp. Da die Grup-
pen A; gerichtet sind, gibt es Elemente ¢; € 4; mit 0 < ¢;, b; < ¢;. Es gilt
also 0 < x £ c¢; + ... + cm, und daher nach Hilfssatz 2x = a; + ... + an,
0 £ a; < ¢;. Aus der Konvexitat von 4; folgt a; € A;. Jetzt geniigt es die
eventuellen Elemente a; = 0 wegzulassen; aus x # 0 folgt, dass nicht alle
a; gleich 0 sein konnen.

Hilfssatz 5. Es seit {4} < A ". Dann gilt \/ (9) {4} e X .

Beweis. Setzen wir V (%) {4;} = B und es sei be B, z€@G, 0 £ 2z < b.
Nach Hilfssatz 4 gibt es Gruppen A4,, ..., 4, € {4;} und Elemente a: € 4;,
a =20 (j=1,...,n) so dass b =a; + ... + a, gilt. Nach dem Hilfssatz
2 existieren dann Elemente z;e G, 0 £ 25 £ a; mit 2 =27 + ... + 2,. Aus
der Konvexitidt von 4; bekommen wir z; € 4;, also z € B. Daraus folgt, dass
B konvexist. Esseice B,alsoc =c¢1 + ... - cn,cjedje{d} (=1, ..., n).
Da A; gerichtet sind, gibt es Elemente d; € 4; mit 0 £ d;, ¢; £ d;. Dann
haben wir 0 £ d=4d; + ... + dn € B, ¢ = d und daher ist B eine gerichtete
Gruppe.

Hilfssatz 6. Es set A, Be 4. Dann ist A N Be X .

Beweis. Da A4, B konvexe Untergruppen von & sind, ist auch 4 N B
eine konvexe Untergruppe von ¢. Es sei c € 4 N B. Dann gibt es Elemente
acA,beBmit0 £ a,¢c £ a,0 £ b,¢c £ b. Aus der Definition einer Rieszschen
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Gruppe folgt dann, dass es ein Element d € G gibt, der die Beziehungen

0d<£a,c£d b erfillt. Daher ist de A N B und 4 N B ist also eine
gerichtete Gruppe.

Bemerkung 6.1. Wenn G eine gerichtete Gruppe ist und 4, B gerichtete
konvexe Untergruppen von G sind, dann braucht 4 N B im allgemeinen
keine gerichtete Menge zu sein. Beispiel: Es sei ¢ die Menge aller Elemente
(x,y,2) e X E X E, wobei E die Menge aller reellen Zahlen ist. Wir defi-
nieren in ¢ die Operation 4 komponentenweise. Die Halbordnung in G wird
folgendermassen erklart: wir setzen (z1, y1, z1) < (%2, ¥2, 22), wenn entweder
X1 < %2,Y1 < y2,0der 1 < 22, y1 < y2 gilt. Dann ist G eine gerichtete Gruppe.
Es sei 4 (B) die Menge aller (x,y,2)e G mit y =0 (z = 0). 4 und B sind
konvexe gerichtete Untergruppen von G. Ihr Durchschnitt ist die Menge aller
Elemente der Form (0, 0, z) (z € Il); diese Menge ist nicht gerichtet.

Bemerkung 6.2. Wenn G eine Rieszsche Gruppe ist und 9 & (A < A7,
dann braucht die Gruppe N A; nicht gerichtet zu sein, also sie braucht nicht
zu A gehoren. Beispiel: Es sei F' das System aller auf dem Intervall X =

(o0, ) definierten Funktionen, deren jede nur in einer endlichen
Anzahl von Punkten x € X ungleich Null ist. Ferner sei ¢ die Menge aller
Paare (f, ) mit fe F, x € X. In der Menge G definieren wir die Operation +
konponentenweise. Die Halbordnung in der Menge G erkliren wir wie folgt.
Es seien (f1, #1) und (f2, x2) beliebige Elemente von G. Wenn fi = fz, 21 + 22,
sind die gegebenen Elemente von G unvergleichbar. Falls f; =+ fz, dann gibt
es x3€ X mit der Eigenschaft fi(xs) + fo(xs), fi(x) = fo(x) fur jedes 2z € X,
x < x3. In diesem Fall setzen wir (f1, 21) < (f2, #2) genau dann, wenn fi(v3) <
< fa(xs). Man verifiziert leicht, dass G eine Rieszsche Gruppe ist. Es sei z € X.
Bezeichnen wir 4, = {(f,z)e G : fly) = 0 fur jedes ye X, y < z}. A4, ist
eine konvexe gerichtete Untergruppe von G und

N,ex 4. ={fo,x)eG:foly) =0 fir jedes ye X};
diese Menge ist nicht gerichtet.

Satz 7. Es seit G eine Rieszsche Gruppe. Dann ist A ein vollstindiger Verband.
KA st ein Teilverband von 9. Die Operationen der verbandstheoretischen Ver-
etnigung \ (9) {4}, V () {4:} in den Verbinden 9 und A~ geben dasselbe
Ergebnis fiir beliebige Teilmenge {4;} < A . Die dualen Operationen A (9) {4}
und A\ (H°) {4:} brauchen nicht gleich sein, falls {A;} eine unendliche Teilmenge
von X ist.

Beweis. Aus " < ¥ folgt nach Hilfssatz 5, dass fir beliebiges System
von Untergruppen @ + {4;} < £ die Menge \/ (%) {4:} zugleich das Supre-
mum des Systems {4;} in der halbgeordneten Menge %~ ist, also

1) V(@) {4} =V () {4:}.



Da in " das kleinste Element existiert und jedes System 0 + {4;} < ¢~
das Supremum in #” besitzt, ist #” ein vollstandiger Verband. Wenn 4, B e ¢,
so bildet nach Hilfssatz 6 die Gruppe 4 N B das Infimum des Systems {4, B}
in 2" und daher

(2) N (@) {4, B} = N\ (A) {4, B}.

Nach (1) und (2) ist " ein Teilverband von ¢ und die Operationen \ (%),
V () geben dasselbe Ergebnis fiir eine beliebige Teilmenge {4;} < X%
Das Beispiel aus der Bemerkung 6.2 zeigt, dass die Operationen A (9), A (%)
fiir eine unendliche Teilmenge {4;} < A nicht immer zusammenfallen (in
dieser Hinsicht unterscheiden sich also die Rieszschen Gruppen von der
Verbandsgruppen; vgl. [4], Abs. 1.4).

Fir jedes 4 — G setzen wir A+ ={aecAd:a = 0}.

Hilfssatz 8. Es set A, Be A, A+ < Bt+. Dann gilt A < B.

Beweis. Da A4 eine gerichtete Gruppe ist, lisst sich jedes Element « € A
in der Form a = a1 — as mit a;, a2 € A+ darstellen. Nach der Voraussetzung
ist also 4 < B.

Der Satz 7 und die schon bewiesenen Hilfssétze ermoglichen uns jetzt fin
den Beweis der Distributivitat des Verbandes " eine analoge Methode zu be-
nutzen, wie in [4], Satz 1.11 fiir den Fall der Verbandsgruppen.

Bezeichnen wir mit A, \/ die Verbandsoperationen in 7 .

Satz 9. Es sei G eine Rieszsche Gruppe. Dann ist der Verband A~ distributiv
und erfillt die Identitdt

(3) ANV )=V (4N ).

Beweis. In jedem vollstindigen Verband gilt \V (4 A 4:) = A A (4
Es sei xe 4 A (V 4;), x > 0. Nach dem Satz 7 (diesen Satz benutzen wir
mehrmals in diesem Beweis) ist 4 A (V 4;)) = 4 N (V 4;), und daher
xed, xeV A;. Daraus folgt x € \/ (9) {4:} und nach Hilfssatz 4 gibt es
Untergruppen 41, ..., Ay € {4;} und Elemente a; € 4;, a; >0 (j 1,...,n),
so dass x =a; 4 ... + ay. Da 0 < q; < = und die Gruppe A konvex ist,
bekommen wir ;e 4, aje AN A; =A N\ A;(j=1,...,n). Das Element .
gehort also zu (4 A A1) V ...V (A A 4a) < V (A A 4;). Durch Benutzung
des Hilfssatzes 8 haben wir A A (V 4;) < V (4 A 4;). Damit ist (3) be-
wiesen. Insbesondere ist A A (41 42) (A A A1) V (A A A2), also ist A~
distributiv (vgl. [1], S. 133).

Bemerkung 9.1. Es sei G eine gerichtete Gruppe, die keine Rieszsche
Gruppe ist und 7 sei das System aller konvexen gerichteten Untergruppen
von @. Das durch die mengentheoretische Inklusion teilweise geordnete
System " braucht kein distributiver Verband zu sein. Beispiel: G sei die
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Gruppe aus der Bemerkung 6.1; wir definieren jetzt in G eine andere Halb-
ordnung. Die Elemente g = («, y, z) € @ koénnen als Punkte P(x, y, z) eines
dreidimensionalen Raumes (beziiglich eines festen Koordinatensystems) auf-
gefasst werden. Den positiven Kegel von G definieren wir als die Menge, die
aus dem Element 0 und aus allen Elementen g € ¢, ¢ + 0 mit folgender Eigen-
schaft besteht: fiir den Winkel « zwischen der Halbgerade 0g und der positiven
z  Achse gilt « < 45 . Es ist leicht zu zeigen (vgl. [3], Kap. II, Satz 4),
dass durch diese Vorschrift eine teilweise Ordnung auf der Menge G definiert
ist und dass ¢ eine halbgeordnete Gruppe ist. Es sei o7 die Menge aller Geraden
A c G mit der Eigenschaft, dass (0, 0,0) e A und der Winkel zwischen A4
und der z-Achse gleich 45 ist. Jede Menge A4 € .o/ ist eine linear geordnete
konvexe Untergruppe von G; 4 ist archimedisch und daher folgt, dass A ein
Atom in der halbgeordneten Menge 7" ist. Es sei g ein positives Element von @,
das in keiner der Mengen A4 € .o/ enthalten ist. Fiir jedes 4 € o/ gibt esa e 4
mit 0 < a < ¢. Daraus folgt

4) Uyewd A H

fiir jede Untergruppe H € ¢, die das Element g enthilt. Es seien 4,, 45, Ase 2/,
A1+ A3, A1 + Az + As. Jedes Element g € G kann in der Form ¢g; = a; +

as + ag (a; € 4;,1 = 1, 2,3) dargestellt werden. Mit Hilfe von (4) be-
kommen wir daraus H = G. Damit haben wir bewiesen, dass # =L U %
oilt, wober &  {{0}, G} ist. Alco ist £ ein Verband, und ¢ ist nicht distri-
butiv.

Aus dem Satz 9 folgen als Sonderfélle einige bekannten Satze iiber konvexe
Untergruppen der halbgeordneten Gruppen. Vor ihrer Formulierung brauchen
wir einige Hilfsbegriffe. Eine konvexe I-Untergruppe einer Verbandsgruppe &,
die zugleich ein Normalteiler von ¢ ist, heisst ein /-Ideal von G. Eine konvexe
gerichtete normale Untergruppe einer halbgeordneten Gruppe G heisst ein
o-Ideal von G. Es sei A 'y das System aller o-Ideale von G. Wenn G eine Ver-
bandsgruppe ist, dann ist nach Hilfssatz 3 die Menge X'y gleich der Menge
aller I-Ideale von G. Es sei {4;} ein System von Normalteilern von G. Be-
kanntlich sind V (¢) {4;} und A (9)A:; Normalteiler von @. Daraus und
aus dem Satz 7 folgt, dass fiir eine Rieszsche Gruppe G die Menge 'y ein
Teilverband des Verbandes 2¢" ist und die Operationen der verbandstheoreti-
schen Vereinigung in den Verbidnden J#x und " dasselbe Ergebnis fiir eine
beliebige Teilmenge von 'n geben. Aus dem Satz 9 bekommen wir also
die Folgerung:

Satz 9.1. (Vgl. Fuchs [3], Kap. V, Satz 28.) Es sei G eine Rieszsche Gruppe.
Das System A aller o-Ideale von G ist ein vollstindiger distributiver Verband,
der das unendliche Distributivgesetz (3) befriedigt.



Satz 9.2. (Vgl. Birkhoff [1], Kap. XIV, Satz 10.) Es sei G eine Verbands-
gruppe. Das System A"y aller l-Ideale von G ist etn vollstindiger distributiver
Verband, der die Bedingung (3) erfullt.

Aus dem Satz 9 und Hilfssatz 3 folgt:

Satz 9.3. (Vgl. [5], [6], [4].) Dass System aller konvexen l-Untergruppen einer
Verbandsgruppe st ein vollstindiger distributiver Verband, in dem (3) identisch
gilt.

Es sei A eine halbgeordnete Menge und fur jedes 1€ A sei R; eine linear
geordnete Gruppe, die mit einer Untergruppe der linear geordneten additiven
Gruppe aller reellen Zahlen isomorph ist. Fiir jedes Element v = (..., v, ...); A
aus dem vollen direkten Produkt der Gruppen R, sei S(v) die Menge aller 2 A
mit v; &= 0. Ferner sei G die Menge aller Elemente » mit der Eigenschaft, dass
die halbgeordnete Menge S(v) keine unendliche aufsteigende Kette enthilt.
In der Menge G definieren wir die Operation 4+ komponentenweise. Ein
Element v € G, v & 0 wird als positiv erklart, wenn v; > 0 fiir jedes maximale
Element der Menge S(v) ist. Dann ist ¢ eine halbgeordnete Gruppe, die man
auch mit V(A, R;) bezeichnet (vgl. Conrad [2]). Da G' kommutativ ist, ist
jede konvexe gerichtete Untergruppe von G ein o-Ideal. V(A, R;) ist eine
Rieszsche Gruppe ([2], S. 217). Daher und aus dem Satz 9 bekommen wir:

Satz 9.4. (Vgl. Conrad [2], Satz 4.12.) Das System aller o-Ideale der halb-
geordneten Gruppe V(A, R;) ist ein vollstindiger distributiver Verband, der das
unendliche Distributivgesetz (3) befriedigt.
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