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ЕДИНСТВЕННОСТЬ АНАМОРФОЗЫ ФУНКЦИИ 
В НЕВЫРОЖДЕННОМ СЛУЧАЕ 

ПАВЕЛ ГАЛАЙДА, Кошице 

В настоящей работе мы используем результаты и обозначения статьи [1] 
и докажем единственность анаморфозы невырожденных функций с точ
ностью до коллинеации всего пространства. 

Сначала рассмотрим форму записи вектора шкал %\, 22, которая при
менима для выражения условий их прямолинейности и для выражения 
бинарной и тернарной симметрии. 

Вводя векторы а, мы можем согласно (3.1), (3.2), (3.3) или согласно 
(3.10)*) записать 

(-) 5 = 1 ,? l - I Г 2 I. ť = l , 2 , i = 2,I 
(0 

(2) 

где определители А даны левыми частями равенств (2.5) и (2.6)**). Опре-
(0 

делитель А дан левой частью равенства (2.1). 
з 

В случае функции.?, заданной в билинейной форме (9.8), все проекции 

вектора (2) согласно (9.14) имеют общим множителем определитель 
матрицы 

*) Здесь, как и всюду в дальнейшем ссылки следует понимать на работу [1]. 
**) Для упрощения записи мы ниже опускаем в матрицах и определителях Аг-

з 
верхний значок 23 и снизу «3», т. е. пишем просто А. 
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(3) IICЦ = 
ŠV-2)- hv2l ^l^1 

f 1222 .%l-22 ^1222 

?1323 *^1323 ^1323 

Таким образом, мы можем вектор 5 в случае (9.8) записать так (см. (2)). 
з 

(4) 

<pз 9?3 2 9933 

ipз У>32 ^ З 3 

oз OЗ2 OЗ3 

Ç>3- 9?з 9933 

5 = |C | Щi w ^ З 3 - |C|á, 
3 OV òз Oзз з 

^ З 1 
9932 <pз 

Vз1 ^ З 2 ^з 
OV OЗ2 ôз 

причем в случае, если данная зависимость (9.8) вырожденная, т. е. вида 

(9.5), то из-, <5з2, дз* — произвольные постоянные, а из равно нулю. Возьмем 

(см. (9.9), (9.10), (9.11)) матрицу 

(5) IAÜ = 
CpЗi Cfз* çrjgз 

гpзi ^з2 ү>з3 

OV <5з2 oз3 

и условимся ее определитель обозначать через А. Тогда в силу (1), (9.12), 

(9.13) имеем, что (матрицы А, С, А, А, А, А и соотношения между ними 
(1) (2) (1) (2) 

для общей зависимости вида (9.8), т. е. при произвольной функции дз 
(что предполагается и здесь) введены были равенствами (9.9), (9.10), 
(9.11) при матричном толковании этих равенств): 

(6) OL = 

1 

-4зi Aц + Л32 -42i + -43з -43i' 
(2) (22 (2) 

-4зi 4̂Y2 + -4з2 A22 + -433 -432 
(2) (2) (2) 
-4зi ^liз + -4з2 -423 + -43з -4зз 

Ҷ2) (2) (2) 

-4ц Л21 -4зi 
-412 A22 -4з2 
-4iз -423 A33 
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(7) 

A31 Aц + A32 A21 + A33 A31} 

( 12 (12 °2 
Aзi A\2 + A32 A22 + -JзЗ ^32 
( 12 ( 12 (12 
Áзi -413 + ^32 -̂ 23 + -4зз -4зз l ( U ( i ) ( i ) 

J ^ íц ^21 -4зi 
= I ^І12 ^ 2 2 A32 

I A 1 3 A23 A33 

A IAЦ-15 

где через а, а мы ооозначили векторы, проекции которых выписаны 
1 2 

столбцами в равенствах (6), (7). 
Итак, в силу (1), (6), (7) имеем 

(S) ã^AЦAïï-Ч, 5c = A\\A\\^ã. 

Такая форма записи вектора шкал удобна для выражения условии 

их прямолинейности. Вместо того, чтобы выражать условия прямолинейно

сти шкалы х\ (%2) по вектору а(а), мы можем сделать это с помощью бо-
1 2 

лее простого вектора 5(5). 
1 2 

Получаез! соответственно условия определяемости шкал %\ и хо 

(9) 

A31 A32 A33 
( 22 (22 ( 2 ) 

Mзi)г, (Aз2)zľ (Aзз)z! 
( 2 2 ( 2 І ( 22 

(Ãзi)гl Mз2)гf (-43з)гf 
(2) (2) (2) 

= 0, 

-^31 A32 A33 
( 12 (Ll Ф 

(-4зi)c 2 (Aз2)z2 (-Jзз)г 2 = Q 
( 12 (12 (1J 

(Ã3І)Ą Mз2/z2 Mззk2 

(1) (1) (1) 

Другое применение этих формул — это простое сравнительно выражение 
условий бинарной и тернарной симметрии. Так бинарная симметрия 
обеспечена, если 

(10) 

A зi 
(D 
Aзi 
(2) 

A32 
(1) 

A32 
(2) 

A33 
(1) 

A 33 
(2) 

Используя выражение вектора 5, из (14) и т. д., легко напишем условия 
з 

тернарной симметрии. 
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Прежде, чем решать наш основной вопрос о единственности анаморфозы 
невырожденной функции (9.8), напомним хорошо известное из теории 
билинейных форм (рассматриваемых как скалярное произведение двух 
векторов х и у) свойство 

(И) Ах.у = х.А'у, 

где А — аффинор, а А' — ему сопряженный. Заметим, что билинейная 

форма данного ранга (длины) неоднозначна, т. е. векторы х и у допускают 

линейное преобразование 

(12) х' = Рх, у'=Яу 

(13) х'у' = Рх ,(}у = х . Р^у , 

если 

(14) Р'Я=\, Я = Р'~1, 

т. е. 

(15) ху = Рх . Р'-1у = Р'-^х . Ру , 

где Р — произвольный аффинор. 
Решение проблемы анаморфозы функций заключалось в невырожденном 

случае в представлении функции Р в виде билинейной формы (1.1). Теперь 
мы можем переписать (1.1) в более общем виде 

(10) Р = Р'-Щ.РЪ . 
з 

Докажем теперь следующие теоремы 

Теорема 1. Если сугцестеует представление (1.2), где направления век

тор — функций а' зависят только от %{ (г = 1, 2), то будет вектор — 

функция РЪ допускать при любот Р представление вида (1.2) 

(17) РЬ = [а'а']. 
1 2 

Для доказательства этой теоремы используем некоторые изложенные 
детерминантные тождества и следующую лемму. 

Лемма. Для N — мерного линейного евклидова пространства имеет 
место векторное тождество: 

(18) [А&.А5с...А а ] = \А\ А'-^абс... а ] . 
1 2 N-1 1 2 N-1 

109 



где А — невырождающийся аффинор N—мерного пространства, 5с5с,... ,5 — 
1 2 АГ-1 

векторы N — мерного пространства, \А\ — определитель аффинора А, 
и А'-1 есть обратно сопряженный аффинор к аффинору А. 

Тождество (18) важно и в пользовании слева направо, и справа — 
налево [2]. 

Доказательство этого небезинтересного соотношения (18) вытекает 
из теоремы разложения квадратной матрицы в произведение эрмитовой 
с неотрицательными собственными значениями I) и унитарной матрицы ^ 
(в любом порядке). Соответственно этому каждую вещественную квад
ратную матрицу А можно в желаемом порядке сомножителей представить 
в виде произведения однозначно определяемой в каждом из двух воз
можных порядков следования сомножителей симметрической матрицы 
с неотрицательными собственными значениями и ортогональной вещест
венной матрицы. Докажем (18) при N = 3. 
Полагая 

1 
(19) Л , " 1 = Б , А=В'~1, \А\= , 

iBi 

получим 

1 
(20) В[5с5с... 5 ] = [В'^схВ'-Ч . . . В'-1 5 ] , 

1 2 _У-1 \В\ 1 2 N-1 

где В — невырождающийся N—мерный аффинор в N—мерном евклидовом 

пространстве. 

Нам здесь понадобятся равносильные тождества (18), (20) в частном 

случае N = 3 (в общем виде оно требуется в теории N — мерной ана

морфозы), когда тождества (18) и (20), имеющие вид 

(21) [А5сА5с] = \А\А'~1[асл\9 

1 2 1 2 

1 
(22) В[5с5с] = [В'-ЧВ'-Ч] , 

12 \В\ 1 2 

можно проверить прямым вычислением обеих частей, скажем, равнества 
(21), в ортонормированием базисе /, }, к. Но проще, разумеется, восполь
зоваться упомянутой теоремой разложения, взяв в качестве ортонорми-
рованного репера полную систему единичных собственных векторов 
симметричного аффинора ^. 
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Тогда, если 

(23) 5c = aii + a2j + a3k, a = aii + a 2 j + a3k , 
1 1 1 1 2 2 2 2 

и собственные значения .А, соответствующие собственным векторам I, }, к 

суть Я, /г, V, то, полагая 

(24) A = U.D, 

в силу свойства собственной или несобственной ортогональной матрицы ^ 

получим,что 

(25) [UD5c UDS] = ±U[Da Dá] = 
1 2 1 2 

+ U[Xoc\í + juoc2j + voczk Àocii + juoc2J + ^a3k] = 
1 1 1 2 2 2 

±u 

i ] k 
X0C\ JU0C2 vocs 

l i l 
2.0CI JH0C2 V0C3 

= ±u 

џv 

ъ 

Xџ 

a 2 aз 
ì ì 

a2 aз 
2 2 

aз a 2 

ì ì 

aз a 2 

2 2 

ai a 2 

ì ì 

ai a2 
2 2 

где плюс, минус относится к собственному и несобственному ортогональ

ным преобразованиям ^. Справа в (21) будем иметь 

(26) \А\ А'-*[**] = ±Л^иV(^^у-1[осос] = ±Л^(0'&)~1[5с5с] = 
1 2 1 2 1 2 

PL/HVU^W-^SÍS] 
1 2 

1 
— 0 0 

я 

±XџvU'~i 
1 

o — o 
џ 

1 
0 0 — 

V 

ai a 2 aз 
ì ì ì 

ai a2 aз 
2 2 o 
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= ±u 

ЏV 

Һ> 

Һl 

CC2 

1 

aз 
1 

aг aз 

aз 
1 

ai 
ì 

a3 ai 

ai 
ì 
ai 

a2 
ì 
a2 I 

= ±U' 

1 
a з I 
ì 
a3 

a3 
ì 

ai 
ì 

aз ai 

ai 
ì 

â  
ì 

ai â  

где плюс, минус опять — таки относится к сооственному и несобственному 
ортогональным преобразованиям. 

Вспомнив теперь определение собственного и несобственного ортого
нальных преобразований как удовлетворяющих аффинорному уравнению 

(27) U = U'-1 

мы убеждаемся в тождестве левой и правой частей равенства (21), а значит, 

и (22). На этом мы полностью закончили доказательство нашей леммы 

в случае N = 3 и вещественного евклидова пространства. Она. очевидно, 

справедлива и в N — мерном комплексном пространстве. 

Доказательство теоремы 1 

Применим теперь доказанное тождество (22) к левой части равенства (17), 

чтобы найти а' и а' и их связь сана из равенства (1.2), по предположению 
1 2 1 2 

удовлетворяющегося. 

Получим 

(28) Pb = P[Ш] 
1 2 

[F-W-ia] . 
\P\ 1 2 

Итак, поскольку множители, не влияющие на направления векторов, 

роли не играют, то можно принять, что 

(29) а' = Р'~1а, а' = Р'^а. 
1 1 2 2 

т. е., если задача (1.2) разрешима, то и задача (17) разрешима. 
Теорема 2. Пусть существует представление функции в виде билинейной 

формы (1.1). Тогда проблема анаморфозы функций о невырожденном 
случае имеет единственное решение с точностью до коллинеации всего 
пространства. 
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Доказательство теоремы 2 

В силу (16) и (28), получаем 

1 
(30) Р = (Р'-ЩР'-ЧьР'-ЧЦ) 

\Р\ 3 1 2 

ИЛИ 

(31) Р = а(Р'-ЧР'-ЧР'-Щ). 

1 2 3 

Итак, наряду с полученным в § 2 работы [1] представлением Массо 

(32) Р = (ста) 
1 2 3 

существует еще представление (31) при произвольной матрице Р. Полагая 

(33) Р'~1 = П ^ \\ааР\\, ( а , / 3 = 1 , 2,3), 

где 77 — произвольная невырождающаяся матрица, как и 7>, пулочпм, что 

(34) Р = а(ПаПаПа) 
1 2 3 

Но в этом смешанном произведении 

' а\ \ / а\\С1\ + «12«2 + ^ 1 3 ^ 3 > 
г \ I г 2 г 

(35) Па = 77 ( а2 1 — ( а 2 1 а 1 + а22С12 + «23^3 

С13 / \ С131С11 + «32«2 + ^33«3 

означает проективное преобразование всего пространства однородных 
координат точек шкал ^ (г = 1, 2, 3), даваемых проекциями векторов 
<г7, а, а. 
1 2 3 

Преобразуя правую часть (34), согласно (21), (11), (32), получим по

следовательно 

(30) Р = а([ПаПа]Па) = а\П\ (П'-^[аа]Па) = 
1 2 3 1 2 3 

= а\П\ (ста) = а\П\Р . 
1 2 3 

Отсюда 

(37) а = . 

\щ 

из 



Тем самым (см. (1.29)) доказано, что проблема анаморфозы функций 
в невырожденном случае имеет единственное решение с точностью до колли-
неации всего пространства. 

Замечание 1. Что касается вырожденного случая (9.5), то поскольку 
при каждом выборе допустимой функции П2 и функции дз с помощью 
ее определения (9.17) мы превращаем случай вырождения в обычный, 
для каждого выбранного допустимого пг уже анаморфоза однозначна 
с точностью до коллинеации всего пространства, т. к. выбор произвольных 
постоянных <5зч <5з2, из* и функции дз влияет лишь проективным преобразо
ванием номограммы, как это видно из формул (3.34), (3.35), (3.36), если 
в них положить дз = 0. Это особенно видно на частных случаях (9.65) 
и (9.73)—(9.75), если составить определитель Массо из координат X] 
а,3= М , 3). 

Замечание 2. Что касается анаморфизирующегося множителя, то 
найдено его общее выражение в (3.13). 
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