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O N E K T F R f C H P R O J E K T I V N Í C H 
I N V A R I A N T E C H P L O C H Y 

F . VYČICHLO, P r a h a 

V následujících řádcích ukážeme, jak souvisí známé projektivní diferen
ciální invarianty plochy, závislé na okolí různých řádů bodu, s algebraickou 
plochou, která aproximuje vyšetřovanou analytickou plochu v bodě. Z rov
nic projektivních kovariantů, které odvodíme na základě geometrických 
definic, je ihned patrný řád okolí bodu plochy, na němž je kovariant závislý. 

Zvolme uvažovaný bod plochy za souřadnicový vrchol O4, vrcholy O2 

a O2 zvolme na asymptotických tečnách plochy, které procházejí bodem O4. 
Algebraická plocha //, která aproximuje danou plochu í> o rovnici 

X л W*r 
kde F je regulární funkce v okolí Oj, v bodě O4 až do okolí n-tého řádu 
včetně, bude mít rovnici 

x""1 xs + x"~2 p2 + • • • + pn = 0, (1) 
kde 

p 2 = 0x^X2, 
Ps = aixl + °ixlx2 + hxlx\ + a*x\ y 
p 4 — axx{ + PlXlX2 + • • • + <*2Xl • 

Tu to rovnici dostaneme, napíšeme-li pro danou plochu Taylorův rozvoj pro 
okolí bodu Oj a uvažujeme o prvních n členech. 

Iiť-tfíiih'c% 1. Bud a tečná rovina plochy 11(0) v bodě O4 a k bud prňsetná 
Iťiibika roviny a s kubickou polární plochou bodu O4 /.: ploše TI. Spojnice bodu 
O4 s inflexními body kubiky k nazývámeDarbouxovými lečnamiplochy //(0) . 1 

Vcía 1. Darbouxovy tečny plochy TI v bodě Oj vyhovují rovnici 

axx\ + a2xl = 0. (2) 

D ú k a z: Kubická polární plocha plochy // pro bod O4 rná rovnici 

l'- - ^ - ^ x\xz + (n - 2i x4p2 + p3 — 0. (3) 

1 I-' u l) i n i C e o h: Inlroduclioti á \a f/éomélrie pvojeclivc différenlielle dcs sar-
faces, 1931, sh\ 53. 
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Průsečná kubika této polární plochy s rovinou tečnou #3 = 0 je 

(n — 2) bxxx2x4 + axx\ + bxx\x2 + b2xxx\ + a2x\ = 0. (4) 

Inflexní přímka této kubiky má rovnici 

(n — 2) bx4 + bxxx + b2x2 = 0. (5) 

Z posledních dvou rovnic plyne výsledek. 
Věra 2. Protněme plochu II kvadratickou plochou tak, aby průsečná křivka 

měla v bodě 04 trojnásobný bod, jehož dvě tečny splývají s přímkou 

xx — kx2 = 0. (6a) 

Potom zbývající tečna má rovnici 

k2 axxx + a2x2 = 0. (6b) 

Mezi přímkami (6a), (6b) procházejícími bodem 04 je tedy příbuznost (1,2). 
Samodružné přímky této příbuznosti jsou tečny Darbouxovy. 

D ů k a z : Rovnice kvadratické plochy, která se dotýká plochy 77 v bodě 
04 jest 

x3x4 — q2 = 0. (7) 

Vyloučíme-li x4 ze (7) a (1), dostaneme rovnici průmětu průsečné křivky 
z bodu 0 4 . Poněvadž průsečná křivka / má v bodě 0 4 trojnásobný bod, 
rozpadne se průmět Z* v přímku x3 = 0 a v další křivku. Musí tedy býti 

P2 + q2 == xs i*xi + VX2 + vxz)- (8) 
Rovnice tečen v trojnásobném bodě křivky Z v 0 4 je tedy 

axx\ + (bx — kb) x\x2 + (b2 —• jub) xxx\ + a2x\ = 0. (9) 

Podmínka, aby dvě z těchto přímek splynuly s přímkou xí = /r.r2,je 

, ,, — 2a!k3 + a2 , , aJí'3 — 2a2 / i n . 
^ __ Áb = 1^:2-

:I1- ? h - lib = --•—jf—2 . (10) 
Dosazením (10) do (9) vyplývá 

(k2axxx + a2x2) (xx — kx2)
2 = 0. 

Rovnice (6b) je tím odvozena. Přímka (6a) splyne s (6b), když a jen když 
axk* + a2 = 0. 

Definice 2. Kvadratická plocha, která plochu II (<P) protíná v křivce mající 
v bodě 0 4 trojnásobný bod s tečnami Darbouxovými, se jmenuje Darbouxova 
kvadrika plochy H (4>) v bodě 04.2 

Věta 3. Darbouxovy kvadriky plochy JI(0) v bodě O, tvoří svazek, jehož 
rovnice je: 

b (x3xx + bxxx2) — x3(bxxx + b2x2 + vx3) = O. (11) 

2 Viz \ 

42 



D ů k a z : Aby rovnice (9) vyjadřovala tečny Darbouxovy, je nutno 
a stačí, aby platilo 

bx - kb = 0, b2- fxb = 0. (12) 
Rovnice (12) s rovnicemi (8) a (7) dávají rovnici hledanou (11). 
Veta \. Bud dána algebraická křivka rovnicí 

:rl l x2 + x»-* r2 + x*~ * r8 + . . . + r,, = 0, 
kde 

r2 — mx\ + nxxx2 + px\, 
r3 = Mxx\ + Nxx\x2 + N2XyX\ + M2x'l 13) 
r4 = //-#} + . . . + fj2 x\. 

Bovnice kuželosečky, která má s křivkou v bodě O3 pětibodový styk, je 

x2x% — Ax\ — Bxxx2 — Cxi = 0, (14) 
kde 

A D , M l n < N l M l , M l Ml /IKX 

m r m m2 m3 m2 

D ů k a z : Kuželosečku, která v bodě O3 se dotýká křivky (13), lze vy
jádřit parametricky takto: 

xx ==f,x2=- Z2, x3 = A + Bt + C72. (16) 
Dosadíme-li výrazy (16) do (13), dostaneme rovnici pro parametry průse
číků. Pro pětibodový styk v O3 musí výsledná rovnice mít nulové výrazy 
při í2, i3 a í4. Tím dostaneme tři rovnice pro A, JB, C, jichž řešením jsou 
výrazy (15), které jsme uvedli ve větě. 

Věta 5. Označme t tečnu v bodě O4 plochy IJ (0), která je různá od tečny 
asymptotické. Proložme tečnou t rovinu a a sestrojme v ní kuželosečku, která 
má v bodě O4 pětibodový styk (styk čtvrtého řádu) s řezem plochy rovinou a. 
Otáčí-li se rovina a kolem osy Z, vyplňují kuželosečky i. zv. Mouiardovu kva
driku v bodě O4 příslušnou tečně t.3 

Je-li rovnice plochy IJ 

xn~l x, + xl 2P2 + xl"*P8 + . . . + Pn = 0, (17) 
kde 

P2 -- ' ^ 2 0 + «Xiy21 + ^221 P3 = #1^30 + Xl V*l + X1VM + VZ^ 

P4 = #1^40 + ' • ' > 

pak rovnice Moutardovy kvadriky v bodě O4, která přísluší k tečně OXO4, je 

X*Xo *Í»20 + % (*>21 - ^ * s l + U. 
^аn^яi ^яn^я-+ -*>,„ + X, «fc - ?-«, + L , - ^ - ^ _ 1 + 

+ Î M м _ J ! b а-j == o. (18) 

3 F u b i n i — Č e e h: lue. «:i(. str. 111. 
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D ů k a z : P r o t n ě m e plochu TI o rovnici (17) rovinou 

x,-lx2 = 0. (19) 

Průsečna křivka má rovnici 

lxT~l x2 + x~~2 [x\v2n + xxx2v21 (1,A) + ^ v 2 2 (1,/.)] + x"~3 [x\v*t + 

+ x\xj)zl (1,A) + . . . ] + x\-" [x{vt0 + . . . ] + . . . = 0. (20) 
Poněvadž přímka O4O! není asymptotická, je v2l) + 0. 

Rovnice kuželosečky, která má s křivkou (20) pětibodový styk, je podle 
věty 4 

^ A "' ^ 1 ( 2 1 ) 
Eliminujeme-l i X z rovnic (19) a (21), d o s t a n e m e rovnici (18). 

Věta 0. Moulardova kvadrika plochy II v bode O4 příslušná tečně t protíná 
plochu II v křivce, která má v bodě O4 trojnásobný bod, jehož dvě tečny splývají 
s přímkou t. 

D ů k a z : Rovnici (18) Moutardovy kvadriky plochy n určené rovnicí 
(17) pišme ve tvaru 

x*x5 - 02 = 0. 
Průsečna křivka má průmět z bodu O,, splňující rovnici 

0 2 - 2 [P* + Qt) + Ql"• -3-Vs + • • • -í- PA"
 2 = o, (22) 

při t o m je : 

v31 (1_,A)_ __ iya 2 1 ( l ,A) v3l 

v*n vL 

P*+Qг = x, 
V3) „ . l ,2) l'31 y3')/;21 ^2 l'in l':30 „ 

l/9f, o9ft í/on 

P r ů m ě t (22) se t e d y rozpadá v p ř í m k u xz = 0 a v další součást a t e d y Oi 

je t r o j n á s o b n ý bod k ř i v k y . Rovnice tečen v bodě O4 j e : 

*• 2 1*^1» X2i ") n
 ltl • "7" : * 3 \XV X2i u ) — U ' 

U2.) l 20 1 

(23) 
Je-li 

P 2 (ar-., J?2, 0) -= ax\ + b.xrT2 + cx\. 
P 3 (rr1? z2, 0) = Axx\ + Bxx\x2 + B2xxxl + A2x% 

a a s y m p t o t i c k é t e č n y v bodě O4 jsou h a r m o n i c k y sdružené k souřadnico
v ý m h r a n á m O!O4. O2O4, p a k t = 0 a rovnice (23) b u d e : 

t -- ax í - cxl) (~± x, + ^ + Axxl + Brfx* + B&xl + A2xl = 0, 
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nebo 
xl [#! (aB2 — cAt) — x2 (cBx — aA2)] — 0. 

Definice 3, Bud a léčná rovina plochy TI v bodě O4. Každému bodu M ro
viny oc přísluší vzhledem k Mouiardově kvadrice bodu O4 a tečně O4M (resp. 
tečně O^M' konjugované k tečně 0AM) polární rovina /i. Toto přiřazení nazý
váme korespondencí Moutardovou (resp. Segreho). 4 

Veta 7. Body roviny oc, jimž v korespondenci Mouiardově (Segreho) pří
sluší jejich polární roviny k Darbouxovým kvadrikám, leží na Darbouxových 
tečnách bodu O4. 

D ů k a z: Plochu 77 opět určíme rovnicí (1). Př ímku O4M označme /, 
k ní konjugovanou označme tx. Jejich rovnice jsou xx = + kx2, při tom 
znamení + platí pro přímku i. Moutardovu kvadriku k tečně i (/-,) označme 
Qt (Qď Kvadrika Qt (Qt%) protíná podle věty 6 plochu TI v křivce, která 
má v bodě O4 trojnásobný bod, jehož dvě tečny splynou s přímkou i (/x). 
Podle důkazu věty 2 patří Qt (Qh) do svazku ploch 

x*x3 + bxxx2 — x3 (lxx + JUX2 + vx3) = 0, 
kde 

, -i + 2 a 1 / r * + a 2 , , a.k3 + 2a 2 / 0 4 N 

Bod M (ky2, y2, 0, y4) má vzhledem ke kvadrice Qt (Qtl) polární rovinu 

ky2 (bx2 - kx3) + y2 (bx± - fix3) + yáx3 — 0 (25) 

a vzhledem ke kvadrikám Darbouxovým určeným větou 3 má polární 
rovinu 

ky* (&2«r2 ~ bxx3) + */2 (&2*i ~ ^ 3 ) + 6 ! / A = 0. (26) 

Vyjádříme-li. aby rovnice (25) a (26) představovaly tutéž rovinu, dostaneme 

k (bX ~ bx) + bfi -b2 = 0. 

Po dosazení za Á a // z rovnice (24) dostaneme: 

axk* + a2 = 0. 

což znamená, že bod M leží na Darbouxově tečně. 
Definice 4. Označme ka[k,p) průsečnou křivku plochy 11(0) s tečnou rovi

nou oc bodu O4. Bacionální kubika k3, která má v bodě O4 dvojnásobný bod 
a s každou větví křivky k^ (kw) v bodě O4 čtyrbodový (třetího řádu) styk, se 
nazývá Strazzeriho kubika plochy TI (0) v bodě O4. Inflexní přímka kubiky k3 

se jmenuje druhá hrana Greenova plochy II {<£>) v bodě O4. Přímka polárně 
sdružená k této přímce vzhledem k Darbouxovým kvadrikám se jmenuje první 
hrana Greenova.5 

4 F u b i n i—Č e c h, loc. cit. str. 109 a další. 
5 F 11 b i n i—Č e c h , loc cit. str. 100. 
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Vc.a S5. Rovnice Strazzeriho kubiky plochy TI určené rovnicí {1) v bode Oxje\ 

W . + í". + (£ - -:,') *!». + (£ - 5) v ! + "i A - «. (27, 
Hov nice druhé hrany Greenovy je tedy 

-+(*-šM£-i!)-«-«••• <28> 
D ů k a z : Rovina <r3 = O seče plochu n v křivce 

bxí~* Xlx2 + o:!|""3 ft; (-r1? a-2) + . . . + pn (a-, ay = O. (29) 

Kubika k3, která má O4 za bod dvojnásobný s tečnami xl ----= 0, x2 = 0, 
má rovnici 

^ A a ' 2 ~~ (-^itTi + B^lx.} + B2xxx\ + ^2^2) — ^ Í (30a) 

nebo rovnice parametrické 

a- = i, # 2 = i2, o?4 = Ax + BJ + £2í2 + A2i3. (30b 

Dosadíme-li (30b) do rovnice (29), dostaneme rovnici pro parametry prů-
sečných bodů: 

i3 {Axb + ax) AI'3 + i4 [{n - 2) .A-fi-^ + {n - 3) i ^ i + A ^ + 

+ a j A*~A ... + i 8 " - 4 [(n - 2) A 2 B 2 b + (n - 3) B2a2 + A262 + 

+ a2] A S " 4 + i 8 " - 3 (A26 + a2) A r 3 - 0. (31) 

Aby kubika (30a) měla s každou větví křivky (29) v bodě O4 čtyrbodový 
styk, je nutné a stačí, aby koeficienty při i3, i4, i 3 * - 4 , ř , w _ 8 v rovnici (31) 
byly rovny nule. Z těchto rovnic určíme A1 ? A2, i?^ R> a dostaneme rov
nici (27). 

Veta 9. Označme k;l (k#) průsečnou křivku plochy II "(í>) s tečnou rovinou 
a bodu O4. Označme dále k\ (k%) větev k^ křivky (fc$), jež se dotýká asympto
tické tečny ti a konečně označme cť kuželosečku, která má alespoň čtyrbodový 
(třetího řádu) styk s větví k)c {k%). Sestrojme póly PÍ přímek l) (/ 4= i = 1,2) 
vzhledem ke kuželosečkám ct. Potom platí: Přímka PXP2 je druhá hrana 
Greenova plochy II (<ř) v bodě O4. 

D ů k a z : Plocha II bud d á n a rovnicí (1). Průsečná křivka kn má rov
nici (29). Označme ix s x2 = 0, í2 ^ xx = 0. 

Kuželosečka cx má rovnici 

a i » . / &i . a i \ 1 
• ^ = - y *i + | - y + ^ | ^r r 2 + y^i 

a kuželosečka c2 má rovnici 

•VU---J ^ + ( - T + ̂ )^ 2 + ^ . 
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Póly přímek lY a t2 mají souřadnice 

*•.[».=».:». = I : 0 : ( - ^ + a ) ] , p 1 | „ : . i ^ _ „ : , : ( _ . ^ + a)J 
Přímka Px P2 má rovnici 

-+(^-N+(^:iK^ 
což j<! rovni* :o (28) 

Došlo do r.:d«kcie 3. IV. 1953. 

О НЕКОТОРЫХ ПРОЕКТИВНЫХ ИНВАРИАНТАХ ПЛОСКОСТОЙ 
В Ы Ч И Х Л О Ф. 

Выводы 

В статье выведены известные дифференциальные инварианты поверхности, их 
свойства и соотношения между ними (например касательные Дарбу, квадрики 
Мутарда, кубики Стразери, грани Грина). 

Автор проводит апроксимацию рассматриваемой аналитической поверхности 
в точке алгебраической поверхностью. Алгебраические проективные свойства 
вспомагатсльной поверхности доставляют проективные коварианты исследуемой 
поверхности. Коварианты определены геометрически и определены их уравне
ния, из которых явный порядок окрестности точки поверхности, от которой 
ковариант зависим. 
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