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O SUCTE VYPUKLÝCH ÚTVAROV 
TATIANA TVRDÁ, B r a t i s l a v a 

Pod pojmom súctu dvoch vlastných bodov XA, 2A (obr. 1) pre začiatok 
sČítania vo vlastnom bode O v euklidovskej rovině rozumieme bod At pre 
ktorý platí: 

OA=O^A +Ó^A, (1) 

kde šípky oznacujů vektory. Rovnicu (1) zapisujeme tiež v tvare 

A=XA + *A, (2) 

ak bod O je napřed pevné určený. 
Pre takto zavedený pojem súctu bodov platí komutatívny aj asociatívny 

zákon: 
*A + *A = *A+ xAy (lA + VI) + 3-4 - XA + (*A + M ) . (3) 

Súčet Tubovoinóho bodu so zaciatkom sčítania je opat bod A 

O + A = A> (4) 

Ďalej zavediem zovšeobecnený pojem sčítania dvoch bodov a odvodím 
, vetu pre súčet dvoch vypuklých útvarov. 
A _- A Všetky j>ríslušné úvahy budem rcbit pre body 

euklidovskej roviny, doplnenej nevlastnými 
bodmi. 

1. Množinu 0 bodov nazýváme v y p u k l ý m 
ú t v a r o m, ak pre lubovolné dva body A, B € 0 

Q <*- *A A platí, že súcasne každý bod úsečky A B prislúcha 
Obr. i množině 0. 

Vnútorné body množiny 0 nazýváme v n ú -
t o r n ý m i bodmi vypuklého útvaru; podobné dostáváme hraničně a von-
kajšie body vypuklého útvaru. Hraničně body vypuklého útvaru 0 vypíná jň 
vypuklú křivku fc, príslušnú k útvaru 0. 

Uvažujme o rubovolných dvoch ohraničených vypuklých útvarech x0, 
20 (t. j . takých, ktoré neobsahujú nevlastně body) a zvolme l ibovolné r/a-

1 Pozři Oaglom—Bolt janski j : Vypuklyje figury, Moskva 1951. 
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ciatok scítania 0. Potom pod súčtom 0 útvarov l0, 20 rozumieme množinu 
všetkých možných súctov bodov XA € l0 a 2A € 20. O množině 0 sa dá dokázať, 
že je opáť vypuklým útvarom. 2 

2. Ak chceme zovšeobecnit pojem scítania, móžeme uvažovať takto : Pri 

Obr. 2 

súcte bodov XA, 2A, ktorých spojnica neprechádza bodom O, zostrojujeme 
vlastně rovnoběžník o vrcholoch 0,xA,2A, A cize spojnice O XA, 2AA a po
dobné aj spojnice O2A, XAA sa pretínajú na nevlastně j priamke roviny. Ak 
teraz nevlastnú priamku nahradíme nějakou vlastnou priamkou u, ktorá 
neprechádza bodom O, dochádzame k takémuto zovšeobecnenému súetu bodov 
XA, 2A, ktoré neležia na priamke u (obr. 2):̂  Nech spojnica OxA přetíná 

priamku u v bode XÁ a spojnica O 2A v bode 2Á; potom spojnice XA 2Á a 2A lÁ 
sa pretínajú v bode A, ktorý bude zovšeobecneným súčtom bodov XA,2A. 

Ak spojnica XA 2A prechádza bodom O (obr. 3), potom ich súcet móžeme 
dostat tiež tak to : zostrojme rubovolnú vlastnú priamku p, rovnobežnú so 
spojnicou O XA (t. j . takú, ktorá jn přetíná v nevlastnom bode) a zvolme 
na nej lubovolný vlastný bod O'. Zostrojme bodom 2A rovnoběžku so spoj
nicou 00' a nech tá to rovnoběžka přetíná priamku p v bode A'. Potom zrejme 

2 Pozři Jag lom—Bolt janski j : Vy pukly fe figury, Moskva 1951. 199. 
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rovnoběžka bodom A' so spojnicou O'1 A určuje už na spojnici OxA bod A. 
Pre zovšeobecnený súčet potom dostáváme tuto konštrukciu (obr. 4.): Nech 
spojnica O lA 2A přetíná priamku u v bode Á, ktorý je rózny od bodov lA9

 2A: 
zostrojme bodom Á Tubovolnú priamku p róznu od priamky u a od spojnice 
O2 A a zvolme na nej íubovolný bod O' rózny od bodu Á. Nech spojnica 00' 
přetíná priamku u v bode O a spojnica O' XA nech přetíná priamku u v bode I; 
spojnica O XA přetíná potom priamku p v bode A\ ktorého spojnica s bodom I 
dává už na spojnici OxA bod A ako zovšeobecnený súčet bodov lA, 2A. 

ГL 

Obr. 5 

V dalšom pod pojmom súčet budeme rozumieť zovšeobecnený súčet. 
Pod súčtom bodu XA9 ktorý neleží na priamke u, s bodom 0 budeme rozumieť 

vždy bod XA. 
P o z n á m k a 1. Pri tejto konštrukcii třeba dokázat, že bod A nezávisí od 

volby priamky p. To vša,k zrejme na podklade vlastnosti štvorrohu O' A' O l 
platí. Bod A ~ XA -\- 2A je totiž bodom, ktorý zodpovedá bodu O v involúcii, 
určenej samodružným bodom Á a párom lA9

 2A; taký bod existuje právě jeden. 
Pre takto zavedený súčet bodov platí zrejme komutatívny aj asociatívny 

zákon. 
VzííTadom na ďalšie úvahy bude pre nás dóležitó zistiť, akú polohu musia 

mať dva hody, aby ich súctom bol nevlastný bod. 
Veta 1. Nech a je lubovolná priamJca, ktorá precJiádza bodom O, ktorá nie je 
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rovnoběžná s priamkou u: nech o vlastných bodoch lA, 2A priamky a, ktoré nelezia 
ani na priamke u, ani nesphjvajú s bodom O, ptati vztah: 

OlA .02A=0 AK, (5) 

kde Á je priesecnik priamky a a u; nech xa, 2a sú priamky zostrojené bodmi 1A, 
2A rovnoběžné s priamkou u; potom súcet lubovolného vlasiného bodu priamky la 
a lubovoTného vlasiného bodu priamky 2a je nevlasiný bod. 

Do k a z . Nech bod A (obr. 5) je súčtom bodov lA, 2A na priamke a. Potom 
podlá poznámky 1 páry boclov O, A &1A,2A musia určovat involúciu, ktorej 
samodružným bodom je bod Á. Ak bod A má byť nevlastný, potom bod O 
musí byť stredom tejto involňcie a musí platiť vzťah (5). Ak naopak platí 
vzťah (5), příslušný bod A je nevlastný. 

Zostrojme teraz boclmi XA, 2A priamky la, 2a rovnoběžné s priamkou u 
a nech b je Tubovolná priamka, ktorá prechádza bodom O, ktorá nie je rovno
běžná s priamkou u. Nech priamka b přetíná priamky xa, 2a, u v bodoch xBt 
2B, B. Potom z viet o úměrnosti úseciek priamo vyplývá vzťah: 

OxB .02B = OB2, 

číže súetom bodov lB, 2B je opáť nevlastný bod B. 
Zvolme si teraz na priamke xa rubovolný vlastný bod XM a na priamke 2a 

Tubovolný vlastný bod 2M, pričom spojnica XM 2M neprechádza bodom O. 
Nech spojnica O LM protíná priamky u, 2a v bodoch M, 2M' a spojnica O 2M 
nech přetíná priamky xa, u v bodoch lM', M\ Potom podlapredchádzajúceho 
platia vzťah v: 

OlM' .0 2M = O M'2, OxM .0 2M' = OM2, 
čiže (6) 

O 1M' : O M' = O M' : O 2M, O UM :OM = OM :0 *M'. 

Z viet o úměrnosti úseciek priamo vyplývá, že: 

OlM' :OM' =OxM :OM; 

potom všetky štyri poměry (6) sú rovnaké a platí tiež: 

OЧl :OM = 0 l\ľ : O *M, 

teda spojnica XM M' a M 2M sú navzájom rovnoběžné. Ich priesecnik však 
dává súcet bodov XM, 2M, ktorý je teda nevlastný. 

P o z n á m k a 2. Lahko nahliadneme, že páry priamok 1a, 2a, ktoré prislú-
chajú jednej osnově priamok, tvoria involúciu, ktorej samodružné priamky 
sú priamka u a priamka u', symetrická k priamke u vzhladom na bod O. 
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Z toho vyplývá, že súctom lubovolných dvoch vlastných bodov priamky uf 

je nevlastný bod. 
3. Najprv vyšetříme súčet dvoch špeciálnych vypuklých útvarov, a to 

bodu a úsečky. Pri dókaze príslušnej vety využijeme tuto pomocnú vetu: 
Nech body priamych bodových radov na vlastných priamkach la 2a sú vo 
vzťahu projektívnom; nech bodu XU priamky xa zodpovedá nevlastný bod 
priamky 2a; potom každej úsečke na priamke la, ktorá neobsahuje bod lU 

Obr 

ako svoj vnútorný bod, zodpovedá opáť úsečka (připadne s jedným hranič-
ným bodom nevlastným) na priamke 2a. 

Tvrdenie tejto vety je zřejmé. 
Veta 2. Nech XA je lubovolný bod, kíorý neleží na priamke u; nech priamka 2a 

je ta priamka, kíorej body s bodom lA dávajú nevlastně súčty; nech boly 2M, 2N 
určujú úsečku, ktorá, neobsahuje žiaden bod priamky u a s priamkou 2a móže mat 
spolocný iba hranicný bod; potom súctom bodu XA so všetkými bodmi úsečky 
2M 2N je opat úsečka, ktorej hraničně body sú lA + 2M, lA + 2N. 

Dókaz. a) Nech úsečka 2M 2N (obr. 6) neleží na spojnici O lA a nech spoj-
nica 2M 2N nepretína priamku u v bode A = (OxAXu). Móžu nastať dva 
případy: oc) bod XA splývá s bodom O, fi) bod XA nesplýva s bodom O. V prípado 
<x) tvrdenie vety je zřejmé. V případe /?) priesečník priamky, na ktorej leží 
úsečka 2M 2N, s priamkou u nech je bod U. Nech bod 2X prebieha úsečku 
2M 2N a nech spojnica O *X přetíná priamku u v bode X. Potom zvazky priamok 
O (2X,...) a A (2X,...) sú perspektivné. Tiež zvazky XA (X,...) a A (2X,...) 
sú perspektivné. Potom zvazky XA (X,...) a A (2X,...) sú projektivně, ale 
pretože ich spoločná priamka sama sebe zodpovedá, sú tiež perspektivné. 
Zodpovedajúce si priamky týchto zvázkov sa potom pretínajú v bodoch jednej 
priamky p, ktorá zrejme prechádza bodom U. Súčet XA + 2X dostáváme 
v priesečníku spojnice A 2X s priamkou p. Pretože podlá předpokladu uvede
ného vo vete, žiaden z týchto súČtov nemóže byť nevlastný (s přípustnou 
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výnimkou jedného z bodov lA -f 2-^> XA + 2^0> z pomocnej vety už priamo 
vyplývá tvrdenie nasej vety. 

b) Nech úsečka 2M 2N leží na spojnici O1 A (obr. 7). Zvolme bodom A 
rubovolnú priamku p róznu od spojnice O XA a od priamky u. Podobné ako 
při definícii súctu dostáváme na priamke u body Ó, 1 a na priamke p body 0\ X'. 

Bodové rady (2X}.. .) a (XA + 2 X,. . . ) sú zrejme vo vzťahu projektívnom, 
pretože vznikajú ako priemety bodov X' na priamke p z bodov 1 a O. Ďalšia 
časť dókazu priamo vyplývá z pomocnej vety. 

c) Nech spojnica 2M 2N nesplýva so spojnicou O XA} ale nech bod U splývá 
s bodom Á (obr. 8). Potom body XA -f 2X dostáváme na spojnici 2M 2N 

u 

Obr. 8 

a bodové rady (2X,.. .), (XA + 2X,. . .) sú opáť projektivně, pretože vznikajú 
ako priemety bodového radu X na priamke u z bodov O a, XA. 

P o z n á m k a 3. Nech bod XA a všetky body úsečky 2M 2N sú vlastné a ne-
1'rislúcJiajú priamke u a nech všetky súčty bodu XA s bodmi úsečky 2M 2N 
sú body nevlastně, potom všetky tieto súcty vyplnia na nevlastnej priamke 
úsečku. Skutocne, ak A je priesecník spojnice O XA s priamkou u (musí byť 
vlastný), potom všetky súcty dostaneme v neviastných bodoch spojnic bodu Á 
s bodmi úsečky 2M 2N. 
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4. Majme nějaký vypuklý útvar x& a zostrojme každým jeho bodom rovno
běžku s priamkou u. Podlá vety 1 každej takejto rovnobežke xa zodpovedá 
iná rovnoběžka 2a s priamkou u o tej vlastnosti, že súčtom každého vlastného 
bodu priamky la a každého vlastného bodu priamky 2a je nevlastný bod. 
Množinu vlastných bodov všetkých takto vzniknutých priamok 2a nazveme 
přidruženou množinou k množině l&. 

Veta 3. Nech úsečky lA XB, 2A *B nemajú spolocné body s priamkou u, nech 
20 je přidružená množina k množině bodov úsečky lA XB; nech úsečka 2A ZB 

má spolocné s mnoSinou 2& nanajvýš body 2A, 2B; potom súcty všetkých bodov 
úsečky XA XB so všetkými bodmi úsečky 2A ÁB tvoria vypuklý útvar 0. 

D ó k a z . a) Vylúcme najprv ten případ, ked jedna z úsečiek XA XB, 2A 2B 
leží na priamke xp a druhá leží na priamke 2p, pricom priesecník priamok 
xp, 2p leží na priamke u (obr. 9). Nech teraz priesecník priamky xp s priamkou u 
je bod XP a priesecník priamky 2p s priamkou u nech je bod 2P. 

Zostrojme najprv súcty l ibovolného bodu lX úseckv lA XB s bodmi úsečky 
2A lB. Podlá vety 2 dostaneme tak vždy úsečku 2A + XX 2B + XX, ktorá 
leží na poloriamke nrechádzajúcej bodom 2P [na polpriamke preto, lebo 
úsečka 2A + XX 2B + XX nemóže obsahovat bod 2P; neexistujú totiž žiadne 
body na lA lB (i — 1, 2), rózne od bodov priamky u, ktorých súctom by bol 
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bod priamky u\. Všetky takto vzniknuté polpriamky tvoria vypuklý útvar 0', 
pretože tieto polnriamky sú určené vždy bodom 2P a bodmi úsečky napr. 
2B + XA *Jtt + XB* 

Podobné móžeme sčítavať vždy body 2X úsečky 2A 2B s bodmi úsečky XA XB 
a dostaneme úsečky XA + ,<LX XB + *X, ktoré ležia na polpriamkach, ktoré 
precháďzajú bodom lP. Všetky tieto polpriamky tvoria tiež vypuklý útvar 0". 
Prienikom vypuklých útvarov 0' a 0" je hladaný útvar 0 a ten je potom tiež 
vypuklý. 

b) Nech teraz priamky xp 2p sa pretínajú v bode P na priamke u (obr. 10), 

potom súctom libovolného bodu lX s bodmi úsečky 2A 2B bude úsečka 
lX + *A XX + *B, ktorá bude ležat na priamke p, prechádzajúcej bodom P. 
Poloha priamky p nezávisí od volby bodu XX. Totiž body lX + 2A vyplnia 
úsečku lA + *A XB + 2A, ktorá leží zrejme na priamke p. Stačí ešte ukázat, 
že množinový súčet úsečiek typu lX + *A lX + *B na priamke p dává opať 
vypuklý útvar, teda úsečku. To však lahko nahliadneme z toho, že r;OČiatocné 
aj koncové body všotkých týchto úsečiek vyplnia úsečky 2A + XA ZA + XB, 
připadne 2B + XA ZB + XB. 

Na podklade tejto vety móžeme dokázat, že za istých podmienok súčtom 
dvoch lubovolných vypuklých útvarov je opat vypuklý útvar. O tom hovoří: 

Veta 4. Nech l0 20 sú dva vypuklé útvary, ktoré neobsahujú body priamky u; 
nech 0' je přidružená množina k množině l0; nech útvar 20 má s množinou 0' 
spolocné nanajvýš hranicné body, ktoré netvoria úsečku; potom súcet 0 útvarov 
x0 20 je vypuklý. 

Dókaz. Zvolme si v súčte 0 lubovolnó dva jeho body A, B. Máme ukázat, 
že všetky body tejto úsečky prislúchajú útvaru 0. Nech bod A vznikol ako 
súčet bodov XA € x0 a 2A 6 20; podobné bod B ako súčet XB € x0 a 2B 6 20. 

8 Pozři J a g i o m — B o l t j a n s k i j : Vy pukly je figury, Mo3kva 1951. 21. 
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Pretože útvary x0 2& sú podfa předpokladu vypuklé, útvar x 0 musí obsahovať 
celu úsečku lA lB a útvar 2<P celu úsečku 2A 2B. Útvar 0 musí potom obsa-
liovať celý súčet úsečiek XA XB, 2A 2B. Tieto úsečky zrejme vyhovujú predpo-
kladom vety 3 a ich súčtom je potom vypuklý útvar, ktorý obsahuje aj body 
A, B, teda obsahuje aj celu úsečku A B. Tým je veta dokázaná. 

P o z n á m k a 4. Z vety 4 a z poznámky 2 priamo vyplývá, že ak útvary 
i0 20 ležia vo vnútri pásu. ktorý je určený priamkami uu', ich sxičet je vždy 
vypuklý. 

Došlo dňa 22. V. 1953. 
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