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Matematický časopis 18 (1968), No. 4 

D I E GERADE U N D DAS GESCHWINDIGKEITSFELD 
DES AFFINEN RAUMES A n . 

MILAN HEJNY, Bratislava 

Der Anlass zu dieser Arbeit wurde durch den Artikel [1] gegeben. Bewegt 
sich in dem affinen w-dimensionalen Raum An ein Körper T, so ordnen wir 
im festgesetzten Augenblick lo des Zeitintervalls jedem Punkt X e An den 
Geschwindigkeitsvektor vx zu. Das Vektorfeld 2J: X -> vx, das man auf 
diese Weise erhält, ist durch die Gleichung (2) beschrieben. 

Jede Gerade Q erzeugt bei Vermittlung des ö eine Punktmenge 23Q, die 
aus allen Geraden (X, vx), X e Q, vx ^ o und allen Punkten X, I G Q , 
vx = o besteht. Es gibt acht verschiedeme Arten von Punktmenge 3JQ, die 
in der analytischen und auch in der geometrischen Darstellung im Folgenden 
aufgeführt werden. 

1. Grundbegriffe. Betrachten wir im affinen reellen Raum An (n >; 2) 
einen sich bewegenden Körper T, der im affinen Koordinatensystem 

0, a\, . . . , an 

dargestellt ist. Die Bewegung des T wird dann durch n + 1 Vektorfunktionen 

0 = 0(0, cti = at(t), i=l,...,n, 

die wir als reell und stetig differenzierbar voraussetzen, gegeben. 
Jeder in Bezug auf T feste Punkt X, läßt sich durch 

(1) X(t) = 0(0 + fiflnp) + . . . + f»On(0 

oder kürzer durch 

X(t) = 0(0 + x(t) 

beschreiben. Durch das Differenzieren von (1) finden wir den Geschwindig­
keitsvektor 

vx(t) = ±(t) = 0(0 + Päi(t) + . . . + ^dn(t) 

des Punktes X zur zeit t. Setzen wir für den Augenblick t = to 
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vx = vx(t°), v = Ö(to), x = x(to), ai = ai(t0) und di(t0) = Slat, 

so nimmt die letzte Gleichung die Gestalt 

(2) vx = v + Slx 

an. Hierbei wird der Endomorfismus £2 des Vektorraumes {ai, . . . , an} durch 
die Beziehungen äi(to) = Slat, i = 1, . . . , n eindeutig bestimmt. Das Vektor­
feld (2) werden wir affines (stationäres) Geschwindigkeitsfeld nennen, und 
durch VS(v, Sl), oder kürzer 3J bezeichnen. Den linearen Vektorraum aller in 
der Gestalt x = Sly ausdrückbaren Vektoren x werden wir durch R, und den 
linearen Vektorraum aller Lösungen der Gleichung Slx = o durch N bezeichnen. 

Es ist klar, daß für einen anderen beliebigen Punkt 

Y = X + w 

die Gleichung 

(3) vY = vx + Slw 

gilt. Nun beweisen wir einen wichtigen 

Hilfssatz. Die nächsten vier Bedingungen sind äquivalent: 
a) es gibt ein Punkt Z so, daß Vz = o ist; 
b) durch die Parallelverschiebung des Anfangspunktes 0 kann man die Gleich­

ung (2) in die Gestalt vx = Slx bringen; 
c) jedem Punkt Y kann man einen solchen Vektor z zuordnen, dass VY = Slz 

gilt; 
d) es ist v E R. 
B e w e i s s c h e m a , a) => b) => c) => d) => a). Gibt es den Punkt Z mit vz = o 

so, können wir, in Bezug auf (3), durch die Parallelverschiebung 0 ->_Z des 
Anfangspunktes 0 die Gleichung (2) in die Gestalt 

(4) Vx = Slx 

transformieren. Die Beziehungen b) => c) => d) gelten unmittelbar. Setzt man 
schließlich v eR, also auch v = Slu voraus, dann gilt für Z = 0 — u, mit 
Bücksicht auf (3) auch vz = o. 

2. Erweiterung und Hülle der Punktmenge 9Jt. Es sei 9Jt <= An eine belie­
bige nichtleere Punktmenge und 2J das Vektorfeld im An. Die Menge aller 
Punkte Y, die sich in der Form Y = X + Xvx schreiben läßt, wo X e SR 
und X eine reelle Zahl ist, werden wir Erweiterung der Menge SR (bezüglich ö ) 
nennen, und durch ©SR bezeichnen. Den kleinsten affinen Unterraum von An, 
in dem die Erweiterung SSSR der SR enthalten ist, werden wir Oberhülle der 
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Punktmenge SR, und ihre Dimension die Oberdimension des SR (bezüglich auf 2)) 
nennen. Im folgenden untersuchen wir nur den Fall, wo SR eine Gerade ist. 

Nimmt man also eine Gerade 

(5) Q = X = A + Xq, q ^ o 

mit Ä als reellem Parameter, so gilt nach (3) 

(6) vx = vA + hSlq 

und 

Oberdim Q = dim {VA , q, Slq}. 

Im Bezug auf die Zahl Oberdim Q unterscheidet man drei mögliche Typen: 

I) Oberdim Q = 1, 
II) Oberdim Q = 2, 

III) Oberdim Q = 3, 

die wir im folgenden behandeln werden. 

3. Gerade vom Typ I. 

Satz 1. Ist (5) eine Gerade vom Typ I so gehört sie zu einer und nur zu einer 

von den folgenden drei Klassen: 
la) VA = Slq = o und 23X = X für jeden Punkt X e Q; 
Ib) VA = aq ^ o, Slq = o und 93K = Q für jeden Punkt X e Q; 
Ic) VA = aq, Slq = ßq T^Z o und 23X = Q für jeden Punkt X, mit Ausnahme 

oi l a \ a 
des Punktes A q, für tvelchen fß\A q\ ~ A q ist. 

ß \ ß I ß 
Bewe i s . Ist (5) eine Gerade vom Typ / , so dim {VA, q, Slq} = 1 und be­

züglich q 7^ o ist VA = ocq und auch Slq = ßq. Setzt man die beiden letzten 
Gleichungen an Stelle von (6) ein, erhält man 

vx = (a + Aß)q. 

Nun genügt es zu bemerken, dass das Objekt fBX entweder den Punkt X oder 
die Gerade Q bedeutet, je nachdem, ob a + Aß gleich oder verschieden von 
Null ist. 

Es ist klar, daß das Nullfeld %$(o, O) nur die Geraden von der Klasse la 
gestattet. Deshalb wollen wir dies als Trivialfall aus unseren Betrachtungen 
ausschließen. Ist weiter v ^ o und Sl = O, dann muß jede Gerade Q vom 
Typ I notwendig von der Klasse Ib sein. Diese Beispiele rufen eine allgemeine 
Frage hervor und zwar die Charakterisierung der Felder, welche die Gerade 
von der Klasse la, Ib, oder Ic gestatten. Auf diese Frage antworten die nächstn 
drei Sätze. 
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Satz 2. Dann und nur dann gibt es eine Gerade von der Klasse la, wenn 
v G R und N ^ O ist. 

B e w e i s . Ist (5) die Gerade von der Klasse la, so gilt nach dem Satz 1 
VA = Slq = o, und hinsichtlich des Hilfssatzes auch v e R und N ^ O , Setzt 
man umgekehrt v e R und N ^ O voraus, dann genügt es q und A in solcher 
Weise zu wählen, daß o ^ g e N und zugleich VA = o ist. Das wird durch den 
Hilfssatz ermöglicht. 

Die unmittelbare Folgerung des Satzes 1 ist 

Satz 3. Dann und nur dann gibt es eine Gerade von der Klasse Ib, wenn 
der Unterraum ({v} + R) n N einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor enthält. 

Satz 4. Dann und nur dann gibt es eine Gerade von der Klasse Ic, wenn 
v G R ist und der Endomorfismus Sl mindestens einen reellen, von Null verschie­
denen Eigenwert hat. 

Bewe i s . Für die Gerade Q von der Klasse Ic nach dem Satz 1 gilt VA = aq 
und Slq = ßq ^ o. Es ist also ß -^ 0 ein reeller Eigenwert des Sl, und ausserdem 
auch v G R dem Hilfssatz nach. Ist umgekehrt v e q und ß ^ 0 der reelle 
Eigenwert des Sl, dann müssen wir zuerst die Feldgleichung (2) in die Form (4) 
bringen und dann q -^ o als Eigenvektor, der dem Eigenwert ß entspricht, 
wählen; daher ist die Gerade Q = (0, q) gewiß von der Klasse Ic. 

Die Geraden vom Typ I sind soeben ausführlich behandelt worden und 
wir gehen zu den Geraden vom Typ II über. 

4. Gerade vom Typ II. 

Satz 5. Ist (5) eine Gerade vom Typ II, so gehört sie zu einer von den folgenden 
vier Klassen: 

IIa) dim {VA , q} = 2, Slq = o; 
IIb) dim {q, Slq} = 2, VA = a ß q ; 
IIc) dim {vA, Slq} = 2, q = ßSlq; 
Ild) dim {vA, Slq) = 2, q = ßSlq + OLVA , a -^ 0. 

Bewei s . Setzt man zuerst dim {vA, Slq} = 2 voraus, dann die Bedingung 
dim {vA, q, Slq} = 2, kann man auch 

q = OLVA + ßSlq 

schreiben. Falls hier a = 0 bzw. a ^ ö ist, so erreichen wir den Fall IIc bzw. Ild. 
Ist weiter dim {vA, Slq} = 1, dann gilt entweder Slq = o, oder Slq =£ o, was 
dem Fall IIa oder IIb entspricht. 

Über die geometrische Gestalt der Geraden vom Typ / / spricht der 
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Satz 6. Ist (5) eine Gerade vom Typ II, so ist die Punktmenge 25Q hinsichtlich 
der in dem Satz 5 eingeführten Klassifikation: 

IIa) die Menge aller, mit dem Vektor VA parallelen Geraden, die die Gerade Q 
schneiden; 

IIb) die in dem vorigen Fall beschriebene Punktmenge, mit der Ausnahme 
einer einzigen Gerade, die hier nur durch ihren Schnittpunkt mit Q ersetzt ist — das 
Objekt 2SX ist stets eine Gerade, nur für den Punkt C = A — ocq, den wir Mittel­
punkt der Gerade Q nennen, gilt 2JO = C; 

IIc) die Menge aller Geraden HX, wo H = A — ßvA ein fester, nicht auf Q 
liegender Punkt ist, und X der Laufpunkt der Gerade Q ist; 

Ild) die Menge aller Tangenten der Parabel, die in dem Koordinatensystem 
X = A + £VA + rjSlq, durch die Gleichung 

(7) (f + ß)* = 4oL<n 

aufgestellt ist. 
Bewei s . Die Fälle IIa und IIb sind klar. Ist ferner Q von der Klasse IIcy 

so gilt in Bezug auf (6) 

X - ßvx = A - ßvA = H (X e Q) 

und der Punkt H hängt also von dem Parameter X nicht ab. Bezüglich dim 
{VA , Slq} = 2 und q = ßSlq ist noch H $ Q. Es sei schließlich die Gerade Q 
von der Klasse Ild. Wählt man auf jeder Gerade fBX, X e Q den Punkt 

Z = X + (aA — ß)vx = A + (2aA — ß)vA + -l2aßg, 

dann gilt 
dZ 
— = 2KVX, 
dA 

was hinsichtlich a ^ O die Kurve Z = Z(X) als Hüllkurve des Geradensystems 
(X, vx), X e Q festsetzt. Unter Berücksichtigung von 

| = 2aA — ß, r) = A2a 

ist diese Kurve durch die Gleichung (7) beschrieben. 
Nun kehren wir wieder zu den Existenzfragen zurück. 

Satz 7. Dann und nur dann gibt es keine Gerade der Klasse IIa, wenn ent­
weder N = O ist, oder es ist n = 2 und dabei existiert noch eine Basis <0, a±9 a^} 
des Raumes A2 in welcher v bzw. Sl als 

(8) (T, O) bzw. 

geschrieben werden kann. 

0 1 
0 0 
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Bewei s . Ist zuerst N = O, so besitzt die Gleichung Slq = o nur die Lösung 
q = o. Gilt weiter (8), dann muss für jeden Vektor qeb\ stets dim {vA, q} < 2 
sein. In Bezug auf den Satz 5 sind beide eingeführten Fälle der Gerade von 
der Klasse IIa ausgeschlossen und eine Gerade von der Klasse IIa kann also 
nicht existieren. Es sei umgekehrt 85 das Feld, das keine Gerade von der 
Klasse IIa gestattet. Ist N -^ O, dann gilt dim {vx, q} •< 1 für jeden P u n k t X 
und für einen beliebigen Vektor g e N . Dann ist N = {n}, v e {n} und also 
für einen beliebigen Vektor x auch Slx e {n}, was endlich zu N = R = {n} d . h . 

rang Sl = dim N + dim R = 2 

führt. Nun wählen wir ein solches Koordinatensystem, in welchem das Vektor 
n als (r, 0) beschrieben ist und dazu eine passende Normierung. Dann ist der 
Satz beweisen. 

Satz 8. Dann und nur dann gibt es eine Gerade von der Klasse IIb, wenn 
v e R und 0 -^ Sl -^ cp\ (<p-reelle konstante, I-Identität) ist. 

D e r B e w e i s folgt teilweise aus dem Hilfssatz, nämlich daß v eR und 
VA = oiSlq äquivalent sind, teilweise aus der Behauptung, dass zur Existenz 
des Vektors q mit dim {q, Slq} = 2, die Bedingungen 0 -^ Sl ^ (pl notwendig 
und hinreichend sind. 

Satz 9. Dann und nur dann gibt es eine Gerade von der Klasse IIc, wenn 
dim ({v} -f- R) > 2 ist, und Sl (mindestens) einen reellen, von Null verschiedenen 
Eigenwert hat. 

Bewe i s . Die Gleichung q = ßSlq ist für einen unbekannten reellen Vektor 
q ^ o dann und nur dann lösbar, wenn der Endomorfismus Sl (mindestens) 
einen reellen, von Null verschiedenen Eigenwert ß~x hat . Is t weiter dim 
{vA, Slq} = 2, dann ist wegen {vA, Slq} <= {v} -f- R auch dim ({v} -f q) >̂ 2. 
Ist umgekehrt dim ({v} -f- R) ^ 2, so gibt es zum beliebigen Vektor ueR, 
u zfi o einen solchen Vektor w eR, daß dim {v + w, u} = 2 gilt. Mit anderen 
Worten: es ist möglich jedem q $ N so einen Punkt A zuzuordnen, daß dim 
{vA, Slq} = 2 ist. 

Satz 10. Dann und nur dann ist die Gerade Q von der Klasse Ild, wenn sie 
sich in der Form 

(9) Q = X = B + lvB 

darstellen läßt, wobei VB kein Eigenvektor des Endomorfismus Sl ist. 
Bewei s . Mit Rücksicht auf Satz 5 ist es klar, daß die Gerade (9) von der 

Klasse Ild ist. Ist umgekehrt (5) eine Gerade von der Klasse Ild, so gilt für 
ß 

ihren Punkt B = A H q (und nur für diesen Punkt) dim {vß, q} = 1. 
OL 
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Satz 11. Dann und nur dann gibt es keine Gerade von der Klasse Ild, wenn 
entweder v$R, veN, Sl2 = 0 , oder veR, Sl -^ 0 , ß 2 = cpSl (cp — reelle 
Konstante) gilt. 

Bewei s . Nach dem Satz 10 folgt es, dass 85 genau dann keine Gerade von 
der Klasse Ild gestattet, wenn man zu jedem Punkt X einer reellen Zahl cp 
(die hängt vom X ab) so zuordnen kann, dass die Gleichung Slvx = cpvx gilt. 
Im Falle dass v $ R, setzen wir zuerst voraus, dass es keine Gerade von der 
Klasse Ild gibt. Es gibt zum beliebigen X e kn einen reellen Parameter cp so, 
da Slvx = cpvx gilt. Bezüglich (2) folgt cpv = Sl(vx — cpx) und gilt cp = 0 
also identisch. Dann aber gelten Slvx = o für jedes X e kn und folglich auch 
Slv — o; identisch ist also Sl2x = o. Hieraus folgt v e N und Sl2 =- 0 . I s t 
umgekehrt v e N und ß 2 = 0 , dann ist Slvx = Slv + Sl2x = o für jedes 
X e kn und keine Gerade Q von der Klasse Ild befindet sich in An. Im ent­
gegengesetzten Falle, wo v ER ist, setzen wir wieder voraus, daß es in An 

keine Gerade von der Klasse Ild gibt. Wenn wir nach dem Hilfssatz anstat t 
(2), (4) benutzen, behalten wir von Slvx = cpvx die Gleichung Sl2x = cpSlx. 
Manmuss nun beweisen, dass der Faktor cp nicht von x abhängt. Es ist möglich 
jedem y e R so einen Vektor x zu geben, dass y = Slx und somit auch Sly = cpy 
gilt. Ist Sl =/=• 0 . Für je zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren y, z aus R 
gelten die Gleichungen Sly = cpy, Slz = %pz. Hängt y von z linear ab, dann ist 
offenbar cp = ip. Sind y, z linear unabhängige Vektoren, so ist auch der y -{- zeR 
ein vom Nullvektor verschiedener Vektor, und darum entspricht er der 
Gleichung Sl(y + z) = o(y + z). Vergleicht man die letzten drei Vektorgleich­
ungen, so erhält man die Gleichung (cp — o)y + (tp — o)z = o, woraus schon 
cp = o = yj folgt. Ist umgekehrt Sl2 = cpSl, Sl ^ O, cp ^ 0 und v eR, dann 
gilt für jedes X e kn die .Beziehung Slvx = cpvx und es existiert also wieder 
keine Gerade von der Klasse Ild. 

5. Gerade vom Typ 7 i7 . 

Satz 12. Ist (5) eine Gerade vom Typ III, so erzeugt S3Q eine Regelschar 
des hyperbolischen Paraboloids, dessen Gleichung in dem affinen Koordinaten­
system X = ijvA + rjq + f Slq 

(10) C = £rj 

lautet. 
B e w e i s . Bezeichnet man X = A + Iq, dann kann man in Bezug auf (3) 

den Laufpunkt Z = X + juvA des 9JQ in der Form 

Z = A + pcVA + Ag + XpiSlq 

schreiben und durch die Elimination der Parameter X und pi zu der Gleichung 
(10) kommen. 
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Satz 13. Dann und nur dann gibt es eine Gerade vom Typ III, wenn Sl ^ cpl 
und zugleich dim R = 1 => v $ R gilt. 

B e w e i s . Betrachten wir eine Gerade Q vom Typ III im An (n ^ 3). Dann 
ist dim {VA , q, Slq} = 3 und also auch Sl =£ cpl. Falls jetzt v eR ist, so ist 
{v, Slq} cz R und hinsichtlich der dim {VA , q, Slq} = 3 gilt auch dim {v, Slq} = 2, 
d. h. dim R ̂  2. Setzt man umgekehrt Sl -^ cpl, n ^ 3 und zugleich dim R ̂  1 
voraus, so ist es möglich, die Vektoren^, q so zu nehmen, daß dim {p, q, Slq} = 3 
ist. Ist eventuell Slp = xpp, so genügt es statt p den Vektor p + q = p\ zu 
nehmen, um der Gleichung dim {pr, Slp'} = 2 zu genügen. Im Falle, daß 
dim {p, Slp, q, Slq} = 4 ist, genügt es ein beliebiges ^ 7- o zu wählen um den 
fraglichen dreidimensionalen Kaum {VA, q, Slq} oder {VA,P, Slp} zu erhalten. 
I m entgegengesetzten Falle dim {p, Slp, q, Slq} = 3, läßt sich so ein Vektor 
m -7-- o finden daß 

{m} = {p, Slp} n {q, Slq} 

gilt. Den Voraussetzungen nach gibt es einen Vektor vx für den vx ^ {m} ist 
und daher muß mindestens einer von den zwei Räumen {vx, p, Slp} und 
{vx, q, Slq} dreidimensional sein. Wäre nämlich vx e {m} für alle X e An, 
dann ist inbesondere v e {m} und Slx e {m} für alle Vektoren x, d. h. R = {m}. 
veR. 
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