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E X P L I C I T N Ě R I E S E N I E P O H Y B U S F É R I C K É H O 
KYVADLA POMOCOU JACOBIHO T R A N S C E N D E N T 

J. C H R Á P Á N 

1. R O V N I C E P O H Y B U 

Pohyb hmotného bodu viazaného na hladkú gul'ovú plochu v homo-
génnom silovom poli představuje sférické kyvadlo. V cylindrických súrad-
niciach (r; <p; z) je rovnica vazby 

r = ÍW^?^f(z). (1) 

kde / je poloměr gulovej plochy. 

Polohu hmotného bodu určujú vztahy: 

x = f(z) . cos <p\ 

y =f(z) . s in <p\ (2) 

z = z. 

Pohyb má dva stupně volnosti, dané aplikátou z a polárným uhlom <p. 
Ak os z orientujeme proti intenzitě g silového pol'a, kinetický potenciál L 

hmotného bodu hmoty m je: 

L = im{[\+ ff(zf] . & + f(zf . ^} - mgz , 
kde je: 

ť l z ] - áf(z) . *_.__L. W-*3L 
t{z)--itr' z~ d ř ' v-dť 

Homogenně silové pole je konzervativně, preto prvý integrál Lagran-
geových pohybových rovnic pre sférické kyvadlo je integrál energie 

\m{[\+ f\zf] . *« + f(zf.<p*} + mgz = c[. (3) 

Druhý integrál týchto rovnic vychádza vzhradom na to, že súradnica <p 
je cyklická, v tvare: 

m . f(zf .<p = c'z. (4) 
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2. D I F E R E N C I Á L N A R O V N I C A A P L I K Á T Y 

Zo vzťahov (3), (4) a (1) dostáváme diferenciálnu rovnicu: 

"-•!ř[c-«*>•&-'V_Íl (5) 

v ktorej je : 
____. _ _ £ L 

m m 
Na právej straně rovnice (5) je kubický polynom; jeho nulové body 

udávajú abscisy priesečníkov kubickej paraboly 

y = ( / 2 _ _ - 2 ) ^ L _ z j 
s priamkou 

» - $ • 

Označme ich 
Z2 < Zl < ZZ • 

Takto móžeme písať: 

г 
2 . 

/2 \ — z) (z — z2)(z3 — z). (6) 

3. R O Z B O R K U B I C K E J R O V N I C E P O H Y B U 

Pretože pre reálny pohyb musí byť: 

è2 _ă0, 

hodnoty apl ikáty z ležia v intervale 

z2 á z ž zľ. 

Nulové body kubickej paraboly 

y = (/2_-2)|^__-j 
sú totiž 

'<t<i; 

sucasne je : 
z 3 > / . 

Pre jej priebeh dostaneme: 

„' ___ 3Z2 _ i _ _ L _ /2 _ o, 

z čoho pre extrémně hodnoty musí byť: 

<,\ _ Í L ± J @ ± _ S ! L 
l^)i2 - 3^ 
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Ďalej máme: 

I ( П _в.____+_____i__l 

Pre maximum platí záporné znamienko, kedy hodnota aplikáty je 

<_-y<_+3g-.-

w = ^ <o, 
takže maximum leží v intervale 

Kedže pořadnice priamky 

/o»«<-|-. 

^2 /2 1 
Z-tZaZo — L ———' 

1 2 3 ty g 

sú kladné, maximum výrazu (5) leží medzi z2 a zv v dósledku čoho sa 
pre reálny pohyb menia hodnoty súradnice z v intervale 

z2 á z ___ zx, 
v ktorom je: 

z 2 < 0 . (7) 

Základné symetrické funkcie koreňov kubickej rovnice i 2 = 0 sú: 

zi + z2 + z% — — ; 

zxz2 + z-z8 + z2z3 = — l2; (8) 

Z nich dostáváme vztahy: 

(/ + *_)(/ + __)(/ + z8) __=(/- z_)(/ - z2)(z8 - /) - -£• = 

= - (z_ + z2)(z_ + z8)(z2 + z,); 

(/ + z1)(/ + z 2 ) = - ( z 1 + z 2 ) ( z 8 - / ) ; (9) 

(/__.)(/__,) =--(__+*,)(* . + /); 
(/• _ «.)(/• _ „*) __ [_ („. + Z2)]2 (Z| _ /l). 

Z druhej relácie (8) vychádza: 

- ziz2 + * zin\ 

^--ITR"- (10) 

Pretože je: 
h> /. 

podfa (10) musí byt: 
% + *2<0 , 

resp. 
h < - * » • 
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Vzhladom na reláciu 
z i > Z2 

máme: 
Z2 K. Zl \ Z2i 

' J ' k K M - (li) 

4. R I E Š E N I E D I F E R E N C I Á L N E J ROVNICE APLIKÁTY 

Do diferenciálnej rovnice (6) za ve dme substitúciu 

z 1 - z = ( z 1 - z i ) . f - . (12) 

Pre i — 0 je z = zx; pre £ = 1 je z = z2. Pomocou (12) utvořme výrazy: 

z — zt = {z1 — z2) - (Zj_ - z) = (zx — z2) — {z1 - z2) . £2 = 
= ( z 1 - z , ) ( l - £ 2 ) ; 

^3 — Z = (Z3 — Zj.) + (zx - z) = (z3 — zx) + (z,, - z2) . £2 = 

= <2°-2>>i1+t^r-4 
Na základe nich je rovnica (6) s použitím (12) 

h).P.(i-P).li+3--h-.p\. 
\ ZZ zl I 

Derivováním výrazu (12) vychádza: 

- * = (zi - *a) . 2 . | . | . 

Podlá odvodených výsledkov je: 

*2=Ş-(%-*-)2-(*з 

2/ 

ked sme zaviedli označenie 

£2 = 4 r ( * 3 - * i ) ( l - ! 2 ) ( l - * 2 ! 2 ) 

% ~ z. 
zz — z. 

- — ^ 2 - = - к 2 . 

Ďalšou úpravou m á m e : 

d£ lj/- | .(z,-z1).dí 
7(1 -|2)(1 -x2!2)" 

Tento výraz je Legendreov eliptický diferenciál, z ktorého vyplývá: 

f =*" — ]/y(^i-«i)-i; « 
Modul « je imaginárny 

K = »• **- ~ - - (13) 
v** - *i 
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Na základe substitúcie (12) je: 

Z = Z^ — (Zi — z9) . stv { т У ł ( Z з _ Z i ) Л ; x ] 
Prevedme transformáciu imaginárneho modulu (13) » = ik na modul 

reálny 

~k i~T~~~ ч ^ӯЩf^i—г^ <"> 
po malej úpravě dostaneme: 

z = h - (*s - h) "d2 U - l/-|- (z3 - z2) . ř; fc . 

Komplementárny modul k' má hodnotu 

(15) 

k'= y.f___ < i . 
У^:3 ~ Z 2 

5. P E R I O D A O S C I L Á C I Í A P L I K Á T Y 

Rovnica (15) definuje okamžité hodnoty aplikáty hmotného bodu. Ich 
priebeh je daný eliptickou funkciou času. Pre t = 0 je z = zx; ak sa argu
ment funkcie v (15) rovná hodnotě konstanty periody K Jacobiho eliptic
kých funkcií, aplikáta je z = z2. Z tejto podmienky 

l l / J L 
/ [ 2 -zs).tí=K 

pre čas lx vychádza: 
_ Klfž 1 ш -3 ^2) 

Súradnica z osciluje medzi krajnými hodnotami, ktoré na základe (15); 
(7) a (11) sú: 

[z] =zx; [z] =z2<0; 
t—o t=tt 

h> n\ kil < N -
Perioda týchto oscilácií je: 

T=2t1^~Kl1^ . (16) 
19 (*a - *a) 

Hmotný bod je na gulovej ploché v najvyššej polohe, ked je z = zx; 
vtedy musí byť t = 0, takže čas meriame od okamihu, v ktorom je hmotný 
bod najvyššie. Do najnižšej polohy, pre ktorú je z = z2 <<0, přejde za polo-
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vicu periody tx = = — . Po uplynutí celej periody T hmotný bod je v svojej 
fC 

póvodnej výške. V polohách z = zx\ z = z2 hmotný bod přestává stupat, 
príp. klesat; jeho rychlost v směre osi z je nulová 

[*] = [ * ] - o . 

;6. D I F E R E N C I Á L N A ROVNICA P O L Á R N É H O UHLA 

Druhá súradnica, polárný uhol y> hmotného bodu, viazaného na gulovú 
plochu, je cyklická. Z druhej Lagrangeovej pohybovej rovnice sme dostali 
reláciu (4), z ktorej vzhl'adom na (1) vychádza: 

<p 

Rozkladom na parciálně zlomky máme: 

ф = 2 z [ т + 7 - + Г - - 7 І -+. + i 
Pre menovatelov móžeme vzhladom na (12) písať: 

/ + z = (/ + zx) -(z1 — z) = ( / + zx) - ( z x - z 2 ) . | 2 = 

/ - z = (/ - zx) + (zx - z) = (/ - zx) + (zx - z2) . I 2 = 

= (<-^1 +7^r4 
Dosadením do výrazu pre ip bude: 

< ? 3 = _ - r . _ _ _ _ + n\^zĄ-тттЛ ( ' -Ч 1 + ^H 

(17) 

[18) 

7. R I E Š E N I E D I F E R E N C I Á L N E J ROVNICE P O L Á R N É H O UHLA 

Substitúciami 

i = S n — V y (£ 8 -* i ) *;* =*n to;*); 

4 = т У 1 " ( г 8 _ 2 1 ) Л ; 

и2 . sn2(a x; и); 
/ + zx 

ž l Z 2 

/ - z x 
— я2 . sn2(<x2; x) 

(19) 

(20) 
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přejde výraz (18) do t v a r u : 

. ___ c 2 . K2 j sn2 (oc±; K) 

2l(z1 — z2) [ 1 — K2sn2 (#_; K) sn2(rj; K) 

sn2(oc2; K) 

/;«) Г 1 — K2sn2(oc2; K)sn2(ri; 

VzMadom na diferenciál relácie (19) j e : 

c2 . drj ( sn2(oc2;K) 
dtp 

(z 3 - z_) J2g (z3 - z-J \ 1 - *2sn2 (oc2; K) sn2(r]; K) 

S M 2 ( Í X 1 ; K) ] 

1 — K2sn2 (oc1; K) sn2 (rj; K) i' 

Integrováním vychádza: 

<_2 ř f sn2(oc2; K) , __ 
^ ^ (zz~z1)Í2g(zz-z1) [J 1 -K2sn2(oc2;K)sn2(rj;K) V 

o 
_ f «" '(«!?«) d J ( 2 1 V 

J 1 - x - s n - ^ x j s n - ^ ; * ) V\' [ ' 
n 1 

Podl'a (13) a (20) je : 

sn2(ocx; K) = 

cn2((X_; K) — 

zъ zi . 

l + ^ i ' 

i + ч . 
l+Zl' 

dni{»1;x)= yqrT-; 

sn2(<x2; K) 

cn2(oc2; к) = 

l - h ' 
z8 — l 

dn2(oc2; к) — 2 

l-zx ' 
Ďalej podl'a (9) m á m e : 

snz(ocx;K) __ s n 3 ( # 2 ; x ) 
cn («_; » ) . dn (#_; *) cn (<x2; « ) . dn (a2; H) 

z 3 z-i-ІЩz 
c2 

Na základe týchto výsledkov rovnica (21) bude: 

V = i • {ZnK; *) — Zn (<x2; «)>. 57 + í . {Q0l(17; ťxx; «) — .Q0i(17; « a ;*)}, (22) 

kde Z u (<x; «) a .Q01 (í7;«;x) sú Jacobiho transcendenty druhého a tretieho 
druhu: dzéta-funkcia a omega-funkcia. (Matematicko-fyzikálny sborník, 
SÁVU, Bratislava I I , 1952, 1 - 2 , 24 a 27.) 
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kde je: 

*; = ІÄ; ß» = ß + к' + iк 

<pt = are sin [sn (/J; k')] = are siň | ^ 1 . y 2 | . (28) 

Inverziou vychádza: 

j l - h І-t-Zţ 1 
]// — z2 /z8 — Zj J 

P=F(<p2;k'); (29) 
<Jalej je: 

k,2 sn(P;k') .cn(P;k') = c2 ( 3 Q , 
dn(0;k') ( / _ Z 2 ) 1 / 2 ^ ( z 3 - z 2 ) * 

9. T R A N S F O R M Á C I A IMAGINÁRNEHO MODULU 
OMEGA-FUNKCIE 

a) Omega-funkcia s parametrom oc1 

Transformováním omega-funkcie parametra oc± do tvaru s reálným mo-
dulom dostaneme: 

^oifo; *i;») = ^oi (̂ ?; «i; *"*) = £wfa*; *í;&) = ^oo(^; *A; &)> 

kde pre argument w platí: 

u) = » ? / r + F = i - | / | - ( z 3 - z 2 ) . L (31) 

Pomocou nekonečných théta-súčinov vyjádříme transformovánu omega-
funkciu velmi rýchlo konvergujúcim radom 

» 2q*h~1. sin — . smh -j^ 
Ow[w;ip1;k) = i. % are tg — - - — , (32) 

*-i l + g^"2 + 2q*h~1. cos ^ - • cosh ? p 

v ktorom parameter q je: 

- * l f (33) 
q = e 

b) Omega-funkcia s parametrom oc2 

Analogicky k (9a) dostaneme: 
7ZIX) TU 

--V(»;;*«;*) = £<»(«>; t'&; /.) = Qa{w; i/3;fc) + i t - ^ ± i — = 

, f , TC(« . , T c f i l . . TCIO , . TC . 
= - l . a r c t g | ^ c o t g ^ . t g h — j + , _ + . - + 

» — 2qf 2 é .siň^-'sinh + i • v L K ti. + i. 2, are tg -— — 
»-i i + q*h _ 29-*. cos -^-. cosh --x 

üľ * K 
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>tg[cotg^.tgh^J = j . a r c c o t g | c o t g ^ - t g h ^ | + I ' ' 2 ^ ' + 

o, — 2g2A. s i n ^ • sinh -^p-
+ t'.Tarctg - . . (34) 

* i i , 41 ^ o; TCO! , TCO 
A = 1 1 + q*h — 2ga*. cos -j^- • cosh -^-

Argument w a parameter g sú definované vzťahmi (31) a (33). 

10. ROVNICA P O L Á R N É H O UFILA 

Ak dosadíme (19); (23); (27); (32) a (34) do vzťahu (22), po úpravě 
vzhFadom na (9); (26) a (30) dostaneme rovnicu polárného uhla: 

<p=A.t + B{t). (35) 

Konstanta úměrnosti v prvom člene (35) je: 

A = J9(z*-zi) r r-(*i+*,)(*;-/») / i , i \ * , 

+ K2KKE' (Pi-^)+E(^k')-E(<p2;k')]; 

druhý člen (35) je transcendentnou funkciou času 

B (/) = W + arc cotg [ c o t g ̂ E'tgh 5| + 

— 2qu~1 . s i n y sinh -^ 
+ 2 are tg —5- + 

A - l 1 + ? 4A-* + 2g2h-l . CC S ^ - • C Sh 5 p 

oo —2<fh. sin ------ • sinh ~^-
+ V are tg 25— . 

A = s l 1 + ^ — 2g2* . cos -fř- • cosh -^-

11. P R I E B E H P O H Y B U 

Hmotný bod viazaný na hladkú gulovú plochu v homogénnom silovom 
poli koná sférický pohyb. Jeho okamžitú polohu určuje rovnica aplikáty 
(15) a rovnica polárného uhla (35); v kartézských súradniciach vzťahy (2) 
v spojení s (1). Hodnoty aplikáty oscilujú v intervale z2 ^ z š. zx s periodou, 
ktorú udává relácia (16). O krajných hodnotách aplikáty platia vzťahy (7) 
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a (11). Ak tieto hodnoty poznáme, priebeh pohybu je určený. V periodě 
oscilácií je: 

t 0 
T 
4 

т 
2 

З T 
4 

T 

z Z\ ч ч z Z\ ч - Vta - z\){z% - ч) ч ~ s - V ( - s — - ì X * , — zt) ч 

Třetí kořeň kubickej rovnice, utvořenéj anulováním právej strany (5), 
udává výraz (10). Modul eliptickej funkcie v rovnici (15) definuje relá-
cia (14). 

Polárný uhol závisí od času podlá rovnice (35). 
Výrazy w (ř); B (t) a hodnoty polárného uhla počas periody oscilácií 

aplikáty sú: 

i w(t) B(t) <p(t) 

0 0 0 0 

т 
2 

к ҡ үA.T + ҡ 

T 2K 2я A . T + 2тc 

Polárný uhol sa v obidvoch poloviciach periody zváčší o rovnaké časti 

Aiq) = A^(p = — A .T + n. 

Pretože sa hodnota A v rovnici (35) nerovná nule, dráha nie je uzavretou 
křivkou. Hmotný bod sa pohybuje na gulovej ploché po neuzavretej krivke 
medzi dvoma rovnoběžnými kružnicami, ktorých roviny sú kolmé na os z 
a ležia v polohách z = zx\ z = z2. 

Prvý člen rovnice (35) je lineárnou funkciou času. Koeficient úměr
nosti A závisí od počiatočných podmienok pohybu. Vyskytujú sa v ňom 
veličiny: absolutna hodnota intenzity (g) silového póla, dlžka / poloměru 
gulovej plochy, hodnoty koreňov kubickej rovnice vztahu (5), úplný elip
tický integrál (K) prvého typu, úplný komplementárny eliptický inte
grál (K') prvého typu, úplný komplementárny eliptický integrál (Ef) dru
hého typu, eliptické integrály (/3X); (fi) prvého typu (25); (29) a eliptické 
integrály (E [??-_; k']); (E[(p2;k']) argumentov (<px); (<p2), určených relá-
ciami (24) a (28). Všetky veličiny, ktoré sa vyskytujú v konstantě Ar 

sú definované dížkou poloměru gul'ovej vazby, absolutnou hodnotou inten
zity silového poFa a krajnými hodnotami aplikáty pohybu: A (/; g; zx\ z2). 
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Druhý člen rovnice (35) je súčtom lineárnej funkcie a transcendentných 
funkcií času. Výraz w (t) je daný vzťahom (31) a parameter q je určený 
reláciou (33). Ostatně veličiny, ktoré sa v tomto člene vyskytujú, sú defi
nované rovnakým spósobom ako v prvom člene, takže platí: 

lB (i\g;zi,z2,t)-
Ak hodnoty: /; g; zx; z2; t poznáme, polárný uhol móžeme na základe 

rovnice (35) lahko vyčíslit. 
Okamžitú absolutnu hodnotu rychlosti hmotného bodu v směre Osi z 

pri danej hodnotě aplikáty určuje výraz (6). V krajných polohách je táto 
rýchlosť nulová. Ked zasahujú oscilácie aplikáty do kladnej časti oši z, 
takže je z1 ^> 0, hmotný bod prechádza cez rovník (z = 0) gulovej vazby 
rýchlosťou 

[z] =-r-Í~2gz1z2z3. 
z-=0 í 

Zo vzťahu (17) vzhladom na (9) vychádza uhlová rýchlosť hmotného 
bodu v (horizontálněj) rovině kolmej na os z pri danej hodnotě aplikáty 
v tvare: 

• j - ty(zl + h)(Zl + Zs)(Z2 + H) ' /oftN 

Ak je z x > 0, táto rýchlosť je rovnako velká v polohách súmerne zdra
žených podlá roviny rovníka gulovej vazby, v ktorých je z ==- ± V ; z' .£ -%. 

V krajných polohách je uhlová rychlost 

m = fгg{z2 + z3) 

*=-•, У— (z, + Z2)(ZX + Z3) 

'[9] = • 
f2g(z1 + z3) 

*-* 1—(Z1 +Z2)(Z2 + ZS) 
Pri zx > 0 je uhlová rýchlosť v rovníkovej polohe (z = 0) 

r-i 1- 2g(zl + z2)(zi + z*)(z2 + zs) • 
L̂ J = 7 2 • 

Medzi odvodenými hodnotami platí nerovnost 

[ý] < M < [*] • 
2 = 0 Z-=B2l Z=-Zt 

Polárný uhol sa najrýchlejšie mění pri najmenšej hodnotě aplikáty; 
v rovníkovej polohe; hmotného bodu je táto změna najmenšia; v polohách 
súmerne združených podlá roviny rovníka uhlové rychlosti sú rovnaké; 
Ked je maximum aplikáty hodnota záporná, uhlová rýchlosť je najmenšia 
v polohe najváčšej aplikáty. { 

Z prvej rovnice (8) vzhladom na substitúciu zavedenu do vzťahu (5) 
móžeme na základe (3) určiť energiu sférického kyvadla. 
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12. Z V L Á Š T N Ě P Ř Í P A D Y P O H Y B U 

a) Matematické kyvadlo 

Ak je polárný uhol konštantný, podl'a (4) sú kořene kubickej rovnice 
právej strany (5) 

î m » » 
Zl — — z 0 i z2 — * ! Z3 — l ' 

Hmotný bod sa pohybuje po oblúku hlavnej kružnice guFovej vazby 
na (zvislej) rovině obsahujúcej os z a představuje matematické kyvadlo. 

Dosadením uvedených hodnot koreňov do (15) dostaneme rovnicu apli-
káty matematického kyvadla v tvare: 

z= l — (/ — z0) . nd2 Щ-ІĄ 
Modul dosadením do (14) vychádza v hodnotě 

Í2l 
Perioda kyvu podl'a (16) je: 

ÍT 
T = 2K 

ig ' 
Matematické kyvadlo je špeciálnym prípadom sférického kyvadla. 

b) Kónické kyvadlo 

Ked sa hodnota aplikáty nemění, eliptická funkcia v rovnici (15) musí 
byť konštantná. Jej modul sa potom rovná nule. Vzhradom na (14) 
preto je: 

Zl = = = Z2 • 

V tomto případe oscilácie aplikáty nevzniknu; hmotný bod obieha okolo 
osi z po kružnici v (horizontálnej) rovině kolmej na aplikátu. 

PodFa (17) je pri stálej hodnotě aplikáty uhlová rýchlosť pohybu kon
štantná a na základe (36) vzhFadom na (9) je daná výrazom: 

Í9 <p — — 1 » — 

Pre reálny pohyb musí byť stála hodnota aplikáty záporná; hmotný 
bod musí byť v polohe pod rovníkovou rovinou (z = 0) guFovej vazby. 
Jeho pohyb v tomto případe představuje kónické kyvadlo. Rovnica polár
ného uhla je: 

y — z1 



perioda pohybu je: 

Г = 2 л -
Уд ' 

Котскё куVа(11о ]е 2^1а81пут рНрайот зГёпскёЬо куVа(I1а. 

Бо$1о 18. IV. 1953. 
Ка1ейга 1упку 

Рейадодгске] ]аки11у 81о\)епвке\ ипыеггИу 
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ЯВНОЕ РЕШЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ СФЕРИЧЕСКОГО МАЯТНИКА 
С ПРИМЕНЕНИЕМ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ 

И. ХРАПАН, БРАТИСЛАВА 

Выводы 

В работе выведены явные функции времени для аппликаты и полярного рассто
яния при движении сферического маятника, численным образом, с применением 
таблиц, легко вычисляемые для любого момента времени. Решение дифферен
циального уравнения аппликаты выражено эллиптической функцией времени 
и дан период колебаний аппликаты. С помощью частей периода определяются 
значения аппликаты в моментах после четвертых частей периода. Для краевых 
значений аппликаты выведены характерические неравенства. 

Дифференциальное уравнение полярного расстояния решено с применением 
трансцендентных функций Якоби второго и третьего рода. Даны значения по
лярных расстояний в моментах после отдельных половин периода колебаний ап
пликаты. 

Все результаты формулированы в видах, удобных для прямого числовоно вы
числения. Наконец рассматриваются математический и конусный маятники, как 
специальные случаи сферического маятника. 
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