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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
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SLO 2

UBER DAS SCHNELLSTE SUCHEN EINES PUNKTES
AUF EINER LINIE

PAVOL BRUNOVSKY, Bratislava

Das Problent, das hier untersucht wird, hat seinen Ursprung im Orientier-
ungslauf, und zwar in folgender Aufeabe:

12 seien cin Punkt auf einer im Geldnde leicht und genau identifizierbarer
Linic p (zB. auf cinem Bach. Weg usw.) und cin auf der Linie nicht liegender
Ausgangspunkt ¢). von dem der Punkt /2 zu finden ist, gegeben.

Nehmen wir an, dass wir imstande sind, vom Punkt € in beliebiger be-
stimmter vorher gewdhlter Richtung fortzuschreiten, aber mit einer gewissen
Ungenauigkeit.  deren Wahrscheinlichkeitsverteilung  bekannt ist.  Setzen
wir ferner voraus, dass wir der Linie p genau folgen, die Kntfernung genau
messen und die Richtung des Portschreitens entlang der Linie p augenblicklich
andern kénnen. Dann kann man den Punkt P folgenderiassen suchen:

Man withlt. von ) ausgehend, cine gewisse Richtung ¢. entlang welcher
man (ungenau) fortschreitet, bis man die Linie p in einem gewissen Punkt R
crreicht. Weiter geht man von R entlang der Linie p wechselweise nach rechts
und nach links wachsende Strecken, bis man L erreicht.

Nun taucht das Problem der Wahl einer Richtung ¢ und einer Strategie
des Suchens des Punktes 2 der Linie p entlang auf, womit man /2 in durch-
schnittlich kinrzester Zeit erreicht.

In diesem Artikel wird ein Problem untersucht, das dem Ifall ciner fest-
cewdhlten Richtung ¢ entspricht. In diesem Fall kann man voraussetzen,
dass man sich an der Linie p befindet, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Ortes bekannt ist.

lix sei also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung #F(x), x € (— £, %) an ciner
Geraden gegeben, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir uns im
Intervall (-~ s, @) betinden. Unsere Aufeabe sei es, den Nullpunkt der Koordi-
naten 2 in Kiirzester Zeit zu errveichen.

Der Prozess des Suchens des Punktes 12 sicht folgendermassen aus:

Vom Ausgangspunkt mit der Koordinate a gehen wir eine Strecke a; = 0
nach rechts.



Wenn wir den punkt £ nicht finden. komimen wir in den Ausgangspunist
zuriick und gehen cine Strecke gy - 0 nach links. Wenn wir den Punkt /?
wicder nicht finden. kcehren wir in den Ausgangspunkt zuriick und gehen
cine Strecke wo = 0 wieder nach rechts. In soleher weise setzen wir unser
Suchen fort, bis wir den Punke £ finden. Die Strategic (X. Y) des Suchens
ist alko durch zwei nicht Fallende Folgen X = o}, . Y = 1,1,
(u .y sind nicht negative Zahlen oder o) gegeben, wo @, (y,) die Strecke ist.
die wir vom Ausgangspunkt der Linie p entlang nach rvechts (links) gchen.
wenn sich der Punkt £ nicht im Interwall <o — o, @ 4wy (a0 o0 1.
x 1 ay>) befindet. Die Geschwindigkeit unseves Fortschreitens sei 1.

Bemerkungen 10 Ks ist klar, dass wir das Suchen nicht nach recits
anfangen missen. Im Fall, dass wir das Suchen nach links anfangen, setzen
wir & == 0,

2. Offensichtlich ist ex im Fall, wenn die Ungleichungen
(1) 0 < Fla)y < |

fir jedes x gelten, nur so moglich den Punkt P in jedem IFalle in endlicher Zeit
zu finden, wenn wir unendlichmal nach der endlichen Entfernung umkehren,
d. h. alle a,, v, endlich sind. Wenn aber eine von den Ungleichungen (1)
(zB. die erste) fur irgendein 7 nicht erfiillt ist, kann man den Punkt /7 <o

o
suchen, dass man nach der Umkehrung in dem Punkt » 4 a2y =0 - &
nur noch nach links geht. Im solchen Fall setzen wir @), = o firn >N -1

und vy, —= oo fur »n > N.

Fiir eine gewisse Strategie (X, V) konnen wir den Mittelwert «(X. })
der Zeit, die zum Finden des Punktes P notwendig ist, berechnen. Bezeichnen
wir durch T(v, X, Y) die Zeit, die bei der gewahlten Strategie (X, 1) not-
wendig ist, um voim Punkte @ in den Punkt P zu kommen. Bs gilt

H

b 2> (o) fir e <0 . )
. o
T, X. ¥y — ,,
w2 (g ) e e (s en) >
N ¢ 0

(wir setzen fiir weiteres xg = yo = 0) und
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— ’ e dF@) 20 [(ag - ]/,,) (F(v—l ;) F(-—xi41)) +

P
I\ IH

oo
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(0 4 VP (—wn) + (vur -+ Yu) (L= F(yn))].

Offensichtlich kann (X, V) auch unendlich sein.

Dic Menge der Mittelwerte, die simtlichen Strategien entsprechen, hat
cin Infimum %, das endlich oder unendlich sein kann. Ist das Infimum *
endlich. und existiert eine Strategic (X*, Y*) fir die 7(X*, V*) = r* gilt.
so bezeichnen wir sie als optimal.

Satz. Die Funktion F(x) sei stetig und geniige den Bedingungen
| Fy) — ()]

(2) lim sup |——— < o,
oy 0 ] xr ,j‘ !/
(3) F(w) =o2m. 1—F@)=o(x?®), p>0 far x> 0.

Deann ist v endlich und es cxistiert eine oplimale Strategie (X*, Y*).
Beweis. Wir heweisen zuerst, dass es eine Strategie gibt, fiir die = endlich ist.
Setzen wir v, = y, = n. Dann ist

I\/g

(N, Y) = ‘ el dF@e) + 2> [20F(--2) + 20 + 1D (1 — F(n))].

oo

ne 0
Nach (3) gilt

) 0

. . oS . 0

‘ la) dF{x) = — ' xdF(x) + ( rdF(x) = — [CI* f dF(E)]_ m‘}“

0 oo 0 - a0

(‘) .:; o ‘:
e [ ame— [ [ ] fmf(w olfori -2 ) da +
-+ [(}(lx! 21y da
0
und

N 2P 4 @n o D) (0 B =S (40 Dol ) < oo
n o0 n==0

woraus folgt. dass 7(.X, Y) endlich ist.
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Hicraus folgt. dass r% endlich ist. Es existiert <o eine Folge (XNt Yooy
von Strategion, dass

lim (X Yy o g

vilt.

Wenn F(0) — 0 oder F(0) - 1 ist. dann ist die optimale Strategie offen-
sichtlich oy = 0,2y, Lo 20300 0 =00 L2 obawowy, vy, 7
M 1,2, 3, .... Darum werden wir im Weiteren voraussetzen. dass
(4) 0 = FO) -
vilt.

Wenn wir von den Folgen Ly, d, iy} die Elemente ay . gy auslassen. bekom-

. ’ r ’ ’ . .
men wir neue Folgen {a, b, g, b wo oy, ==, 4, o duiie o203 st

die eine neue Stratevie (X7, V') definieren. Ahnlich erhalten wir darch Aus-

lassen der Klemente wp, w2 eine neue Strategie (N0 Y7) mit o7 =ap. o

1

g =230 syt =, e = 120 0000 Wi beweisen. dass ex so eine
Konstante 2 > 0 gibt, wobei - wenn wenigstens eine von den Zahlen a- . s
kleiner als 2 ist -~ wenigstens eine von den Ungleichungen
(5) (X)) ANy H(NTUY) (N, )
ailt.

Zum Beweis nehmen wir an. dass keine von den Ungleiehuizen (5) erfillt ist,
d. h. es gilt

(6) O\ I IS < LU 20 DR T W I ERSRE 10 WU I
los ist

(7) T(“\'- )') T(‘\”v )’) 2_\_ I("'ll ,’//I)I"‘( W) e ) U I W)

n o

-2 Z (P //1/)/"( ) 2 : (@&n1 ya)ll /’v('l///); 20( 1 o)

no 2 noz2

2000 -+ O F 0o ) A 2 o) (0 Fp)) o 20 F0))
S2ea(l o FO)) 2y 4 ) (L FGn) b O] () ) —
F(oy).

Aus (6) und (7) ereibt sich fie centigend kleine .y

! Fn) - F(0) Ry RO

e 2UE () —— FO)Y) 4 (o) [ Fon) L FC -an)] X1
woraus nach (2) folgt, dass o' fir geniigend kleine . 1 besehrinkt izt.
Daraus ergibt sich die Existenz eines solchen g > 0 dass fiir geniigend kleine oy
aus 4 << 0r, g <7 o und (6) o e folgt. Wenn aber yp o0 a2 o st
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dann ergibt sich aus (6) und (7) @2 0w [F(y) — FO) = |1 -— F(p) !

F g (= -y 22 nF(—01). Da F stetig ist und (4) gilt, kann o
<o klein gewihlt werden, dass F(— 81) > 0ist. Setzen wir »; =min fer, WF(—o0) 1.
Dann ist ¢ positiv und es gilt xs 2= 5. «obald o < 0y ist und die Ungleich-
ungen (6) erfiillt sind.

Ahnlich bekommen wir
&) XL ) (X7, )w) :-): }_ [(ap !/”)I’v( -'I'rl) A= (- ya)(l F(,’/H))'

n -0

(e )0 ) 2 (Cn v ) en) - a(1 — F(0))

Hel

N ) (L= Flm)) = 2 - ) F(—er) 5 (e 4 ) F (=)

N
w2

(e ) (U FQn)) — (on = ) F(-an)
(2 ) I U = Fln) = Fl—r2)| ¢ (n o= yz) (F(—e) - F(—e2)).
Aus (6) und (8) ergibt sich
() AP () FOoae)) =
e ) S FC ) (R ) o F(—x2)) e o) [
F—r) + FO-aw)l,
WOrR s
l F(ar) - (=) Flyn) - FO )
2 | (o oy [V - Pl 4 B aw)) | (wo 2y b Fle) P~

folot.

(T

Aus (2) und (10) erhaiten wir, dass <o cine positive Zahl e existiert,
aass fir ein genticend kleines 9y aus . Moo <7 00wl () wa e folet,

Wenn aber g -2 0a0 a2 00 dst, dann folet aus (9)

e p '//-_)(I’Y( .l']) /"( ,('2)) oz
e U Fg) == FCa)l =00 [ Fdw)].

Da (1) gilt und 7 stetig ist, konnen wir 92 > 0 so klein wihlen, dass 1

Fiooy 0 st Wenn wir jetzat s min {ea, da(1 F(0:))) withlen, dauon
ist s positiv und fie gy <2 os folgt aus (8) yo = i

Netzen wir 2 = min {01, 0e, x1, 2l Wenn e << 4 wire, dann wire auch
2 e 20 0. Wenn aber (6) erfullt sein soll, dann folet daraus

P /. was der Voraussetzung widerspricht. Darum muss we 2> 4 sein.
Analogisch beweist man o 2> 4.

Wenn jetzt (X, }) eine Strategic ist, worin wenigstens cine von den Zahlen
eoy Kleiner als 2 ist, konnen wir durch das Auslassen eines von den Paaren
Loy ves 1 eine neue Strategie (X )~') bilden, wobel = nicht grosser wird.
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Ist cine von den Zahlen o, 7o wicder kleiner als 4, so konnen wir wieder durch
Auslassen eines geeignetes Paares eine Strategie bilden, wobei » nicht grosser
wird. Dieses Verfahren kéonnen wirv, wenn notwendig, weiter fortsetzen. Daaber
nur endlich viele von den Zahlen g, gy, kleiner als 72 sind. bekommen wir
nach endlich vielen Schritten eine Strategie (XX
und (X, V) - (X, }) gilt.

Durch Umbilden der Strategien (X%, Y®) in der oben heschriechenen
weise erhalten wir eine folge von Strategien

oY) e die s A e o)

(Xt Yy
tin die
wi ey G (N ) ey N Yy
und folelich auch

lim (N Yoy - =

wilt.
Wir konnen also fiir Weiteres annchmen. dass schon die urspriingliche
Folge (X, Y®) so gewdhlt ist, dass o0 =70 8" 20 b0 12000 il
Es seien jetzt Ly < Lo zwei Zahlen. Wir bezeichnen durch ¢, -0 (X))

die Zahl derjenigen Elemente a0y, der Folaen Lyt gyt die im Intorvall
Ly. L) liegen. Es gilt
1 . = :

TN, )v(/;)) _))1 \;\‘[4‘( .I.(‘/I')) . .:, ] I}(!/(//C'))}

N
20, (NWLY W) 2 i (R(L) T F(La)

woraus folgt. dass wenn 02 F(Ly)  Fils) - 1 gilt. dann st die Folee
ooy, (L@ Y @) e beschrinkt.

Wihlen wir jetzt eine solche Folge 1AM von naturellen Zahlen. dass
die IFolgen {.('(l/*'n")}, :'1/‘1/";'»”, endliche oder unendliche Limiten haben. die wir
durch

¥y bezeichnen. Weiter withlen wir aus der Folge 4! eine solche

Folge (A7), dass die Folgen {eth) ). (0D die Limiten o haben. Wenn

o P

wir in solcher Weise fortschreiten werden. erhalten wir eine solche Folae
1

von Folgen (1A 0 0 wo (k) ans (&) ') gewdhlt ist und die Folgen

7y o m) ) oo : . Lo % s .
kg oy e endliche oder unendliche Limiten @), 47 haben. Offen-

sichtlich sind X% ¥y /%) nicht fallende Folgen und folglich ist
(X*, Y* cine Strategie. Wir zeigen, dass 7(X#, 1) * oilt und daher die
Strategie (X%, Y*) optimal ist.

Sezeichnen wir der Tinfachheit wegen von neuem (60 pthd) oy,
Offensichtlich gilt (XN, Y0y o % und 20 > 2% 5 =% fir beliebiges n.
Bezeichnen wir durch Ay, Ky solche Zahlen. dass F(a) = 0 fiir @ N Fe) =0
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Fiir o > Ky, Fe) << 1 far o << Ky und /() == L fir o 2= Ky ogiit. (K, A
Konnen auch —— =0, l)/A\. + smn). lssei KNy < Ly« La< Ny, und Ly /- :,’,'
Lo 7y fiir beliebiges n. Wie bewiesen wurde, ist die Folge ¢, Ly (XY m)
heschrankt und daher existieren solche Zahlen ny, n2, dass :(7’,", < — 1 = z,; o
and g Ly < yh o gile. Fiir geniigend grosse v wird dann auch Xy
Ly <2 pund g < Ly < ) gelten.
Bezeichnen wir jetzt kurzerhand
{() =T, XO_ Yoy iy
) == T, NF0 )
Offensichtlich st
1) H—vpiq) fur e < . 1),
o) =t yua) fr e Wa, Yoo .

m

Die Funktionen T(r, X, Y®) sind offensichtlich fallend i 0 und
wachsend fiw .+ > 0. Daher gilt

t(X0, YO) =t (L) F (L) + (L) [T — F(Ly)]| -

iy

s

2D G Y U) X ) (= B
no 0 w0
woraus folgt, dass die Folgen {a),} fiir » <lmax {ny. ne = 1} und 7]
fiie 7 max {n;. n2} beschriankt sind und daher gegen endliche Limiten
konvergicren. Es gilt
L, L
(1) (T N0 YO) P, XEY*) AR () = | (1)~ o)) AP
Ly I
iyl
N ) (Fleat) — F) 4 f(La) (F(—a)  F(L))
no0
Iy |
FO L) (FWY ) B b L) (F(Le) ()
w0
-1 . .
SRy )V (F ) - ey ) o ) (B ) - F (L)
w0
I . .
NG ) (E G ) FUn)) - ) (F(La) — F(y)))
w0
1yl

N ) R ) ) ) = Rl )

w0 "
da—1
(L) ) (Y = B D ()
w0
Py D) (R — F)) A ((e) — 5(La) ) (F(La) -~ FOp))
b2t ) PG R ) Bl ) P )
n- 0

103



PECLY) (RO aly ROy o N e R - Fu)

‘N
1

F? ) = Fl )b Pl (o) — FOs)).

Da aber. wie oben hewiesen wurde, %, g% fiie i - v endlich sind. gilt
i
Y % i . . Kt ') , .:;: ' EX .
() ) 2N ) ] e
T
fir n - nyp. woraus sich
[T
o " ) : () .
:“‘( "(»/, ])' ! ( >'IN )))(l(( "'E’/‘) ’ [(( "\n l)) -0
7
creibt. Weiter folet von der Stetighkeit der Fanktion £
Al {1 Al ‘:Z: .
/( 'liz) [( "/:)"’“
fiar « - 2y woraus
(-1
Tk RS Al () Al R FAl ) Al B
\dl (= et F—a)) - FO-2 ) = Fe-a7 ) ~0
" ')

folgt. Ahnlich beweist man leicht. dass auch die bleibenden Glicder in der
Formel (11) gegen Nuil konvergieren. Daraus ergibt sich

e

lim ' T, X, YOoydF ey | Tles XF )y dF ).

L, I,

Withlen wir jetzt zwei =olche Folgen L), (Lo} dass Ly - Nyo Lep— Ko

und Ly o g, dop gy firon I, 2, o0 gilt. Dann gilt

Lok Lok

lim [ 7, XOUYE) AR [ 7, X500 dF )

I L

woraus
K.
ok lim ‘ Tl X, Yoy dige) = T ' Tro X Yoy dF ()
| K,

K,

| T, X5 V%) dF (@) = 7(NF, 1)

N
folut. Damit ist der Satz bewiesen.

Eingegangen an 1009, 1964,
CSAVL Csture b ('/'.u[('/.'l‘/' feubervctily

Slovenske] akadémie vied . Biatis!-oe
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