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M A T K M A T i e i C O - K V Z r i v A L N V Č A S O P I S SAV. 1(>. li. !.»(;(> 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
МАТРИЦЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

МАРИЯ Г.АРНОНСКА (МАША ВА1ШОУ8КА), Братислава 

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

П данное работе находится с п е к т р а л ь н а я м а т р и ц а дифференциального 

оператора четвертого порядка ^ на полуоси (О, ос). Определение п н м о 

т р а л ы ю п матрицы дифференциального о п е р а т о р а м о ж н о н а й т и , н а п р и м е р , 

в ш и и т [ 1 | (стр. 287). Оператор 1^ определен дифференциальным выра­

жением 

( ! ) !(.г) -- .<:"' I </(().»• 

и краевыми условиями 

(2) .г(0) кш х\ г х'"(0) оо8 ул = О, 

.о'(0) кш а-2 1 ./'"(О) оо« ос? -~—- О, 

((/(/) > 0 . \{](1)Л1 < У:). 

Очевидно, здесь идет речь о оператор, где 0 — р е г у л я р н ы й , а оо — син­

г у л я р н ы й конец интервала (0, со). Оператор ^ я в л я е т о я расширением 

дифференциального оператора 1 0 , определенного дифференциальным вы­

ражением (1) и нулевыми краевыми у с л о в и я м и . Областью определения />/, 

оператора 1. я в л я е т с я множество таких ф у н к ц и й х({) из 1^> (О, ос), которые 

имеют вторую производную в 1^ (0, ос) и удовлетворяют условиям (2). 

По теореме 3 ( |2 | , § 2 3 , стр. 2(52) индекс дефекта оператора У̂ о ость (2. 2). 

Коли ооозначпм через и\(1, Я) и и%(\I, Я) какие-нибудь линейно незави­

симые решения у р а в н е н и я 1(х) =- кх, я в л я ю щ и е с я целыми аналитическими 

ф у н к ц и я м и параметра Я и удовлетворяющие условиям (2), то в силу 

теоремы 2' ( [2 | , § 2 1 , стр. 213) существует с п е к т р а л ь н а я матрица а(к) 

(7/;;!, /, ;/ --- 1,2 т а к а я , что формулы 
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< , ; ( / ) \f(f)iij(t. }.)Лt. j l . _ > : 

/(<) V <n().)н,(t. ?.)йч,,,().) 

устанавливают изометрическое изображение А_ (О, х ) на 14 и наоборот, 

а при зтом оператор ^ переходит в оператор .!,-. Н силу следствия теоре­

мы и ( |2 | ) , § 2 1 , в конце страницы 217) зга спектральная матрица а опре­

делена однозначно (с точностью до аддитивно!! постоянной). 

Теперь рассмотрим краевую задачу, данную дифференциальным урав­

нением 

( 3 ) /(.о) •-/.»•. 

краевыми условиями (2) и условиями 

(4) х(1) 8111 [п + *'"(1) СОЙ ^ ----- П. 

Х'(1) КН1 /_>2 — .*'"(0 008 /X ^ О 

на интервале (0, /). 

Мри определенных /м , /х можно граничным переходом (в общем случае 

посредством подходяще выбранной последовательпоотп /,•. // > х ) выво-тп 

спектральную матрицу о ----- ;!.о//'! , /, / — V 2 такую, чго имеет место 

равенство 11ар< аваля 

(**>) if(t)W V Wj(A)W(A)d<jji:(/.) . 

гдe 

(0) 

( ' 

fjO.) - j H,(t. }.)f(t)<lt. j ! . i': 

/'(') -- I VWa)Ht(J,;.)(l«/t(/.). 
././• 1 

! ! з (о) вытекает, чго формулы (6) и (7) уетанавлнва 'от изометрическое 

изображение пространства Ь* (О, со) на ./_•;; и наоборот, п легко показать , 

что оператор А переходит в оператор /V • Ввиду однозначности спектраль­

ной матрицы отсюда следует, что _.»(/) -- а(1) 4- оопкг.. Л ато означает. 

что с п е к т р а л ь н а я матрица, выведена описанным граничным переходом, 

в нашем случае по зависит ни от краевых условий (4), ни от выбора под­

последовательности при переходе к сходяшцейоя последовательности. 

Поставленная задача решается методом, изложенным в работе [.*;]. 
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Сначала находятся частные .линейно независимые решения у р а в н е н и я (3»), 

а т а к ж е собственные з н а ч е н и я и собственные ф у н к ц и и г р а н и ч н о й задачи 

(3) (2) — (4). Затем н а х о д я т с я асимптотические формулы д л я элементов 

спектральной матрицы данной к р а е в о й задачи в случае конечного интер­

вала (0, /). Из них путем предельного перехода при условии, что I --> -ю , 

находятся ас пмптотические формулы выше упомянутого р а с ш и р е н и я /, 

дифференциального оператора />о па полуоси (0, со). 

$ 2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ 
И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИИ 

Рассмотрим краевую задачу (3) •-— (2) (4) н а к о н е ч н о м интервале (0, /). 

Предполагаем, что ^(^) действительная суммируемая ф у н к ц и я на (0, оо) 

и, кроме того, ([(I) > 0 . зск,г>к произвольные действительные числа, 

/. большой параметр. 

Положим ст.о- х\ — •— к\, с!о- а 2 - — к-у, сЬ$* /̂ 1 -- //] , сЬц рЧ -— //г- Тогда 

граничные условия (2) - (4) перепишутся в в и д е : 

(К) ..г(0) 1г\х'"(0) ---- О. 

х'(0) к-ух"(0) ----О. 

х(1) г Нхх'"(1) = 0 , 

х'(1) Ч- Н2х"(1) .= {). 

Ввиду известных п р и з н а к о в [4], [ 5 | , д а н н а я г})аничная задача еамо-

о о п р я ж е п п а я и п о л о ж и т е л ь н о определенная (в п р е д п о л о ж е н и и , что Ъ\ < 0, 

II\ 0, /л_ > 0, II2 > 0). Известно, что т а к а я задача имеет действительные 

собственные з н а ч е н и я . Л е г к о д о к а з а т ь , что зти собственные з н а ч е н и я 

положительны. Поатому ограничимся рассмотрением собственных зна­

чении на интервале (0, ос). Д л я зтой задачи существует п о л н а я ортонор-

мпропанпая система собственных ф у н к ц и й , соответствующих упомянутым 

собственным значениям (см. [1], стр. 28(>). 

Прежде чем перейти к установлению асимптотических формул для 

собственных значений и собственных ф у н к ц и й , найдем линейно незави­

симые решения данного у р а в н е н и я . При атом по существу используем 

метод И. М. Р а п о п о р т а [ 0 | , который состоит в замене дифференциального 

у р а в н е н и я (3) эквивалентной ему системой дифференциальных уравнений 

первого порядка, которую приводим к /^-диагональному виду. 

Пводя в рассмотрение параметр 

(9) .V = | Д , / > О 

п полагая 



:к») Г'i , . г --- «S'Łľ : 

дифференциальное уравнение (3) заменим следующей аквпвалентнои 

системой дифференциальных уравнении первого п о р я д к а : 

( П ) .1T ^ M'2, 

.r3 ,s.('4 , 

ч(t) 

r S : 3 
4- .n . ř 4- u. 

Матрицу коэффициентов полученной системы можно переписать в виде 

суммы таких м а т р и ц : 

(1L)) AoíO 

U O U 0 , 
п U U 0 í 
U U U U : 

7(0 
л'3 

u u u 

u 1 u u 
u u I u 
u o o 1 
L o o o 

Покажем, что подстановка 

(13) X - Т У . 

где Х п У векторы четырехмерного пространства, а Т - матрица вида 

(14) 

Í I 1 L 1 

1 1 i i 

1 L - 1 - l 

• 1 - -1 - - i i 

приводит систему (11) к виду 

(},у/ 4 
' - с>,(г\ Л')/// 4" 1 Си((щ А)//;, (/ --• 1. 2, 3. 4) 

(1/ ; 1 

причем с4(/-4) ф у н к ц и и , суммируемые к интернале (!\>7 х ) . 

\\ силу подстановки (13). уравнении (11) перогшшх ген т а к : 

(15) TУ ATУ A„TУ. 

Операторы ---- и Т перестановочные, по.)том\т 

(1* 

1 0 S 



( I ( i ) 
<! dУ 

TУ T = (AT + A0T)У. 
dt át 

гкуда и силу обратимости матрицы Т 

<1 У 
( ! < ) T - ' A T + T -iA„T)Y. 

Т а к и м образом, с>/(/,*) я в л я ю т с я элементами матрицы Т ] А Т , а с,'э(1,х) 

•.). юментами матрицы Т " ] А ( ) Т . Чтобы матрица Т _ 1 А Т была д и а г о н а л ь н о й , 

то элементами /-ого столбца матрицы Т должны быть составляющие 

вектора, соответствующего собственному числу с;;(0*) матрицы А(1). 

1Ь (12) найдем, что 

(1S) (i}\(í, -S) — X , fO>(t,*) ~- X , 

r,j{L -s) --

c-u(t, *) = 

1 

4*з 
7(0-

4*з 
'7(0. 

4*з 
7(0, 

4*з 
7(/). j V 2, 3, 4. 

Поло,ким и у р а в н е н и я х (17) 

(20) т = $\1,н)ё'^*\ I,] =-- 1 , 2 , 3 , 4 . 

Тогда относительно .»/••" получим такую систему с и н г у л я р н ы х интеграль­

ных у р а в н е н и и : 

( 2 1 ) 

t 4 

>lS'\t-») --1 + \2,C}k(T,«),ti\T.H)AT, 

o /• 1 
l \ 

///v.-v) •= [«(""••""><' " V c . i M g v . ' ) ' ! ' 
o /• i 

upír Re(c>,- OJ) O, i / / ; 

>iï% «) = < t
(mt~wj)(t т) \ * ^(^Ф/У , ^ ' 

нpи Ke(ř»)ř — c>y) > O, i — 1, 2, 3, 4. 
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Р е ш и в систему интегральных уравнений (21) методом последовательных 

п р и б л и ж е н и й , п р и н я в за нулевые п р и б л и ж е н и я 

>#»<>< «) 
I 1 flJIH ř j . 
| 0 WIH i r/. j , ?. j V 2. :L 4. 

согласно (20), (\А) и (10) найдем асимптотические формулы д л я л и н е й н о 

независимых решений у р а в н е н и я (М) и их первых трех производных 

в следующем виде: 

(22) .rOҶ7.*) 
4*3 

q(т)dт + 
4*з 

e^'^</(r}:U 

-s(í-r) sin s(t — r) q(т)dт + O 

xa>(t, s) ----- * 
4*3 

Г/(r)dт 
4*3 I 

f eГ*(Ł'z)v.oss(t— т)q(т)dт + O 
2*з 

.f<D(l, *) - * ^ 
4*з 

q(т)di 
l 

4*з 
„--W> 

1 

•>*з 
Є-*(f~т) йin s(t— т)q(т)dт -- O 

£<->(.*, s) - * a 

4*з 
? ( r ) d т -

4*з 

f>Г*V-т)C08s(t—т)q(т)dт + O 

.T<^)(t, *) 1 + 
4*3 

g(r)d 
l 

4*з 

2*з 
e*< ř-T )sin$(ř— r)r/(r)dr 

e«r : 

'q(т)ih 

/(т)<l 

T / ( Г ) ( І 7 
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;«•<••!) (t.*) =«\ 

2<ч3 

.ŕ<2ҶL *) ------ -,s-

4 s 3 
7(^M 

4,s3 
Г я | í " т , ŕ / ( т ) d т + 

^ ' - ^ O O S Л ^ — т) ŕ/(т)dт + O 

4 Ã 3 
Г/(т)d7 

4 s 3 

^ T ) Г / ( т ) d 7 

e*(t •т )siiiA-(ř — т ) r / ( т ) d т + O 

.r<2>(l, Ã) =-- s* 
4A*3 

g(т)d7 
4 s 3 

eґ*(t"r)q(т)dт -

1 

2,9 3 
eч(/r,cюs<s(t- - т ) r / ( т ) d т + O 

.r ( 3>(/. <s) — 
4бł3 

ÿ ( r ) d т 
4s 3 

- 2 i- s ( '- г )f/(т)dт 

1 1 
e s ' ( l 0 ( / T )ry(r)dT + 

4 A 3 4 A 3 

ř - s < 1 + i ) ( ť - т ) ŕ / ( т ) d т - - O 

. ŕ ( 3 ҶL . s) _ б -
1 1 

i + q(т)dт 4-
4s 3 4s3 

-2iя(ť-т) q(т)di 

1 

4<s3 
^ - i ) ( ř r ) ( ] ( т ) d т 

4 < s 3 

s ( H І)(/-т) q(т)dт + O 

f ( 3 > ( t . s) = 1 + 
4A*3 

Г/(т)dт _ 
4s 3 

„-2І.v(/-т) q(т)dт 

t t 

i f i " 
4 < s 3 4<s>3 

И 1 : i ) ( M Г / ( т ) d т + O gisč • 

ü 
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&*>(t, І — q(т)á 
4*з 4*з 

4*3 
r"{] , ) ( / T>q(T)(\T 

4*з 
7І0<1 7 r ( t r - o 

:r(4)(t, *) 
4*з 

(/(т)(î ^ - ^ - г ,

7 ( r ) ( l r 

4*3 | 
r , ť / ( т ) d т 

4.sЗ 
( л'(1 І ) ( Г r ) 7 ( т ) d r Í o 

ř( ' ) ( / . * ) . : * 
1 

4*'3 
d т ( i r 

4*3 
«-и /- r ,7(r)(lr 

4*з 

i i / i 
' • • * " " " " 7 ( r ) ( l r - - - v ' " i " ' r ,

7 ( T ) ( l r f O 

4,v:í I 

, Г ( 4 ) ( / . , ) . . т , 2 

4*з 
7(т)d 

4*з 
P1Ult r , 7 ( r ) ( l r 

4*з 
x ( l i ì ( / - r ) 7(r)d 

1 

4*3 
Od / { T ) ( І 7 - - O 

1 \ 

T(4)(L *) ^ ^ 
4*3 

7(T)(Î7 C " І V T)q(r)(ìт 

- ŕ{] i ) ( / - г ) 7 ( т ) d r - -
4*з I 4*з 

e ^ ^ ' - 7 ( т ) d 7 
, õ / 

Обозначим через И 1(/,*) и ИО.̂ /,*1) решения уравнения (.'>), удовлетворя­

ющие соответственно начальным у с л о в и я м : 

(23) И 1(0, . * ) = = А Ь И^О, .ч) - 0 . Л " ( 0 . *) о. }*7' (О.*) 3; 

(24) Т1'2(0,*) о . Пг!,({),.я) -=А 2 . Л7о(0; * ) - , ! . (1^(0. *) п. 
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З н а я частные линейно независимые р е ш е н и я .г(+ г(2>, ^(3>, х(4> дифферен­

циального у р а в н е н и я (3), мы можем записать его общее решение в таком 

виде 

(2Г>) [Г(,, *) ,-_, «х0)(1, .V) + Ьх(*)(1, 8) 4- с;г(3>(/, *) + гЫ4>(/, .V), 

где //, Ъ, с, (I — произвольные постоянные. А чтобы найти решения Цгг(1, я) 

и 1Г-)(/, ,ч)? н у ж н о найти коэффициенты с/, Ъ, с, г/, соответствующие на­

чальным условиям (23), (24). 

Д л я нахождения (II, Ь\ , о , (1\, соответствующих начальным уловиям 

(23), получим такую систему алгебраических уравнений с четырьмя 

неизвестными : 

(20) г/1.гО>(0. л) 4- й^е-О'О, ,ч) + скг(3>(0. ,5) + е~ы-<4>(0, *) •--• Л] , 

(/].Г(1>((). Л.) 4- 1)1X^(0. 8) -1- С1.Г(3)(0, А') + Й1.С<4>(0, .ч) - 0. 

(!1.Г(1>(0, .у) + />1.Г(̂ >((), .у) + Сьг(3>(0. Л) + Г/1.Т(4)(0, Л') - О, 

^1.""'0>((), .V) + />1Г",(2>(0, .V) + ГД.Г(3>(0, 6') + Г/1Х<4>(0. ,ч) V 

Использовав начальные условия (24), получим аналогичную систему 

алгебраических уравнений д л я определения коэффициентов а-*, />_>, с2 , + : 

(27) //_л'(0(0. .у) + 62л-<2>(0, я) + с2.г(3>(0, ,>•) + ^2:г(4>((>, ,ч) О, 

г/2.г(1)((). ^) + Ы>х&(1), в) г г2.г
(3>(0. А) + г12;г(4>(0, ,У) - Л 2 . 

Г/2.г(0(0, А') + />2.Т(2)(0. *) Г С2.Г
(3)(0, .5) + Г/+Г(4>(0. -У) - 1 , 

^2.Г ( 1 )(0. ,ч) + Ы : ( 2 ) ( 0 , -V) 1- С2.Г<3>(0, *) -г 2̂.>""<4,(<>. *) - <>. 

Теперь подставим в у р а в н е н и я (2(5) и (27) асимптотические формулы (22) 

при / 0. Тогда из системы (26) найдем, что 

C-'S) „, 
HмЗ 

Є -::тq{т)dт 

4.s;î 

8,S 

1 

++ 

^ sr 7 ( r ) R l î l * s r ( l 7 

ci . hi 
1 1 

4 1 (>,s3 
e~sт q(т) s i п ò'Td 

l б s 3 ! 
e ST qíj) cos >ŠT(1I 

4.s3 

1 l ;І 



JI ----- Äl 
4 1 6 * 3 

e " sт (j(т) s i n .sтd 
И i * 3 

Є sт q(т) c o s xтdт 

4*3 

Лна.'югпчно и.ч системы (27) мы определим коэффициенты д л я нахождении 

Иг

2(/..ч-). т .е. : 

(29) a2 - k2 

1 1 

4* 8*4 
e sr ({(T) s i n -S-TÍIT - f 

1 б.s-4 
e 'lsт q(т)dт 

1 1 
_L 

4.S'2 ' S.s'5 
Є SJ Ц(т) CЧ)S ò 'т(Ь 

I 6*5 
e - ч т q(т)dт - o 

Ы h* -f 
4.s 4-s2 

r> - //9 
4.S' 16.S'4 

VT ť/(r) sin *T(1T 
16** 

<{\T) C O S .S'T(l 

1 J 

4.s- 16*5 
e s т q(т) sin *тdт 

I 6*5 

fJ~ST (l(T) r o s * r ( l 7 : ° 

dz ~= hv 
i 1 

4* ' 1 б*4 

s т q(т) s i n .s'тdт 
1 (ЌS'4 

Є ST (j(т) COS .s'т(І7 

1 1 

4*'2 Ì6*5 
q(т) sin *тdт 

16*5 
e ST

 (](T) COS *T(1T -f- o 

Согласно (25), вняв во внимание асимптотические формулы (22), (28) 

и (21)), мы получим асимптотические формулы для решении \У\((,*) 

и \У2(1^ *) дифференциального уравнения (3) и их первых трех производных 

в таком виде: 

(30) IVi(L *) = hi(ch *t -f cos *t) 4- (sh */ — sin M) + o 
>лз ţs-3 

l 14 



1 I , ^ 
(/. -s) ----- hus(sh <s7 -— sin st) i ; (eh st — eos st) + O I 

s* 

1 1 e«" 
(/, *) =- - • j M 2 ( c h ts7 — eos <s/) f (sh st f sin ,s/) ! O 

2 2,s \ s j 

1 1 
'(/. s) - /?(1.s-

3(sh <s7 f sin st) I (eh ,sl + cos st) -f- O(ei^); 

!V>(L .v) ^ h 2 (sh st + sin ,st) f (eh st — eos .s/) -1- O 

1 I / e*t % 

JV'(/. s) =-- h 2 (ch <s7 f eos st) f (sh ,sř f sin st) 4 O 
2 2s \ s *з 

I 1 
l-ľo(/. *) "•- ..sh2(sh ó7 - sin <s7) f (eh ,s/ + eos .s7) f O | 

1 1 / e8t 

117 (/. s) ---- sVi2(eh st — cos ,s7) f ,s(sh <s7 sin ,s7) f O 

! еперъ мы имеем в н а л и ч и и все, чтооы приступить к нахождению 

асимптотических формул д л я собственных значений и собственных функции 

краевой задачи (3) — (2) -- (4). При выводе этих формул будем пользо­

ваться методом, использованным Б . М. Л е в и т а н о м в своей работе [ 3 | . 

Б этой ж е работе можно найти и определение собственного значении 

и собственной функции дифференциального у р а в н е н и я (глава I), которым 

будем пользоваться при их н а х о ж д е н и и . 

Очевидно, линейная к о м б и н а ц и я б ^ И м ^ , *) + С2\У2(1, *) решенийИ/Т1(/, *) 

и 1Г2(/, -V) дифференцального у р а в н е н и я (3) удовлетворяет первым двум 

из граничных условий (2). Будем требовать, чтобы она удовлетворяла 

и граничным условиям (4) в конце рассматриваемого интервала . При 

этом получим систему линейных однородных алгебраических уравнений 

с двумя неизвестными С\ и 6Т

2: 

(\\ Ит(/, *) + НХЩ(1, 8)\ + С2[ЦТ

2(1, в) + НгЩ(1, 8)\ = О, 

Г,| \У\(1, в) + НЖ(1, в)] -+ С21№:2(1, 8) + Н2Щ(1, 8)] = 0 . 

Из курса высшей алгебры известно, что т а к а я система имеет нетривиальное 

решение тогда и только тогда, когда определитель системы равен 0, т. е.: 

(31) 1Г,(/. *) + Н{№™(1, 8) Ж2(/, *) + НХЩ(1, 8)\ 

и"(/. ^ -| # 2тп(/,8) ит:,(18) + н2№:(1, *)\ ' 
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Р а с к р ы в определитель (31) и подставив асимптотические формулы (30) 

при / = /, мы получим такое трансцендентное уравнение для определении 

собственных значений: 

P2 \ / p-i í?i 
p\ -f cos .s7 f I + | sin .s7 (32) 

где 

(33) рх = П\НфлЪ^ р2 = Н1Гц(Н2 -I А»), дг - 211 фх. 

Очевидно, для больших .у уравнение (32) имеет к о р п и , которые л е ж а т 

(2п -,- 1)л 

о 
B O . ' ! l i ; n i H i l C O . l Отсюда уже следует существование бесчислен­

ного множества сооствонных значении . Покажем, что начиная с некотоос 
(2„ - 1).т 

достаточно оолыпого и вблизи каждого - лежит 
о 

Л K K o OД1ÌIÌ 

простои корень уравнении (32). Д л я атого запишем уравнение ('»2) в такмм 

виде: 

р\ сох *7 -] у(гЧ) •"-" П -

г д о 

' 1 
(А) у>( 

P- ; / P-Ì . í/1 . . . 
cos -s7 f I , I s m .s7 • o f'..i 

а /л , />2, (/1 — обозначения (33). 

Чт. 
(Ъi 

гооы показать , что волизи чисел пpн дocтaтoчнo OO.IЫIЮV // 

находится т о л ь к о один простои корень выше написанного у р а н ш ч ш н , 

нужно д о к а з а т ь , что для всякого достаточно малого у • О существует 

такаю достаточно большое .ч(), что для каждого * ;• *., будет «'правед. ы в о 

н о|)а веш,гг во ! хр'(-V) | < /-•. 

Д о к а з а т е л ь с т в о последнего п|)оведем следующим образом. Обозначим 

определитель, стоящий в левой части равенства (31), через Ф(*). Но левую 

часть у р а в н е н и я (32) мы и получили, собственно говоря, раскрвы опре­

делитель Ф(.у) и поделив его на некоторую отличную от нули ф у н к ц и ю . 

В нашем случае зтой функцией я в л я е т с я ф у н к ц и я | з 4 с ч / . Позтому опре­

делитель Ф(н) моич'ом записать следующим образом: 

Ф(я) - \ ,^е*1\рх сох .у/ | ?/>(*)!• 

Продифференцировав зто соотношение по я, получим 

ФҶ.s) = , s V 
4 

(pi eos d -f гp(.s)) f l(pi cos -s7 - yfs)) -- pi sin -s7 - V''H 
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откуда 

(И) у' 
4e-siф'(s) 

(pi cos sl + гp(s) + l(pi cos sl 

гp(s)) —p\l sin sl 

Значит, задача упирается в нахождение производной Ф'(в), а это сводится 

дТ>к\Г1(1,8) 
к нахождению производных -- (к = О, 1, 2, 3; ^ = 1, 2), где 

г/АдТ^, ^) Ы 

-ЫГ ,(>, а) --- , ОоИ^*, *) = ИМ*, в). 

1>оря во внимание равенство (25), мы должны найти производные но * 

от I>л-.̂ "(/>(-7 *) (' — 1 > 2, 3, 4; & = 0, 1, 2, 3). Поскольку мы находили хЫ(1, 8) 

как линейную комбинацию /̂г-, а у г выражается через г]р(1, 8) (соотно­

шение (20)), то нужно сначала найти производную по * от грр(1, 8) (ц / -— 

-- 1, 2, 3, 4). Для этого продифференцируем интегральные уравнения (21) 

по -ч и решим полученные интегральные уравнения относительно функции 

Г'///>(/, -V) 

методом последовательных приближений. Тогда получим такие 
гл­

асим птотпческпе формулы: 

(Ч

{P(Ls) ^ 3 

ćs 4a4 
q(т)dт + o 

c.i<.!\t.») 

ó/Л'-*) 
( s 4 * 3 

(i-0('-т)« 

g(т)di 

(i - i ) ( r - - т ) 
ó l 

Г/(т)(lт -i- O 

>/. •"V-*) 
f, «(I : ' ) ( ' *) 

4.s : ! 
( i -i)C - т ) -

Зi 
</(т)(lr 

_?*3 

,/--ч l >•) (' 0 (/(т)dт + O 

( / / ^ ( / . • s ) 
</(T)(IT O 

4 * 4 I \ v« 
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&/->(/, .s) ! 

й.s 4-s3 

ih}Ч\t, «) 

4«3 

ť -Ч' І 0 ( ' - r ) 

,»(l І)C r) 

(1 - i ) ( ľ 

(1 J І ) ( í - - r ) 

:5i 
<j(т)d 

7 ( т ) ( Ь 

.v« 

ÍVЛM) ^ 
cy.S 

a # ( l , *•) 

ŕЛs 

Ctyíf}(l, Ä) ?À 

д,ч 4^ 

1 

4-şЗ 

1 

/ o 

(Jx(\-\){t T ) 

,,-«(' ' ')(' 0 

(1 - i)(ŕ т) 

(1 f І)(t—T) 

</0)< <l( т ( i r - o 

</(r)d 

q(т)dт | o 

Ѓ),Д'V, * ) 1 

Ыt\t, .v) 
д-ч 

••2i*{t-r) (t т) 
Зi 

9v 
a(r)(lr | () 

1 \ 

1 

4ÄЗ 
(,«0 0(/ r) 

( 1 •! i ) ( f т-) , / ( r ) d 

rлy l4 )(t, *) 
•v(1 i ) ( l-r) 

( , , : Î 
( — 1 -4 i) </(т)dт ! o 

i),ft\t, ,') ^ I 

()s 2-s 

п(4)( 

/ü-v(l-т) (í - r) + 
:УÌ 

q(т)dт -4- o 

\ - 6 / 

ВД',*) 31 I / 1 
- г/(т)с!г -г- о | . л' - | // . 

#* 4*4 ^ \.« 
о 

Использовав продифференци|)овапные по л- соотношения (V.) и (20). 

предположение (10), а т а к ж е найденные производные . найдем 

0])*г<О(М) . Ы 

асимптотические формулы дли (/ ---- V 2, л\ \; А; 0, 1,2. • >). 
#« 

(Следовательно, асимптотические формулы дли производных по *от 1\-Иг/(^, *) 
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получим, когда в продифференцированное сначала по I, а йотом но .9 ра-

Ш*.г«->(<, в) 
кенстно (2Г>) подставим найденные 

08 

у ж е известные 1)^;(':)(/., -V), 

И], />/, С], (I] (] — 1, 2), которые в ы р а ж а ю т с я асимптотическими формулами 

(22), (28) и (29), а т а к ж е производные по я от коэффициентов а-}, Ь}-, су, (!], 

определяемые из продифференцированных по $ уравнений (2(3) и (27). 

Подставим таким образом полученные асимптотические формулы д л я 

< 1>А-1Г/(/,.Ч) 

(к' О, 1, 2, 3 ; / —- I, 2) и асимптотические формулы (30) 
(''8 

для 1)/41т/(/, *) при / ^ / в продифференцированный по .V онределитель0(,4-

Мосле всех элементарных преобразований будем иметь 

(П Ф'џ) i p\l 4 
4/л + Іp-ll , Зp2 + Г/ll 

I / 3 / ' 2 ~ r ( n ' \ • 1 
— pit—- | s in -s7 -f- O 

.»i 

еде /м , /)•>, (/1 обозначения (33). 

Мосле подстановки асимптотических формул (Л) и (С) в (В) получим 

У > 
p4 (jil — p2 

-h CОS 8І 4 
pë ^ ўo 

8 ,2 
SІП 8І 

()т(чода видно, что при достаточно больших а п р а в а я часть последнего 

равенства будет по абсолютному значению достаточно мала, т. е. можно 

писать: 

№'М1 < -
Поэтому мы можем сделать вывод, что сама ф у н к ц и я у)(8) при достаточно 

больших ,9 ведет себя почти к а к постоянная ф у н к ц и я . Следовательно, 

(2га 4 \)п 
ее поведение будет таким же и вблизи чисел при достаточно 

больших п, потому что б' растет с возростанием п. Л это и доказывает, 

(Ъь 4- \)л 
что начиная с некоторого большого п вблизи каждого л е ж и т 

только одни простои к о р е н ь у р а в н е н и я (32). 

Теперь приступим к решению уравнения (32). 

Так' как- к т я/ 4 0 (предполагаем, что ,у Ф 0), то уравнение (32) можно 

переписать еще т а к : 

(-1) I/;, + РЦ^»1 г Р*~ + Г/.' + 

1 І Í ) 



Поделим обе части у р а в н е н и я (34) на коэффициент при сЬ% .5-7: 

(ЗГ, et,£ sl 4-
V2 

+ 
0-

p\S + Jf>2 Яtøi* + I>>) j?2* + p2 

Мы уже говорили, что корни 8п1 этого у р а в н е н и я при достаточно б о л ь ш и х и 

(2п + 1> 
должны быть б л и з к и к числам , и п о к а з а л и , что они просты. 

I [о.тожим 

(2n + l)л 
snl = ' h Òn, n - o . l , 2, 3, 

9 

тогда уравнение (35) перепишется в виде 

р2 

рг (2п + \)л 

1 

-tg ön + 

•+ 

2 

î7i 

+ йn Pl 

PlЖЧł- 1 + 1 + + - + + + + + I 
n \ TI piTi „ Í \ 4 .-JÍ -т ĽpjЛ pi.т-

Z-

откуда, п р и н я в во внимание, что {.§ о„ -^ дп. (для достаточно малых углов) . 

и р а з л о ж и в остальные члены у р а в н е н и я в геометрический р я д , найдем 

p,/ 

pin ti 

(Щ 
(2н -. l)гr » 4 

2! ř I . 7 и ' ) • ' 

Пбозначпм собственные функции гранично!, задачи (3) (2) +.) чеое.< 

1Г„(.) (И\,(/, + П'(/, л,,)). Искать их будем как линейную комбинацию 

функции Н + + •</,) и П4(^, л'„), т. е.: 

(:г. IV+) -rf ir,(L.s„) r r?ir2(L.s„), 

где» Г|" г. С.7 неопределенные коэффициенты, которые нужно определить. 

Поскольку УУи(1) собственные ф у н к ц и и , то они по определению должны 

удовлетворять граничным условиям, кроме того, что они должны удовле-



творять и самому дифференциальному у р а в н е н и ю . Подставив \У п(1) 

во вторые граничные у с л о в и я , получим т а к у ю систему линейных одно­

родных у р а в н е н и й , из которых определим С* и С*, вернее их отношение: 

(38) С*[\Гг(1, 8П) + Н\]У:(1, 8п)] + С*[Щ(1, 8п) + Н\Щ(1, 8п)] = О, 

С*[№\(1, 8П) + Н2]Г[(1, 8П)] + С*[^(1, 8П) + Н2Ц
Т1(1, 8П)] = 0. 

Из первого у р а в н е н и я видно, что 

(:$«•) 
c* = _ ит

2(l, sn) + IҺW:(І, Sn) 
C* W\(l, sn) + HiW?(l,8„) 

Пели знаменатель \У\(1, 8п) + 11\\У"{(1, 8п) обращается в нуль при некотч 

ром значении 8п, то отношение 
C* 

>„, ю и1тнисгшс определяем из второго у р а в н е н и я 
С* 

темы (38). В силу (30) при / =- /, п о л о ж и в 8п вместо а, найдем: 

(К)) 

от к* уда 

( И ) 

Пначпт. 

<4-) Н'„(/) = г* 

C* 

C* 

c; = -

]Һ> i 

" + 
h\sn A.,.v-

Ä2 

ҺlS„ h^:, V:, 
- i * 

c 

W2(t, «„) 
! h 

, " + ,-„- + o\\)]Wi(t,Sn h\sn /..,«- \s;JJ 

Vc.m подставим в выражение (4li) асимптотические формулы д л я ÍV i^ , */,) 

и W2(t, л'/,), то после всех преобразований получим 

( 4 : І ) 

ľДO 

( 4 4 ) 

!!'„(/) ---c 
/!2 2 / 1 

(cos #-J - sin snt) \ t cos snt + o \ \t 

*// ,v2 \s'2. 

c }, ( '":; . 

П о к а ж е м , что, действительно, собственные ф у н к ц и и \Уп(1) краевой 

задачи (л) (2) (''.) при достаточно больших «у ограничены. Мы искали 

собственны*- функции как' линейную комбинацию решений \У\(С */.) 
г* 

и \\ •»(/, *„) , т. с. \: виде (л7). Определив отношение из системы (•'% 
С.Т 

М1и можем записать 11^(0 следующим образом: 

1Г,,(/. *„) - ; -Я,ИТ(/,«„) 
'„(/) : -CjГ •Át.*„) — " ' - •H'i(/;.s'„) 

II',(/.. '„) / / , 117(7, .s„) 
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Рассмотрим в ы р а ж е н и е , стоящее в квадратных е к о о к а х . гаоппшем в нем 

И + С Яц) и И + / , хп) (у -- 1 , 2) в виде (2Г>) соответственно с коэффициентами 

<(], Ьи с,-, + (.у •-•- 1,2): 

Í І Õ ) 
Wгil.xn) + //,lľ"'(/. ,„) 

И' 2(í.*„)— " ЛГ | (/.*„) 
,(ř, .s„) 4 //,ÍГÍ'(7. .s„) 

-^2.Г< 1 ) (/ , -V,,) -I- />2.гГ2+, л + 4- С2.Г<3»(/, *„) + ' + + /. *„) 

б/2(а-(1) -4 НъгЩ -4- + + ' < 2 > ; Я1.г< 2 )) Н с 2 ( + 3 > + Я,.г<з)) -I- г/->(.*-<-*> - / / + < + 

Г+.Г ( 1 ) + //1.Г(1>) -4- /+Х'<2) + Я ^ 2 ) ) + ^ ( ^ " ( 3 ) + # + ( :3)) + ^ 1 ( . И 4 ) // + < + 

• + + + / , .V.) + 6 2 + 2 ) + *„) -4 г ы < 3 + . *„) Ч + .г<+/. -V.)). 

где в дроби правой части мы выпустили при .г<+ ,/•(>') (/ | , 2, + \) 

аргументы / и $п (ввиду недостатка моста). 

Коеффицпепты а], />у, су, + (у -~ I, 2), представ.тенные асимптотически­

ми формулами (28), (20), при достаточно больших * ограннч(Ч1ы. И:? асимпто­

тических формул (22) видно, что решении .г<+ ,г<3), .г<4) у [ ) а т к ч ш н ('>) 

при достаточно больших .V т а к ж е ограничены, а х(1) не ограничено. Следо­

вательно, ограниченность собственных функций будет зависеть только 

от коэффициента при .г<! >(/, *,,). Но мы докажем, что он равен ( + ^ / ' г *"'). 

Поело преобразовали дроби, етощей во втором члене правой части 

равенства (4Т+ куда вместо ! ) / + + / , .V,,) (к ^ 0, V 2, + / V 2. + \) 

подставим формулы (22) при / —- / и вынесем сн! .ча скобки, получим 

а2х^(1, *„) + Ъ»хЩ1, хп) + с2х^((. *п) + <1->х<Щг. *„) — 

('«1а-_ [11^1 \ | <1(т)а-г) + 1 + о ( 1 ) | 

'"»'«, | / / , ( < J </(T)ár) • 1 -^ „(l)\ 

. ( « Ы ( 1 ) + .V.) + ЬУХ^(1. , + + Г,.Г<3)(/. л + -{ + , + > + -V,). 

откуда следует, что коэффициент при растущем члене .г<п(/, .>+ равняется 

()(*„*<'• Нп!). +гим самым мы доказали ограниченность собственных функций. 

!{;{. Асимптотический «ФОРМУЛЫ ДЛИ 'ЛЛКМКНТОП 
С П г П ч Т Р Л Л Ы Ю П МАТРИЦЫ НА ПОЛУОСИ (О, >; 

Нами исследованную спектральную матрицу мы получил! описанным 

в §1 способом, если возьмем !./+/. Я) = И+/, Я). / V 2, где функции 

IV \ и И 2 определены условиями (2'Л) и (24). 
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Приник ко внимание с к а з а н н о е в § 1, мы докажем следующую теорему 

о спектральной матрице дифференциального оператора четвертого поряд­

ка /.. 

Теорема. Для спектральной матрицы о -~ \\оц\\, а, } — 1, 2 оператора Л, 

определенного а § 1 , имеют место такие асимптотические формулы 

«i i(S 2 ) - C'ii(*i) = , . . («a - - - * 0 (1 •+ »(l)), 

<>ll(*2) ^12(^1) ^21(^2) — O2l(«l) 
7ľ,Һ\Һ> Һl 

( « 2 - * l ) ( - 1 - O ( I ) ) 

í!22(*2) - <>22(-м) 
лhi; 

£•> — ò -SÕ — tf. 

Й-2 Aii 
( * 2 - * l ) ( - + 0 ( 1 ) ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим собствен ные ф у н к ц и и дифференциаль­

ного у р а в н е н и я (3) как* .линейную комбинацию \У\(С Яй) и \У*(Ь, Хп) с коэф­

фициентами О(АП) И '/'(Я/+ 

(пi) ' 4 0 - 7(Я«)И',(/./„) I {/.n)WtЏ,Xn) 

("^УЛ^Ап) + С?ИГ

2(«,ЯЙ) -- ^(ЯИ)И'1(«,АЙ) + у > ( Я я ) И ^ Ям), 

откуда 

ит) тД^) ^ с * - у(^«) - ^ * -

Г) § 2 мы уже определили отношение С'[ и 6^, что показывает формула 

(4о). Поэтому, определив один из коэффициентов С*, С*, .легко определить 

и второй. Поскольку будем рассматривать ортонормированные собственные 

ф у н к ц и и , то из условия пормированпости найдем нормирующий множи­

тель Г, а потом согласно соотношению (44) и С*. 

Нормирующий множитель 

l'Д(' 

( I S ) W%i)åt. 

Подиптегральпую функцию Шп(Ь) мы получим, если в асимптотической 

формуле (-43) положим С --— 1, т . е . : 

1 2 3 



(49) 
h2 2 l 1 

Wn(t) = (cos snt — sin snf) + o OOS6VJ + O 

После подстановки (49) в (48) мы получим асимптотическую форм\му 
для нормирующего множителя 

C 
" 2 // 

1 3 sin2 sj З s i n W 

h2sn 2Цsi 2lsn Ws2

t 

1 í 1 

(sin 2sJ + 2 sin2 6„l) + O 
2hV l \s: 

Значит, из (43) вытекает, что 

(50) г : = 
ZSr, 

Ь+l 
1 

1 sin2 sj 

h2sn 2KÍsf. 21 sn 

Зsin4.s-W/ 1 
+ — , (sin 2sJ + 2 sin2 sj) + o 

нřs: 2h4s: 

В виду равенства (41) 

(51 cf = 
hľi 

1 siir 6 / 
- + -- --"- + O 

sn 2is: 

Тем самым в силу (47) мы (определили входящие в равенство (4+ к'о:х()({>п-
ЦИеНТЫ (р(?>) II Ц)(Л). 

Как уже упоминалось, мы рассматриваем полную систему ортонормп-
роканпых собственных функций. Поэтому для функции /(г) е/+((), х ) 
можно написать обобщенное преобразование Фурье: 

Л / ) -= I [г/-(/)1Г-^/) -1. у-(/)1Г2(!,/)]/(0(1/. 

Тогда равенство Иарсеваля для конечного интервала аакшпетен в вид» 

(<>2) Х [ч-Ч/.„)!+{/») ! 27(///)г(///)/д(Я//)/'7

2(///) ;- у++Г)/+1/+| ) / + Н ' -

Vľ 

/,(/•) - JV)WkU.Á)c\f, L-
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1мли вместо <р(Ап) и гр(лп) в равенство (52) подставим их асимптотическое 

представление (50) и (51) (ввиду соотношений (47)), то п о л у ч и м : 

V í 4 

> \,,Jl+°( ьy 
\)\Пк 

4 

Һ\h,l 
Sn - , "I- 0(1) i ţ'i(Aи)r2ÍAи) 

Лrj Л-> Л : 
, ~r o{\) ғ%i„) ./-(') rit. 

II:? сравнении равенств (53) и (2.4) из работы [1 | (стр. 286) следует, что 

(54) <?(/.(A) 
4 

/ ' . I>V 
„M - o ( i ) ] . 

&VJ(A) «!.'{(A) C > / ; \ 

h,hd Ä2 
- « ( i ) 

:Л'І(Я) 
4 

Лü/ Л-> ЛH 

ľ Д P 

г)го алементы спектральной матрицы в случае конечного интервала. 

Умножим правые части равенств (54) на Д#/г и поделим на его .значение -

от а того равенства не н а р у ш а т с я . Значение Да,, найдем, ес/ш примем 

во внимание асимптотическую формулу (36) д л я $п: 

* / , i 1 — * , . Д.S 

/ 
1 " «(!)]• 

Т а к и м обравом, после у м н о ж е н и я п деления на ип равенства (54) не 

реппшхтся так*: 

(•->.->) (M*) 
4 / 

, , - 1 1 + 0 ( 1 ) 1 - |.l + o ( l ) ] Д * „ . 
Z_, Лтl * 

1 2 Г) 



,/'i(«) - <?<'>(*) X 4 1 / 
K — : o ( i ) | • | i o ( i ) ] л . v л . 

ҺM lt: -т 

ZV fc;/ 

2.s<„ 4 

A-2 ' hï 
+ o[l) 

I 

7T 
i !

 O Í І : 

rдe 

Поскольку вариации функций о)1) равномерно ограничены (относитель­

но I) па к а'*-к дом ограниченном интервале, что вытекает и;, формул (V.). 

то применима теорема 2.1 и:з |1] (ет[). 287). Перейди в равенствах (.и) 

к пределу при условии, что Лнп --> 0 (т.е. / -> ос), мы получим интеграл 

Р и м а и а . потому что под ;шаком сумм стоят непрерывные функции аргу­

мента .V. Поэтому элемент!»! спектральной .матрицы па полуоси (0, х ) 

имеют в и д : 

Ol 11*2) " n ( * i ) lim 
l.ч«-M> 

\ ' 
лЩ 

., | 1 -1- o(A)|Д.s„ 
л/Г 

II ( „ ( 1 ) 1 ( 1 * 

лA-T 
., (*2 — Si)( l -h o ( l ) ) : 

C>i2(A'>) - C'iä('s'i) C>2І(Ä2) - C>2i(<s'i) -=- — l im 
4 

//.: 

o(\) 1 4 0(1)1 Д* = 
4 

Tihihz h-l 
(1 4- o(\)) d.s = 

лҺ-lìlл 

S." — ST 
(Sa— -s'i)(l + o ( l ) ; 

Є2l(*2) ~ V 4 

C>22(ÄI) == lнn > 
,1,„-Ч> , / _ , .-TÄ.О 

.4 1 < .S'., < ,ч-2 

2*» 4 

ь, + .= + "" ) l 4 o ( l ) l Д.s„ 

1 2 6 



------ 1 4 

J тtiïi 

2л 4 
Äз _ .+ -

iï> A_ 

4 "й-ŕ ' _ * í - * ï + 
тгiïi 3 " 2 

<> ( - ) ) ! 

"., («2 — « 1 ) ( 1 1- «(1) 
До 

При выводе :>тих формул мы использовали также правила интегрировании 
асимптотических формул, которые можно найти в книге ([7|, стр. 213). 

Итак, мы теорему доказали. Мы нашли симметрическую спектральную 
матрицу, которая имеет уже известные нам из определении спектральной 
матрицы ([ I |, стр. 287) свойства. В данном случае мы предполагаем, 

ЧТО 1(Х : О, Л2 / 00, И\ ф 0 , НУ / ОС. 

Автор выражает глубокую благодарность Н. Курцвайлу и М. Швецу 

за ряд ценных советов. 
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