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Matematický časopis 20 (1970), N o . 1 

ÜBER DIE INVOLUTORISCHEN PAARE DER REGELFLÄCHEN 

JOSEF VALA, Brno 

Man betrachtet in dieser Abhandlung die Eigenschaften der involuto 
risehen Regelflächenpaare und der mit diesen Paaren verknüpften Gera
de nmannigfaltigkeiten. 

Im projektiven Raum P% untersuchen wir ein Paar P der Regelflächen 
I-M71), #2(72). Kin solches Paar besitze eine Korrespondenz C : q\ -* q->, wobei 
die einander zugeordneten Geraden 71,72 stets demselben Parameter u ent-
spiochen und windschief sind. Wir werden voraussetzen, daß der Parameter u 
i lle Werte aus dem offenen Intevall / einnimmt und daß die Flächen ü\, Ü% 
im Intervall I keine Torsalerzcugenden haben. 

a) Betrachten w ir ein l)ewcgliches Koordmatentetraedcr mit den Eckpunkten 
A\, A>>- A3. A4: q\ (^4i.A4), 72 (A2,As). Wenn wir mit o] die Kompo
nenten der differentieilen Yerrückung des Tetraeders bezeichnen, dann gilt 

(I) dAi o>*;Ak, i,k 1, 2. 3. 4 . 

Wenn die Geraden 71, 7? fest sind, dann bekommen wir: 

r/71 &\q\ . r/72 0272 • 

//1. t).y sind im allgemeinen Funktionen des Hauptparameters u und der 
sekundären Parameter und der Differentialen der Parameter. Daraus folgt, 

o>\ Hauptformen sind. Es gilt dтß die Formen oĄ. oĄ, <»\> 0) з 1 
1, c j ; > . <»l> <»І 

dann : 

(2) <»\ tĄdu , <»ì nЏu , oĄ 

<»\ u\du . o>\ uldu . <»І 

u\du , o>\ = ii\du , 

uidu , o>i — utdu . 

Die Koeffizienten Hf, i, k V 2, 3, 4, in den Gleichungen (2) sind im allge 

meinen Funktionen cRs Hauptparameters u und der sekundären Parameter. 

Die Gerade p(iio) ist du Quasiflekrwdalgerade des Paares P. wenn für den 

festen Wert UQ des Parameters w e / 

p ( A i . A4) 0 . p x (A2.A3) - 0 , p x (1(AI,AA) =- 0 , p d(A2,Az) 0 
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gilt. Mit X bezeichnen wir das Plückersche Produkt. Die Quasifleknodal 
gerade p(uo) schneidet die Geraden qi(iio), q2(uo) in den Quasifleknodalpunkten 
des Paares P . Die zu allen Werten von u = uo e I gehörenden Quasifleknodc l-
punkte bilden im allgemeinen die Quasifleknodalkurven. Ähnlich bilden die 
Quasifleknodalgeraden im allgemeinen die Quasifleknodalflächen. 

Wir werden nun einige spezielle Paare der Regelflächen betrachten. 

Für den festen Wert H0 des Parameters u e I untersuchen wir ein wind 
schiefes Viereck M1M2M4M3, wobei die Punkte Mi, 314 auf der Geraden 
qi(uo), die Punkte M2, M3 auf der Geraden #2(^0) liegen sollen. Es gilt dann 

(3) Ml Q1A1 + Gi^4 , M2 = Q2A2 + 0*2-̂ 3 , M4 — Q4A1 + ö*4-44 , 

JJ3 — Q3A2 + 0*3-̂ 3 • 

Weiter werden wir folgende Eigenschaften voraussetzen: 

Die Tangentenebene der Fläche üi im Punkte M± schneidet #2(^0) im Punkte 3I2. 
die Tangentenebene der Fläche ü2 im Punkte M2 schneidet qi(uQ) im Punkte M4, 
die Tangentenebene der Fläche üi im Punkte JJ4 schneidet q2(iio) im Punkte M3. 
die Tangentenebene der Fläche ü2 im Punkte M3 schneidet gi(Ho) im Punkte M\ 

Ein solches zum Paar P gehörendes Viereck nennen wir involutorisch. Mit 
Hilfe der Gleichungen (1), (2), (3) bekommen wir folgende Bedingungen für 
die Existenz eines solchen Viereckes : 

(4a) Q>(Qiu\ + axu\) — a2(Qxu\ + axu\) , 

(4b) Ql(Q2
U2 + a2Ut) al(Q'2U\ + a'2U\) > 

(4c) Qs(Qiu\ + aiul) az(Qiu\ + a±ul) > 

(4d) Qi(Q3Ut + a3ut) - ai(Q3u\ + a3u\) • 

Aus den Gleichungen (4a), (4b) folgt dann: 

(5a) Q^ui(Q!u\ + <yiul) + U\(QXU\ + a{u\)] 

ai[u\(Qiu\ + aiu\) + u\(Qiu\ + aiul)] • 

Aus den Gleichungen (5a), (4c) bekommen wir dann: 

(5b) QAU\IU\(QIU\ + o\u\) + ulfaul + axu\)] + 

+ ullui(Qiu\ + o\u\) + ti\(Qiu\ + aiul)]} 

o^ullul^ul + a^u\) + U\(QXU\ + axul)] + 

+ ulb4(Qiu\ + o\u\) + UKQXU\ + ajul)]} . 
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Die Gleichungen (5b), (4d) ergeben die Bedingung: Das zum Paare P für 
den festen Wert u = UQE I gehörende Viereck ist dann und nur dann involuto-
risch, wenn wenigstens eine der folgenden Relationen gilt: 

(6a) (u\u\ + utu\)toil2 + (— u\u\ — u\u\ + u\u\ + u\u\) O!^ + 

+ (— u\u\ — u\u\)[aj* = 0 , 

(7) u\u\ + u\u\ + u\u\ + u\u\ = 0 . 

Nach Ivlev [3] bestimmt die Gleichung (6a) die Quasifleknodalpunkte der 
Fläche 0\ auf der Geraden qi(uQ). Bei der Gültigkeit dieser Relation gilt 
M\ M/\, M2 M%; das involutorische Viereck zerfällt dann in eine Abszisse 
M\3I2. Das folgt auch aus der Gleichung (5a) im Falle Q\ — Q±, a\ — o±. 
Im folgenden betrachten wir diesen Fall nicht. Weiter werden wir voraussetzen, 
daß für keinen Wert von UEI die Gleichung (6a) nicht für alle Werte von 
oi, a\ erfüllt ist. 

Wir finden leicht die Gleichung der Quasifleknodalpunkte der Fläche Oz 
auf der Geraden #2(^0) • 

(6b) ( u\u\ — U\U\)[Q^ + (u\u\ — u\u\ + u\u\ — ^3^4)0303 + 

+ (u\u\ + u\ut)[asf = 0 . 

Die Gleichung (7) hängt von den Parametern Qt, ai, i — 1, 2, 3, 4, nicht ab. 
Bei ihrer Gültigkeit existieren für u = uo unendlich viele involutorische 
Vierecke. Nach der Gleichung (5a) schneiden die angeführten Vierecke die 
Gerade qi(^o) in zwei projektive Punktreihen. Diese Punktreihen haben 
folgende Gleichung: 

(8) Q\Q^(u\ut + u\u\) + Q\a4(~ u\u\ — u\u\) + Q^iulul + utu\) + 

+ aia±(— ulul — u\u\) = 0 . 

Wenn für alle Werte von UEI die Relation (7) gilt, dann bezeichnen wir 
das zugehörige Paar der Flächen Oi, O2 als involutorisch. Weiter bezeichnen 
wir mit F die Menge aller involutorischen Vierecke des Paares (für u E I). 

Die durch die Seiten M1M2, M4M3 der involutorischen Vierecke gehenden 
Geraden bilden zwei Kongruenzen. Diese Kongruenzen sind im gewissen 
Sinne ein Sonderfall der Hilfskongruenzen von Popov (Finikov [2]). In diesem 
Pralle zerfallen die Grundkongruenzen von Popov in zwrei Regelflächen. Dasselbe 
gilt für die Seiten M2M4, M3M1 . 

Hilfssatz 1. Wenn das Paar P im Intervall I involutorisch ist, dann existieren 
für alle Werte von u = uo E I zwei Quadriken, eine dieser Quadriken berührt 
die Fläche Oi längs der Geraden qi(uo) und schneidet die Fläche O2 längs der 
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Geraden q^(u^) harmonisch (Carian [1 \). Die andere Quadrik berührt die Fläche 
ü2 längs der Geraden qi(iio) und schneidet die Fläche D\ längs der Geraden 
q\(uo) harmonisch. 

Der Beweis folgt aus der Definition der 7^-Schar der involutorischen Vierecke 

Hilfssatz 2. Das involutorische Paar P der Flächen ü\, Ü2 hat für u u{ 

im Intervall I keine zusammenfallenden Quasifleknodalerzeugendcn. 
Beweis . Setzen wir voraus, daß für den festen Wert Ho des Parameters i 

die beiden Quasifleknodalgeraden des Paares P zusammenfallen. Die Eck 
punkte Ai, A2 des Kordinatentetraeders wählen wir in den zugehörigen 
Quasifleknodalpunkten des Paares. Für u H0 gilt dann: 

(9) u\ - ui 0 . 

Eine Wurzel der Gleichung (6a) ist o\ 0. Wenn gleichzeitig o\ 0 die 
zweite Wurzel der Gleichung (6a) ist. dann gilt 

u\u\ u\u\ — 0 . 

Unter Voraussetzung von (9) gilt dann nach (7): 

u\u\ + u\u\ — 0 . 

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt entweder u\ 0. oder u\ 0, odu 
u\ == u\ 0. Im ersten Falle gilt dann für u tio e J: 

dA\ (o\AA + c»lA±. 

Daraus folgt, daß die Gerade q\(uo) torsal ist. Nach den Voraussetzungen ist 
es im Intervall I unmöglich. Ahnlich kann man die F'älle u\ 0. u\ u\ 0 
betrachten. Nach (6b) müssen wir auch die F'älle u\ 0, u\ 0, u\ u\ 0 
ausschließen. 

Es gilt also: 

u\ 4= 0, u\ 4= 0. u\ * 0, u\ 4= 0 

für alle Werte des Parameters u e I. 

Auf der Fläche Ü\ betrachten wir die Kurve M\(u) — (M\). Setzen w n 
voraus, daß für u c J die Kurve M\(u) jede Erzeugende der Fläche .Qi gerade 
in einem Punkt durchschneidet. Die Punkte dieser Kur \ e seien die Eck 
punkte M\ der zum involutorischen Paar P gehörigen involutorischen Vierecke 
Zu den Punkten der Kurve (M\) gehört die einparametrische Schar I de I 
involutorischen Vierecke. Wir bezeichnen mit R(l,2), R(2,4), P(4,3), R(.M 
die Regelflächen, die fortschreitend durch die Geraden M\M2, M2M4. M^Mi 
M$Mi gebildet werden. 

Eine einparametrische Schar 1 der involutorischen Vierecke des Paares /* 
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bezeichnen wir mit I2, wenn gerade zwei der angeführten Flächen R(i, k), 
i,k 1 ,2 ,3 .4 , im Intervall / abwickelbar sind. Ähnlich bezeichnen wir 
mit I3 eine I-Schar, wo gerade drei der angeführten Flächen R(i, k) im Inter
vall / abwickelbar sind. Für die ZU-Schar sind alle Flächen R(i, k) im Inter 
A all / abwickelbar. 

Hilfssatz 3. 11 enn eine zur einparamet tischen Schar A gehörige Fläche R(i, k) 
im Intervall I abwickelbar ist, dann ist mindestens eine tveitere Fläche R(i k) 
im Intervall I abwickelbar. 

B e w e i s Die Eckpunkte At. i 1 ,2 ,3,4, des beweglichen Koordinaten 
tetraeders Avählen Avir in den entsprechenden Punkten der Kurven (Mi). 
Die Kurven (Mi) seien von den Eckpunkten der 1-Schar der hrvolutoristhen 
Vierecke gebildet. Bei der angeführten Wahl des Koordinatensystems gelton 
dann für alle betrachteten Worte der Parameter, d. h für v F- / und für alle 
1 ereilen Werte der sekundären Parameter, folgende Relationen: J b v 

( 1 0 ) o)\ 0 . o)\ 

Wenn /?(V2) eine Torso ist, dann gilt entweder o>\ 0, oder eSl 0, odei 
o)\ o)\ 0. Das heibt für alle betrachteten Werte der Parameter. Einen 
ähnlichen Sinn haben die Relationen o)) 0, i,k 1 ,2 ,3,4, in folgenden 
Fällen.) In den Fällen ojj 0, co\ «fi — 0 ist (A\) die Rüekkehrkantc dci 
Torso, im Falle (oi 0 ist (o)iA1 — o)\A2) die Rückkehrkante der Torso. 
Wenn K(2,4) eine Torso ist, dann gilt entweder orl — 0, oder o.J 0, odei 
(r>'}> o)\ 0. Im ersten und dritten Falle ist (A2) die Rückkehrkante doj 
Torse, im zweiten Falle ist (co^42 (oM4) die Rückkehrkante der Toi so 
Wenn R(4,3) eine Torse ist, dann ist entweder o\ 0, oder OJ'I 0, odei 
()\ o)'j 0. Im eisten und dritten Falle ist (A4) die Rückkehrkante der 
Torse. im zweiten Falle ist (co^l4 o)\A%) die Rückkehrkante der Torse 
Wenn /i(3,l) eine Torse ist, dann gilt entweder o>\ 0, oder OJ\ 0, oder 

>{ 0. Im ersten und dritten Falle ist (A%) die Rückkehrkante der <'h 

Torse, im zweiten Falle ist (o)'jA% c/^A,) die Rückkehrkante der Torso. 
Daraus folgt die Behauptung des Satzes. Für die 1-2-Schar der involutorischc 11 

Vierecke gilt dann in dem angeführten Koordinatensystem gerade eine doi 
folgenden Relationen : 

o)\ 0 , o)\ 0 , o)l 0 , OJ\ 0 . 

Eine der Torsen R(i, k), 2, k \, 2, 3, 4, hat die Rückkehrkante in der Grund 
linie, die Rückkehrkanto der anderen Torse liegt nicht in der Grundlinie. 

Füi die folgenden Berechnungen führen wir noch einige Relationen an: 
Die Kurve (A\) ist die asymptotische Kurve der Fläche Q\. 

wenn cofol o)\<»\ 0 gilt . 



die Kurve (^4) ist die asymptotische Kurve der Fläche ü\, 
w e n n CJO\CO\ -f- co\co\ = 0 gilt , 

die Kurve (^2) ist die asymptotische Kurve der Fläche Ü2, 
wenn co\oo\ + o)\o)\ = 0 gilt , 

die Kurve (^3) ist die asymptotische Kurve der Fläche ß 2 , 

wenn co\co\ + o)\co\ = 0 gilt . 

Die einparametrische Schar der involutorischen Vierecke A\, A2 A* A3 ist 
eine zl3-Schar, wenn die Gleichungen (10) und folgende Relationen gelten: 

w\ = 0 , col = 0 ; co\, co\ 

sind nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null. 
Die Fläche B(l,2) ist eine Torse, ihre Rückkehrkante ist die Kurve (A\), die 
Kurve (^4i) ist eine Asymptotenkurve der Fläche ü\. Die Fläche i?(2,4) i s t 
auch eine Torse, ihre Rückkehrkante ist die Kurve (^2). Die Fläche i?(3,l) ist 
auch eine Torse, ihre Rückkehrkante ist die Kurve (co\Az — o)\Ax). 

Ähnlich betrachtet man folgende Fälle: 

o>2 = 0, co\ = 0 ; col > °A. 

sind nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null; 

co\ = 0, co3 = 0; oo\, oo\ 

sind nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null, 

o>3 = 0, a>4 = 0; co\, co\ 

sind nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null. 

Zwei Torsen R(i, Je) haben die Rückkehrkanten in den Grundlinien, die Rück
kehrkante der übrigen Torsen liegt in der Grundlinie nicht. 

Betrachten wir die A\ — Scharen der involutorischen Vierecke A\A2A^As. 

Wir haben drei interessante Fälle: 

1. Die Torsen, die durch die gegenüberliegenden Geraden der involutorischen 
Vierecke gebildet werden, haben die Rückkehrkanten in den Grundlinien, die 
Rückkehrkanten der übrigen Torsen liegen nicht in den Grundlinien. Das 
kommt in folgenden Fällen in Erwägung: 
co\ = 0, o)\ = 0 ; oo\, oo\ 

sind nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null, 

col — 0, co\ = 0 ; co\, o)\ 

sind nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null. 

Im ersten Falle haben die Flächen 72(1,2), i?(2,4), i?(4,3), B(3,l) die Rückkehr
kanten in den Kurven (A\), (o)\A2 — o)\A±), (A±), (o)\A3 — o)lAx). 
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Im zweiten Falle haben die Flächen .5(1,2), i?(2,4), 5(4,3), E(3,l) die Rückkehr
kanten in den Kurven (coiA1 — co\A2), (A2), (co\A± — co\A3), (A3). 

2. Drei Torsen haben die Rückkehrkanten in den Grundlinien, die letzte 
Forse hat die Rückkehrkante nicht in der Grundlinie. Das kommt in folgendem 
Falle in Erwägung: 

<o\ 0, coo 0, co\ — 0; col 

ist nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null. 
Die Rückkehrkanten der Torsen sind die Kurven 

(A\), (A2), (A4), (co\A., colAx). 

Ähnlich betrachtet man folgende Fälle: 

<o\ 0, co\ 0, ojj 0; col 

ist nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null 

<o\ 0, coi 0. col 0 ; co\ 

ist nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null, 

<o\ 0, o)\ 0, OJ3 0; oo\ 

ist nicht für alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null. 

3. Alle vier Torsen haben die Rückkehrkanten in den Grunlinien. 
Es bleibt der einzige Fall: 

o)\ co* co\ O>3 0 . 

Die Kurven (A\), (A4) sind die Asymptotenkurven der Fläche ü\, die Kurven 
(A2), (A3) sind die Asymptotenkurven der Fläche Ü2. 

Im folgenden betrachten wir die Allgemeinheit der Existenz von vier 
Kurven A\(u), A2(u), A3(u), A±(u) mit folgender Eigenschaft: Für alle Werte 
von u e l bilden die Vierecke A\A2A4A3 die einparametrische Schar der 
involutorischcn Vierecke. 

Satz 1. Die Bestimmung der geometrischen Kurven A\(u), A2(u), A3(u), A^u) 
m'l der Eigenschaft, daV\ für alle Werte von uel die Vierecke ^4iA2^4^3 bezüglich 
<Us (ntsprechenden Paares A\A\< A2A3 involutorisch sind, hängt von S Funktionen 
</( s- Parameters u ab. 

Reweis . Die Eckpunkte des Koordinatentetraeders betrachten wir in den 
entsprechenden Punkten der angeführten geometrischen Kurven (A\), (A2), 
(A3), (A4). Es gelten dann die Relationen (10). Bei dem festen Wert des Para 
ineters uel sind auch die geometrischen Punkte A\, A2, A3, A4 fest, es gilt 
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dann: 

(11) (ok: = ukt\\\, ?, k == 1, 2, 3, 4, i =£ k . 

Durch die äußere Differentiation der Gleichungen (11) bekommen wir folgende 
Relationen . 

(12) [du] + u](~ <>£ + "4), da] 0 , i ^ L 

In den Gleichungen (12) und in den weiter angeführten Gleichungen bedeutet 
w\, co\ keine Addition nach i. bzw. k. (Unter Voraussetzung, daß nichts anderes 
angeführt ist.) 

Nach den Strukturgleichungen des projektiven Raumes und nach der 
Gleichungen (II) gilt dann. 

D(o) = 0 i 1 , 2 , 3 , 4 . 

Die Formen (»\ sind die Differentialen der Funktionen &i, die im allgemeinen 
von dem Hauptparameter u und von den sekundären Parametern abhängen. 
Es gilt also: 

o>; = </©,. 

Führen wir nun die Umnormung 

Ai = QiAi, i =-= 1, 2, 3, 4, Qi =|= 0 für u e I, an . 

Wenn wir mit cö- die Komponenten der Bewegung des Teraeders At, i 1.2, 
3, 4, bezeichnen, dann gilt: 

dQi . doi Qi 
(13) (7)) ~ + «,;. =- + d0i; ö? w*, i * &; i, k 1, 2, 3, 4. 

Qi Qi Qk 

Wenn wir nun Qt -= e °\ i = 1, 2, 3, 4, wählen, dann bekommen wir nacl 
(13), (11) folgende Relationen: 

(14) ä>) = 0; öj - ? e i 0iß>f = ük'du, u] - e Gi G^i], i # fr 

Nach (14), (12) gilt dann: 

[du], du] 0. 

Die Funktionen Hf hängen nur von dem Parameter u ab. Die differentielle 
Verrückung des Koordinatentetraeders kann nun durch folgende Gleichungen 
bestimmt werden: 

(15) dÄ] = u)duÄl, e 4= k, i,k 1, 2, 3, 4 (nach & addieren) 
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Aus den Gleichungen (10), (13) folgt dann: 

u'l u\ u\ — u\ — 0 

Das System der Differentialgleichungen (15) für eine unabhängige Unbekann 

te u hängt von 8 beliebigen Funktionen der Veränderlichen u ab. Man kann 

nämlich die Funktionen 

u\, u\, u\, u\, u\, 11%, u\, u\ 

beliebig wählen. Daraus und aus den Gleichungen (13) folgt die Bestimmung 

der Allgemeinheit der einzelnen angeführten Typen der einparametrischen 

Scharen von involutorischen Vierecken. In diesen Phallen ist eine oder mein ere 

Funktionen 

4 1 '? 2 
U\, U±, U.2, H3 

im Intervall / gleich Null. 

Setzen wir weiter voraus, daß das Koordinatentetraeder mit den Eckpunkten 

A\, A2 • A3, A4 schon nach dem Satze 1 umgenormt ist. Die Vierecke A-^42-43-44 

seien für ne I involutorisch. Wir führen nun folgende Transformation der 

Eckpunkte des Koordinatentetraeders durch: 

J/i Ai Q1A1 -4- or^44, ÜI3 ^3 — Q3A2 + 03A3, 

M2 Ai Q2A2 -f" G2-43 JI4 A4 Q4A1 -j O4A4. 

Die Eckpunkte des neuen involutorischen Koordinatentetraeders seien 

Ai, A2, ^ 3 , ^14. Wenn 

(O1O4 t?40"i) (Q2<T3 030*2) + 0 

für alle Werte von uel gilt, dann sind die Punkte Ai, A2, A3, A± lineai 

unabhängig. In anderen Fällen, d. h., wenn für uo e i 

O1G4 O4O1 0 , o d e r Q2G3 — Q3G2 0 

î ilt, dann zerfällt das zugehörige Viereck in eine Abszisse. Diese Fälle schli *ßen 

Avil* aus. 

Die differentielle Verrückung des Tetraeders A1A2A3A 1 kann durch folgende 

Relationen bestimmt werden: 

dAi (^Ak (i, 1c 1, 2, 3, 4, nach Je addieren). 

Es gilt dann nach (4), (10), (14)-

3 1 2 4 n 
(Oi 0)2 co4 co3 — \) , 

J9 



Q2alUl Qía2Uì > 

Q2Q4Џ2 a2a±U\ > 

Qзa^uì ř? 4^î ' 

QiQзu2 - ° W з • 

wi(t?4°'i — Qia*) a^dqi — Oirt'Gi — [Oi]2^! + [crij2roi , 

(16) C02(Qsa2 ~~ Q~a3) O^dqz — D2^O2 — fe2]2O4 + [ ^ l ^ s , 

(0t(Q2a3 ~~ Q~a~) = a3dQ3 — Q3d&3 [̂ 3]2O>2 1 L^sT^s > 
wl(Qia<l ~ ö40Tl) — (T4rfD4 - Ol^O-4 [04]2W1 + |>4~]2O4 . 

Aus den Gleichungen (10), (4-) folgt dann: 

(17a) 

(17b) 

(17c) 

(17d) 

Setzen wir voraus, daß für alle Werte des Parameters u e I 

u\ 4- 0, u\ =# 0, H:j 4= 0, ur6 4= 0 

gilt. Die zu der gegebenen zJ-Schar der involutorischen Vierecke AiAiA^A^ 
gehörigen Flächen It (i, k) haben dann im Intervall I keine Torsalerzeugenden. 

Setzen wir voraus, daß die A-Schar der involutorischen Vierecke A\A*A\A~ 
eine zlVSchar ist. Das kommt zum Beispiel im Falle io\ 0 in Erwägung 
(Jede der Formen co\, (o\, co\ ist nicht für alle betrachteten Werte der Para 
meter gleich Null.) Nach (]6) gilt dann: 

(IS) d l Ql J [ Ql j u\äu r u\du 0 . 

Die Gleichung (18) ist die Iticcatische Differentialgleichung für die Unbekannte 

j I. Jede ihrer Lösungen bestimmt auf der Fläche üx den geometrischen Ort w 
der Eckpunkte M± der involutorischen Vierecke, die im allgemeinen \ on 
Typus Ai sind. Weitere Eck])unkte finden wir nach (17), (3). Ähnlich kann 
man w7eitere Fälle betrachten. 

Im folgenden untersuchen wir die Bedingungen, nach welchen die Schar 
der Vierecke A1A2A4A3 eine zVSchar ist. Das kommt zum Beispiel im Falle 
<D\ 0, (oi 0 in Erwägung. (Jede der Formen (o\, 7n'r\ ist nicht für alle 
betrachteten Werte der Parameter gleich Null.) Nach (10) bekommen w ir 
dann: 

(19) d y \ \ \ u\du + u\du — 0 , ^ ( J ~ ( J uiflu lltda ° • 
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Nach (17) folgt: 

(--0) d[^)-[L>1\ v{du^ u\du 0 , 

* i \ 2 

I u%du + icßa 0 . 

Die 13-Schar dei Vierecke A1A2A4A3 kann nur im F"alle der gemeinsamen 
l_öfc>ung der Jliccatischen Differentialgleichungen (20) existieren. Älmlicli kann 
man die anderen Fälle der /J3-Scharen der Vierecke A1A2A4A3 betrachten 

Älmlicherweise untersuchen wir die Möglichkeit der Existenz der U-Schar 
dei Vierecke A1A2A4A3. Es handelt sich immer um die gemeinsame Lösung 
des S\stems der Jliccatischen Differentialgleichungen. 

Satz 2. Betrachten vir die Bosenfeldschen Bilder des Geradenpaares (Mi, Mi) 
(M±, Ms), die ~^i den gegenüberliegenden Seiten der involutorischen Vierecke 
du F Schar des incolutorischen Paares P gehören. Diese Geraden bilden eine 
zweipar ametrische Schar der Geraden im Kleinschen l^i?n P5 . Für den feste? 
Weit u u"o e I gehen diese Geraden durch einen festen P^lnkt B. Ahnlich 
bilden die Bosenfeldschen Bilder der Geraden (M2, M4), (M%,M\) a^lch eine 
zveiparamet) ische Schar. Für u UQ G I gehen diese Geraden durch einen festen 
Punkt B Die Pmikte B, B liegen auf der Verbindungsgeraden der Kleinschen 
Bilder S, S von Geraden s, s. Die Geraden s, s sind die Verbindungsgewden 
(für ^l UQEI) der Quasifleknoda^tnkte der Flächen D±, üz- Diese Verbin 
dungsgeraden s, s sind keine Quasifleknodalgeraden. Die Punkte S, S, B, B haben 
die harmonische Lage. 

Beweis . Setzen wir voraus, daß das Koordinatentetraeder so gewählt ist 
daß die Relationen (10) gelten. Für die Quasifleknodalpunkte des Paares P 
gilt dann nach (6a), (6b): 

U\U\[Q\\" UIUIIG-L]2, 

u*ui[Q3]
2 uiul[as\2 

AVii bekommen leicht die Quasifleknodalpunkte des Paares 

{u\ul)lAi + (uiul)lA4 , (ulu\)lA2 ± (u\uVpA$ . 

Die Quasiflenodalgeraden des Paares sind die Verbindungsgeraden der ange 
führten Punkte (für u uo c I) immer mit dem gleichen Vorzeichen. Betiach 
ten wir die übrigen Verbindungsgeraden der Quasifleknodalpunkte. Für die 
Kleinschen Bilder S, S solcher Geraden 9, s gilt dann: 

21 x V (uyjtuKA^AJ + u^A,, 44)] (u%\)'[u\(Al As) + u^(A 14)] 
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(21b) S (u\u*)\u\(A19A2) + ut(As,A4)] + (u\u\)\u\(Al9 As) + u\(A»,Aj\. 

Die Geraden (Mi, 3I2) haben nach (3) folgende Bilder im Kleinschen Raum: 

(22a) T12 — QIQ2(Ai, A2) + QIO2(AI , A3) — Q2OI(A2 , A4) aio2(A3, A4) . 

Ähnlich bekommen wir die Kleinschen Bilder der Geraden (314, 3I3): 

(22b) T43 — Q3Q4(Ai9A2) \-Q4az(Ai9Az) Q3aA(A2, A4) — a3a4(A3, A4) . 

Bemerken wir noch, daß die Parameter Qi9 a , i — 1, 2, 3, 4, in den Relationen 
(22a), (22b) durch die Gleichungen (17) \erbunden sind. 

Im Kleinschen Raum betrachten wir den Punkt 

(23) R-u\(A ,Ai2)+u$(A39AJ. 

Dieser Punkt liegt auf der Verbindungsgeraden der Punkte S, S (immer für 
den gleichen Wert des Parameters u). Die Rosenfeldschen Bilder des Paares 
(311, M2)9 (3I4, 3I3) sind die Verbindungsgeraden der Punkte Ti2, T43 (immer 
für den gleichen Wert des Parameters u). Jetzt finden wir die Bedingung, 
unter welcher die angeführten Rosenfeldschen Bilder für den festen Wert 
uoe I durch den festen Punkt R gehen. Nach (22a), (22b), (23) bekommen 
wir in diesem Falle: 

(24a) QlQ2Kl + O3O4I^2 — u\ , 

(24b) — oio2Ki — a3a4K2 u\ , 

(24c) QIG2KI + Q4O3K2 = 0 , 

(24d) — Q2GIKI — O3O4K2 — 0 , 

Ki = Ki(u9 Qi, ot) , K2 = K2(u, Qi. at) , i 1,2, 3, 4 . 

Die Gleichungen (24c), (24d) sind linear abhängig. Das folgt aus den Gleichun
gen (17b), (17d). Aus den Gleichungen (24c), (24d) bekommen wir nach (17): 

(25) Ki = — xQ±asul — KQZO£I\, K2 xQxa2u\ — xQoO^il , 

x — x(u, Qi, Oi) , ü = y\u, Qi, Oi) , i — l, 2, 3, 4 . 

Die linken Seiten der Gleichungen (24c), (24d) sind nach (17) in den folgenden 
Fällen identisch gleich Null: 

0-1 02 Qs 04 0 , 

01 Q2 -- a3 = : Cґ4 -- 0 . 
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Im ersten Fall bekommen wir nach (24a), (24b): 

Im zweiten F'alle bekommen wir 

Ki 
u\ 

, Ki 
< 

Ki 
u\ 

, Ki 
O1O2 GЗO4 

men wir 

кľ 

u\ 
Ki 

u\ 

G\Ö2 OзO4 

J11 den beiden F'ällen sind Tyi, T43 die geometrischen Punkte (A\, A2), (A3, A4) 
(im zweiten Falle im umgekehrten Sinne); nach (23) liegt der Punkt R auf 
lhrei Verbindungsgeraden. Diesen Fall betrachten wir im folgenden nicht. 

Die Größen K\, K2 (nach (25)) kann man in die Gleichungen (24a), (24b) 
einsetzen. Mit Hilfe der Gleichungen (17) bekommt man in den beiden Fällen 
folgende Relation: 

G2GSKUI[ £10*4 + 04O1] — < . 

Daraus kann man die Größe y, berechnen und in die Gleichungen (25) einsetzen. 
Man muß noch den Fall 

— O1O4 + O4O1 = 0 

behandeln. In diesem Falle fallen nach (3) die Punkte T12, ^43 zusammen, 
ihre Verbindungsgerade ist nicht definiert. Wenn wir diesen trivialen Fall 
ausschließen, dann gehen alle Verbindungsgeraden der Punkte T\2, T43 bei 
dem festen Werte des Parameters u (auch in den Fällen (26)) durch einen 
festen Punkt R. Die Gleichungen (24) sind für Ki, Ki immer lösbar. 

Ähnlich kann man berechnen, daß für den festen Wert u =- u^e I die 
Verbindungsgerade der Kleinschen Bilder von Geraden (M>, M\), (M3 M\) 
dmch den festen Punkt 

(27) R uKA^AJ + uKA^AJ 

gehen. 
Nach (2la), (21b), (23), (27) haben die Punkte S, S, R, R die harmonische 

Lage. 
b) Wir finden nun alle involutorischen Paare der Regelflächen mit der 

gegebenen reellen Quasifleknodalfläche 0 und mit den auf ihr liegenden 
gegebenen Quasifleknodalkurven. Die Erzeugenden p(u) der Fläche 0 seien 
für keinen Wert von u e I torsal. Setzen wir weiter voraus, daß die auf der 
Fläche 0 liegenden Quasifleknodal punkte de Paares für keinen Wert von 
ue I zusammenfallen. Die Koordinaten der erwähnten Quasifleknodalkurven 
1 i(a), A3(u) seien die Funktionen des Parameters u e I der Differentialklasse C4. 
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Im Raum P3 betrachten wir weiter ein Koordinatentetraeder mit den 
Eckpunkten auf den Kurven A\(u), A2(u), A3(u), A4(u). Nach der Voraussetzung 
gilt: 

(A±. Az, Ą, A'й) * 0 

für alle Werte von u e I; die Striche bedeuten die Ableitungen nach u. Daraus 
bekommen A\ ir dann: 

(28) AI 0L11A4 + 0C12A3 + ßlxA\ + ßuA's , 

AI LX21A4 -J- 0L22A3 + ß.nA[ + ß^A'z , 

wo oca — ocifc(u), ßnc ßik(u), i,k— 1,2, gilt. Die Punkte Ai_,A2 wählen 
Avir in den Tangentialebenen in den zugehörigen (d. h. für den gleichen 
Wert des Parameters u) Punkten A4, A3. Man kann die Umnormung (siehe [4| 
der Eckpunkte Ai_, A2 so wählen, daß 

Ai — C1A4 + C2A3 H 2A\ , 
(29) 

A2 - C3A4 H C4A3 2A3 

gilt. Ln den Gleichungen (29) ist ct — ct(u), i 1, 2, 3, 4, die Funktion du 
Differentialklasse C?. 

Wenn für einen festen Wert u0e I die Relation c2 — ß12 gilt, dann ist 
die Gerade (A4(uo), Ai(uo)) die asymptotische Tangente der Fläche 0 im 
Punkte A4(uo)', wenn für u — u^e I die Relation C3 = ß2i gilt, dann ist die 
Gerade (^3(^0), A2(uo)) die asymptotische Tangente der Fläche 0 im Punkte 
Az(uo). 

Die differentielle Verrückung des Koordinatentetraeders ist durch dit 
Gleichungen 

(30) dAi o)^Ak — ul-duAk (nach k addieren) 

gegeben. Aus den Gleichungen (29), (30) bekommen wir dann leicht: 

(31) o)\ — \(c2 4- 2ßi2)du, 0)1 1(C3 — 2ß2i)du, OJ\ \c3du, (o\ \czdit, 

0)1 = (oj — 0 . 

Weiter betrachten wir nur diejenigen Flächen ß i - (A\, A4), Q2 — (A2. I3 
die im Intervall I keine Torsalerzeugenden haben, es gilt dann* 

c2(c2 + 2ß12) 4= 0 , c3(c3 - 2ß21) 4= 0 . 

Satz 3. Alle involutorischen Paare der Flächen Q±, ü2 mit der gegebe en 
Quasifleknodalfläche 0 und mit den gegebenen Quasifleknodalkurven AA(U), AS(U) 

bilden im allgemeinen die Menge, die von einem Parameter abhängt. \\ enti die 
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Fläche Qi durch die asymptotischen Tangenten der Fläche 0 gebildet ist, dann 
bilden die Flächen Qi,Q2 ein involutorisches Paar genau in dem Falle, trenn 
A3(H) die asymptotische Kurve der Fläche 0 ist. Es gibt dann unendlich viele 
solcher Paare. 

Ein ähnlicher Satz gilt auch für den Fall, daß Q? durch die asymptotischen 
Tangenten der Fläche 0 gebildet wird 

Bewei s . Nach (7), (31) bekommen wir die Bedingung für das involutonsche 
Paar der Flächen Q1, Q2 

0*2) C2C3 ß2lC2 f ßi2C3 2/?i2/?21 0 . 

Zwischen den Größen C2, C3, die die Lage der Erzeugenden der Flächen Qi, Q> 
bestimmen, besteht nach (32) eine bilineare Relation. Wenn wir eine diesei 
Größen als eine beliebige Funktion des Parameters u wählen, dann kann 
man schon die zweite Größe nach (32) linear berechnen. 

Betrachten wir noch folgende Fälle: 

c2 ßi2, c3 — ß2i . 

Setzen wir die Gültigkeit der ersten Relation für alle Werte von ue I \ 01 aus 
Dann wird die Fläche Qi durch die asymptotischen Tangenten der Fläche 0 
längs der Kurve A\(u) gebildet. Die Relation (32) gilt dann nur im Falle 

ßi2 -ßzi 0 . 

l i r Falle /J12 0 ist die Fläche Qi eine Torse; diesen Fall schließen wir aus 
Im Falle ß2i 0 ist die Kurve -A3(^) die asymptotische Kurve der Fläche 0 
man kann dann die Größe c3 beliebig wählen. (Die Fläche Q2 soll nach der 
Voraussetzung im Intervall I keine Torsalerzeugenden haben.) 

Ähnlich kann man auch den Fall d ß2i betrachten. 
Die gleichzeitige Gültigkeit der Relationen C2 — ßi2, c3 ß2i im Punkte 

u u$ e I ist nicht möglich; in diesem Falle gilt nämlich (nach (32)) c2 0 
oder c3 0, d. h. die Fläche Qi, bzw. die Fläche Q2 hat für u UQ eine rl or 
sa ler zeugende. 

Satz 4. Betrachten wir das involutorische Paar der Pegelflächen Qi, Q mit 
da gegebenen Quasifleknodalfläche 0. Die Kurven (A4), (A3) der Fläche 0 seien 
die Quasifleknodalkurven des Paares. Setzen wir voraus, Jaß die Erzeugenden 
der Flächen Qi, Q2 für keinen Wert u — u$el die asymptotischen Kuncn der 
Fläche 0 berühren. D sei das Doppelverhältnis der Tangente der Kurve (A4), 
der zu der Kurve (A4) konjugierten Tangeide der Fläche 0, der Erzeugen l n der 
Flache 0 und der Erzeugenden der Fläche Qi (für u u0). Weiter sei D das 
Doppelverhältnis der Tangente der Kurve (A3), der zu der Kurve (A3) konp gierten 
Tangente der Fläche 0, der Erzeugenden der Fläche Q2 und der Erzeugenden 
lei Fläche 0 (für u UQ) Dann gilt für alle Werte von u e I: D D 



Bewe i s . Die asymptotische Tangente der Fläche & im Punkte A± ist 
durch die Punkte A±, ßi2A3 + 2A\ bestimmt; zur Tangente (A4, A^) ist 
die Gerade (AU, — 2ß\2A3 + 2A'±) auf der Fläche & konjugiert. Die asympto
tische Tangente der Fläche 0 im Punkte A3 ist durch die Punkte A3, ßziAi 

2A'S bestimmt. Zur Tangente (^3,^3) ist auf der Fläche 0 die Gerade 
(^3, 2ß2\A\ — 2Ä%) konjugiert. Nach (29) gilt dann für alle Werte von u E I 
folgende Relation: 

D 

Ähnlich gilt für alle Werte von u e I: 

D 

C<L + ЏVŁ 

C<1 

fз 

cs - 2ß. 21 

Wenn das betrachtete Paar involutorisch ist, dann und nur dann gilt nach (32) 
für u e I: 

D - D. 
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