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31ATE3IATrCMs"()U V / U K A T M N Y Č A S O P I S i>A\, J<» 4. 1!)(}(, 

DIE DEDEKINDSCHEN SCHNITTE IM DIREKTEN PRODUKT 
VON HALB-GEORDNETEN GRUPPEN 

AX IUK I T I I K . K( 

IT • • i (' k rhu- ha!í)í>'ooťdneí e Akou>'c. F ü r A k '#' b e z e i c h n e n AU inil 

/C ; ) V/M' . < J . ! j d.C A l e i m e a l l e r U i i i o ' c n S e l e n n k e n bzv, a l l e r (»horou S c k r a n k e n 

\ - . " C Fc'.-ue'' s'u />(i') i)\\v. //(C) d a s S w t o m a l l e r A!ene;en T ( C ( C ) ) , wobe i 

C U ' u b e h u h i u e T e i l m e n g e von (-) bzv, . e h n biJiehuire ni(Jit lee-re V<MÍ o b e n bo-

m ' o n / i c J T T U O U M O y o o (; i s t . J^ules ü^v S y s t e m e . / ) ( - ) , F(C) ist dnceJi d i e 

m e u v e ' U iu ' a v . i s e h c l u k i u s i o n t e i l w e i s e g e o r d n e t , k s C t b e k a n n t , (kdj / ;( '/) 

c ;u. . o! !•••; Mudieor V o r b a n d ist (vu;k z. !>. : h S. f>8 | ) . Vs ist l< iol i t z u h o w o C e u , d a h 

/k(ó );ii, , J!u< m r o . r i k c u i V e r b a n d ist., i u d i e s e r lkíí)U'S'lu!K;í u n t e r s u c h e n w ir d a s 

S w ď M u CiC) os d e n , V\\J\. w e n n (• e in d i r e k t e s I V o d . u k t i s t . W i r T o o a s e o d a h 

•in- '>' - \\<>\ d i e B e z i o h u i m /'/(//) - H F C C ) folgt . Vine a n a l o g e B e h a u p t u n g 

ť T / ' -Matt C ? ' i h n i c h t ( v g b u u c h j 4 i b C o r n e r beweisen, wii' d e n a n a l o y c n Sa.kz 

!'•;" > iue h. ias1*' v o n halbg< o r ď e . e n ( u ' u p p e n ; d i e s e K l a s s e e n t h a l t M.jk" a. 'clii-

! e r o ; s r ! u M \ ei 1 >i\ndsgeorduetr n C r u p p i - n Cuuu'o w e i t e r e B e z i e h u n g e n :-es i s c T a t 

d e o k u e r n s e h a i t o ; . vcut v e r b a u i C v e n r d o e h n Cru j ) ] )on C und. C T ? ) w o r d e n 

;d> -eieiret 

W i r C o u i z c u (ho f o l g e n d e n B e / u i e h u u n g e n . .Ist \<f\\ C Ck i n ť uM o h / u 

Mi|> o v >\ so s c h r e i b e n w i r o u Y n. x / u r v - v. k 'ür h a l b g e o r d n e t c Alougen 

I\ (J s c h r e i b e n wir P -• u/k w e n n e s e i n e i s o m o r p h e A b b i l d u n g vor« P <\ui'(J 

g i b t . IT x u u o C u n d e i , // C C. I s t a i F-{li) b z w . A C U {!>>), so s e t z e n w i r 

o /> b z w . .1 />. J)ío H a l b o r d n u n g h\ !>((') \uiäF(G) w i r d m i t C b e z e i c h n e t 

w e r d e n ' d a s S u p r e n u u n u n d d a s l u i i m u m b e z e i c h n e n w i r a u c h in d i e s e n Sy

s t e m e n m i t . , ,.\ . F s sei AÍ e i n e n i c h t l e e r e .IMenge; hur j e d e s a u M sei CC 

e i n e h a i b w o r d e n t e A l e n k u \~)n* d i r e k t e S h ' o d u k t I T C . i s t d a s S y s t e m a l l e r 

A b b i l d u n g e n / : J / - U CC m i t / ( r / ) rř O ^ ťi«T j e d e s ar AÍ: w i r setzcui J\ '. J?, 

\\<nn l\[y.) ' ,/T^) ťiu' j e d e s oc u M i s t . l i e z e i e h n e n w i r l\0\ ----- F. S e t z e n A\ ir 

v o r a u s . (\(\ti e in I s o m o r p h i s m u s 

(1) <r:(! - l l f T 

;5 2i) 



gegeben ist. Kür xe G bzw. X C G setzen wir (/ (x) (x) x(oc)(]). </(X)ix) 

-- X(x). Die d i rek te Zerlegung ( l ) von.G heißt n icht t r iv ia l , wenn es x\. x-2 M 

ü'ibt, so daß x\ ^ a<> und card Gyi > 1, card 6' > I ist . 

In den Abs . 1—6 setzen wir voraus, daß (1) gilt. 

1. Es sei A eine von oben begrenzte Teilmenge der Menge (7. Dann /">•/ (' (A)(x) 

U(A(oc)). 

B e w e i s . Ks sei // r (>(A)(x). Dann gibt e s . r t / '(A ) mit x(x) //: da .c A 

gilt, haben wir.r(a) J ( a ) . also ist // c~ iT(A(oc)). I bngekohr t . es sei // /'•, A(x>s. 

Nach der Voraussetzung gibt es x c- ( (A). Es sei / dasjenige Klem<mt ; n s /•'. 

für das gilt: / ( a ) ' w* f(ß) <l (•<")(/') -Hb' jedes //( J / . // x. Bezeiohnen \-ir 

7 Af) -•- //: für jedes ;'r- J/ ist ;/(;') : J ( ; ' ) , ? ^ s o ' s t // ^- Daraus hrk.,mn-'- ! . 

wir // - / ' ( A ) , H - ,7(a) e F(A)(a). 

B e m e r k u n g . Wenn A von oben nicht begrenzt c t . dann braut ht OUH 

analoge B e h a u p t u n g nicht zu gelten (es ist nämlich / ~(A) ' . i'\.l)(x) J . 

dabei kann A(oc) von oben begrenzt sein und dann ist (\A(x)) / ( . !)( :<)) . 

In dualer Wei *c bekommt man : wenn A eine von unten begrenzte Tei lmenge 

der Monge G ist, so haben wir L(A)(x) - L(A(x)). Ks gilt also: 

2. Es sei A eine von oben begrenzte nichtleere Teilmenge von G. Dann i«f 

L(D(A))(x) ^ L(G(A(x))). 

Bezeiohnen wir L(U(A)) A'. Un te r den e rwähn ten Voraussetzunu-e!. 

ist also A'(x) - (A(oc))' 

B e m e r k u n g . Ks sei A eine nichtleere von oben begrenzte Tei lmenge der 

Menge G. Offensichtlich gilt A (- E(G) genau dann , wenn A' - A ist. 

3. Es sei A e E(G). Dann ist A(x) e E(G(X) für jedes a e M. 

B e w e i s . N a c h der Voraussetzung ist A n icht leer und von oben begrenzt , 

also ist auch A(oc) n icht leer und von oben begrenzt . Ferner ist A' -—• A und 

daher ist nach (2) (A(x))' - A'(oc) = A(oc). 

4. Es sei Aa c=E(Ga) für jedes oc e M. Setzen wir A {x x t G'. x(x) Ai ' 

für jedes oc e M\. Darin gilt: 

a) A(OL) Ax für jedes oc t; M. 

b) A eE(G). 

B e w e i s . Die erste Behaup tung ist klar. Kerner ist A ( : für jedes x M 

wählen wir ein E lement vxe / ' (A^) und es sei reG mit v{x) r, für j ede-

a e : M. Dann ist A ;.' r. Es sei xeA'. Noch 2 gilt x(x) c,l'(y) (Ai:-.))' 

--- (A*)' AV also ist , r e A. A' A. 

( ' ) W i r s c h r e i b e n u b e i a ü (/(•>')( x) . i n s t a t t [y(.<')K*) : ''Hi" V C << sH Jen / s e i l i T i i r i ' (j > X )< : 

J.í'í 5f) ' ' G A" , . 
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5. Es sei A, JicE(G). Die Beziehung A CB ist genau dann erfüllt, wenn 

AL(OC) C B(a) für jedes oc e M ist. 

B e w e i s . Ist A C B, so folgt aus der Definition des d i rekten P roduk tes 

A(oc) C B(oc) für jedes oc e M. E s sei, u m g e k e h r t , A(oc) C B(oc) für jedes oc c M 

und a c A . Wählen wir ein beliebiges c c (J(B). D a n n ist nach 1 c(oc) c U(B)(oc) 

(r(B(oc)). Aus o(oc) e B(oc) b e k o m m e n wir j e t z t a(oc) < c(oc) für jedes a c AI: 

dah<r ist a C c. Daraus folgt a :f G(B). also ist ae L(F(Li)) ^ A c />• 

Aus 5 folgt unmi t te lbar : 

5 .1 . Ist Ai. B c E(G) mal gilt A(oc) B(oc) für jedes oc c AI, dann ist A B. 

Flu- jedes x c-G bzw. ff e G\ bezeichnen wir x \v u c G, v < ,r|, // 

! ! ! , ! ! c »r\ , n •'-"" y{. 

G.Satz. A Hs r/cr Bvzi'duing (I) /O/t// t//c Fxistemz <in+.s Isornorphixnu'x </: 

F(r;) - II E(Goc), so daß rp(x)(oc) v'(.t')(a) / ^ ' ' ,/c//e-s ; r e ( / H/!t7 jct/cs occ AI 

gilt. 

B e w e i s . Wir benutzen die schon eingeführten Bezeichnungen. Be t rach ten 

wir die Abbi ldung 

(2) 7 : E(G)~^ 11 E((,\) - F, 

die folgendermaßen definiert ist: für A e E(G) ist o3(J.) ^ / e l l E(GlDi), wobei 

f(a) .1 (a) für jedes a e M ist. N a c h 3 ist cp wirklich eine Abbi ldung der Menge 

F((>) in F: nach 4 u n d 5.1 ist d a n n q> eine schlichte Abbi ldung von E(G) auf F. 

Aus 5 folgt je tz t , daß <y ein I somoprh i smus ist . E s sei oc e M, .r e (7. D a n n ist 

.V c E(G), also x' ~ x. Nach der Definition von ep h a b e n wir <p(x)(a) — x(<x). 

Nach der Definition des d i rek ten P roduk te s ist x(oc) ----- <p(x)(x) eE(Ga), also 

gilt (j(x)(oc) = q>(x)(v). 

Wenn G das g röß te u n d das kleinste E lemen t besitzt , d a n n gibt es in jeder 

Menge (Va das größte und das kle ins te E lement . Im solchen Fal l ist offensicht

lich D(G) - E(G), D(Gx) - E(G\). Ans dem Satz 6 folgt also: 

6 .1 . (Vgl. [•!, Satz l j ) . Wenn in G das größte und das kleinste Element existierf, 

dann folgt aus (I) die Beziehung D(G) - II D(G\). 

Wir wollen j e t z t eine analoge P rob l ema t ik für ha lbgeordne te Gruppenf 2) 

un te r suchen . Eine Isomorphismus von ha lbgeordneten Gruppen wird mit 

dem Symbol ^ bezeichnet werden . E ine ha lbgeordne te G r u p p e G heißt 

volls tändig abgeschlossen, wenn aus a, b e 0, na r j b für n ----- 0, 1, 2, 3 . . . . , • - !. 

- , — 3 . . . . die Beziehung a 5" 0 folgt (vgl. |3]). (Mit 0 (oder, wenn notwendig, 

mit Oa) wird das Nul le lement von G bezeichnet .) Es sei AI eine nicht leere 

Menge und für jedes oc c AI sei Ga eine ha lbgeordne te Gruppe . Bezeichnen wir 

'.-) .Mir hn ib j i 'eordncte ( I r u p p e n benu tzen w i r d ie Beze ichnungen nach | 1 ). 

3 3 1 



mit F das diгokte Гrodukt der halbgeordneten Mengen + (ę_). Ғür j \ . /•> £- ľ 
setzen ЛVІĽ/i -|- fг ~- {!., gєF, лvobei r/(a) • - f\(a) -j fz{x) íür jedes x r Лl ist. 
Dann ist F++ I ) das direkte Produkt der halbeoordnotou (íľuppen /••',: dirv--
bezeiehnon wiľ nпt I Í + + 

Dio iblvenden IVhmip tungen 7 nnd H shul Һeka.mt. 

7. (\'e.ľ ; ;ľ| ) / > ,sf І /»' eÀiir (JґľicҺteìЄ Пilb<!('iii(l'tiJ (ttнfr.-u Jll(;,.ss(iii (ҺIІJП,. , J), ;• -

łtiercii tctľ Іłi F((!) cfłX' biił.ãr<: Opcпrfion | , +/</v.e>v/.ooßr/v h(r Л. . Һ /ľ.o-

srlzcłł triľ Л e, ц . \Л < ІГ;Һ(Л) Ihnni > A/ľ + - : ľ; ľ'//c ґ<JU\ru,rf;,v 

VГľҺ(tV(h<(;e(ìí'(Һłct( O} (I' pfhV 

S. (+..+ И ľ SidZ ľ . ľ + j +• V /.' </ ľ//Є' (f(ч'M'Іrf'-í<. ľVee/.V. /'ľ: •'< /' •.../.< // V-

УJ< ilCJIЧłíJ Ҷ ľ'í ) - П // ,ь Í 7 r J/} ,7t /' }:<flb<jr,,fíiìчtil; ЛҺÌІІJІ ' / ( '.;'•'/ V ,.. 

F-o+ŕdv- a . J/ . > v / / v/v + + + : '" + <ľ + п ľ + + r / •/' s ,. J / . ..-

v ľ /ľ/;v/ >/ed <rfh Miпjfłi + / '}rf(.'JГ;<>>p< łi (Һ ; í :•• .« /,•/>,., Í/Í ) ,•,.,,</ ^ - ,//.'.' 

- | '<> :. ľ.ř l'ľ\. Є'0<ľ < OO ЛҺҺiҺҺłґłJ •/ 1 jҺhiГiXІr, ,,/-//>.. rf<llif!< >'! > . /<./ • ' . 

ľ •• v ! ' ; ľ ': ŕ ; ••'' ľ + : 7 + )' ') '/' ''•!'/; •''''п+ >• ľ, •') П.',.. .'.v,i;. •' j / 

- r | s e i i • 

/< í Í , /•'(// ľ-

ľ ; o, / r . (fcľtrłihb л ľ / ľ o e 
• / • • / • • ' 

F e v c . s Iv' -!-' v-on l'i!i;;r.r!/!|ieiiii>. , ' >' •_ (i,.// -.^y' '»•••• i i j i i i . i «-1 

it!!.|i oni F o m o r v k r lem e; h';eu;- /Ji der I 1 ;d o< n' e u i oi -dlem 'i !'. V í ' ' • --

-- 11 <+'v !. \ a e k íi hakeu ej< •lnuti ./ .. /','(•+ .. -- i! /;/(/+< + v o, 

die Melice aiier Klemente v • / + / / em i/í \ ) ; , . ] o; + j. i j- e/[e ' ••/ 

:> >. Ni>oh S ist joel* AlíMi.iro *' /., eme l :nto{\m'upíie \n;i A'i//j und ,-s r\hx ein« m 

! e,mvrp!nsmus // i F(+') v lb,f/, wobei die .V-bi lduev v «n e.loiehe-- W« •<(• 

w" 1 m S ei-kíiívt ist (d. !>, -, j(A+7.) ist. ein Fk-ment í ' : ] ^ ; ; »on ^ i / )••>.; 

(l{X)[7.) Ulld 7 + )(/;) U l / ; ) biď jndo^ e e J/ /'/ >c).do{/J u,.|)i|V ( .. / 5 l 

z c i ^ r n , dal.» dle YerhaiidNuruopon i<\ und K[ií x) \u\ je<!<^ y .J/ is,»mer »íi 

síní.!. 

"f>etra.ehtou v> ir di(3. \ b b i k h u m <v, » • Fr\!l J). die ib i^endennaüen d< li

niert ist tur A c + sei ' / + - 0 7 + K + '-"-" ^ ( : 0 - Atis d<un Isvnujt-piusmu- •/ 

und aus h i iol.et. <í;d/f //iV ein Ssomorplnsmus in J>O'.'.UÍÍ auť die llalboi-dnunLi 

ist ivs sei Ai v d x, i i . :k Dann haben wir 

</>+ S i A o) rA(A\ i ..F)'! id, : A-^'(-.). 

í=t) Kiii- A. li C ^' set/.en wii- -I li \« • /' o- . , 1 . /) e ! i\ . 
(]) |)ie ( «ruppennpemt ion in E(1/ft) ist analog w !<• mi SMÍ/. 7 erkhirí 



Nach 2 ist also 

VV-^i + i A2) - |.(--li 4 A2)(x)]' ----- [yli(a) + .42(a)]'. 

Aus den Voraussetzungen des Satzes and aus 7 erg ibt sieh, d a ß G,x und E(llx) 
ger ichtete und vollständig abgeschlossene O r u n p e n sind. Daher ist 

\Ai(y) ! .-•_(:•-)]' - J i ( ^ ) V J : : W - < ' V h ) -! ,r*(, l .>). 

Damit' ist die B e h a u p t u n g bewiesen. 

10. ld< rei (! f /// V rhand o/iUx, größte* Element. JJann kann 1)(G) nicht (ds 
nicht fri,r\alr< direkte* Produkt dargrxh/Jt icerdeu. 

Bew «sis. Wenn man J)(G) d\:< mebttnvsakvs d i rektes P r o d u k t darstel len kann, 
so exist iert eine neaUtr iv ia le d i r e k t e Zerlegung o: D(G) <- E . Q mil zwei 
Faklorou. Die tdon-eute aus E x (> norden wir als P a a r e (/<. 7) (pr E. "< ',)) 
he/« lehnen. Da l){G) ein kleinstes und ein groß tos E l e m e n t besitzt, o.\i-,t»or! 
auch in V ein k l e i n s i o und c in großtos Element ; bezeichne?, wir diese Kiemente 
mi; ()/•, 11>. Die Svinbole 0.(. , In haben eine analoge JBod'au.ueg. Es sei 
.i 7 [{(lr, O v ) ) , /> - <; '((Jh'- /(,/))• Wenn die Menge J in. G n V h t \ou 
oben beschränkt VF so gilt. X V <, . und da. .1 E>(G) ist, haben wir V V, 
" ( A ) (//.. / ( d. D a h - r ist lo f'),, :.-rd V ' I, d a s e i n \Yid(s\sn,ue!. ist i u V 
oüu es Vso eine obere S c h r a n k e ..<, dei Alongo .-(; in analoger Weise gibt es V (/ 
eine obere S c h r a n k e ih\ der Monge //. Bezeichnen wir CQ a,{) , lV. IV r>r\ . V 
bzw />,, bzw. f ', die Monge aller E l e m e n t e aus G.. die kleiner oder gleich ,•,.. 
\v/.w . iirAv/w eoVud. Aus dm' Definition der Mengen V, /> folgt _I \/ .H W 

!so o;ui. aucU V; oťlensiebí hen íV: a b e r A() '/ //,, 
0 ; d a l i e ľ 

isr, •',, das g r ö ß l e E l e m e n t in W wxc; ein \\ idorsprueh ist. 
Inno analoge B e h a u p t u n g g u t G\v den Fall, wenn es i\\ G Juan kleinste-

Element g ibt . 

10.1. B e m e r k u n g . Die B e h a u p t u n g a u s 10 k a n n für eine ha lbgeordnete 
Menge (, nicht verallgemeinert, werden. .I>IMS]»ied: E s sei G //, b, 0}, wo 
bei a - t). a •, c gilt und die .Elemente b und c unverg le ichbar sind. l)(G) 
kann eis d i rektes P r o d u k t .1 x V dargeste l l t werden, wobei eard V card 
11 -1 ist. 

I I . Es gibt Pia 11 Yzrband G mit folge udeat Eigenschaften: a) G besitzt (in 
kldnPes und ein größirr Element: b) G ist hin nicldtriviales direktes Produkt; 
ei D(G) E{G) bißt >•/(/// ats vichUrivicdes direktes Produkt darstellen. B e i s p i e l : 
Es sei G die Monge aller Paare (,r, //) von reellen Z a h l e n x, // c P),l \, (,r, //) 

( l .u) . Dabei setzen wir (.i'i . //i) ;V (x<>, //:.)- wenn #1 \V .jn u n d //1 V //•> gilt. 
G ist ein d i s t r ibut iver Verband m i t einem kleinsten und einem größten .Element. 
Setzen wir A \(x. 0) : 0 ,r < 1}; offensichtlich ist yl t />(O). Es sei /> r 
> D(G). .BezeiehiKui w ir mit /ij bzws m i t JJ> die j\lenge aller a-o bzw. //(). zu d(m 
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es ein // bzw. x g ibt , so daß (XQ , y) e B bzw . (,r, //()) e B ist . und es sei ,fi ^ 

su]) a'o (XQ e Jb), //i sup Ho (l/o e #2). I s t (.ri . //1) ^ (1, 0). so gilt B A: 

im Falle (x\, ;/i) / (1 .0) ist (x\, y\) das größte E l e m e n t in B. Die ha lbgeordne te 

Menge D(G) ist also zu dem direkten P r o d u k t 0. 1 o. V> isomorph. 

Wenn G ein niehttr ivialos di rektes P r o d u k t ist, dann gibt es E lemen te a. b G 

mit a A b ------- i)a, a V b ^ /<?, a / 0<v. b -A <V,< (vgl. [1 |). Mnn sieht leieht ein. 

daß solche E lemen te in G nicht (existieren. 

12. Es gibt cinx Yerlxualsgnippe G mit fohjoidat Eig>•usc/ntjh n: a) G oX !V /// 

nichttriviales direktes Produkt: b) O7e Verhandsjruppt. E(G) lal.V .s'/rh O/-< nic/a 

tririales direktes Produkt darstellen. 

B e i s p i e l : Es sei c7 die Monge aller auf dorn Interval l <>. I definierten 

stetigen Funkt ionen mit der (h 'uppenopera t ion und mit \\cv natürlich« v 

Fla lbordnung. O ist eine Yerhandsgrnppo und G besitzt kerne nicht t r iv ia le 

d i rekte Zerlegung. Da G archimedisch ist. können wir die W r b a n d s g r u p p e 

E(G) - 0\ konstruieren. Offensiehtiieh ist G\ nicht linear geordnet , also gibt 

es Elemente x, y e G\ mit x A // 0, x : 0, ,y > o. F<. sei AS -- [i : - Gx . 

\z\ x x ----- Oj, AS'I - (w | •//- e 6'i, \u A \z\ ----- 0 für jedes , : - -N | . Aus [V K a p . 

X I V , § 11 j folgt, daß für G\ eine nieli t tr iviale di rekte Zerlegung </: f7i ^ N S 

exis t ier t . 

Im folgenden setzen wir voraus , daß G eine Yerbandsgrupe ist. Ein S y s t e m 

[/>/ | i e M) von E l emen ten von G he ißt d is junkt iv , wenn J / /• 0. b; > 0 für 

jedes i e M u n d bti A b/„ - - 0 für je zwei verschiedene E lemen te ii. Ö2 e M. 

Eine Tei lmenge A C (7 ist Basis von G\ wenn die folgenden Bed ingungen 

erfüllt sind (vgl. [2J): 

(1) a > 0 u n d das In terva l l [0, a] ist eine K e t t e für jedes a e A. 

(2) I s t b eG,b > 0, b A a --= 0 für jedes « e A, so gilt b ^ 0. 

(3) Die Menge A ist d i s junkt iv . 

13. Satz. Es sei G eine archimedische Yerbandsgruppe und A - \a,-} sei 

eine. Basis von G. Dann ist {O/} eine Basis der Yerbandsgruppe E(G). 

B e w e i s . E s sei a,- e A. Da [0, at] eine Ke t t e ist, g ibt es nach [5] eine di rekte 

Zerlegung cp : O ^ C, X D,, so d a ß G, eine Ke t t e ist und <>(<ii) (c,-, J,-) t 

e(h ; Dj, dt ~ 0. Nach 9 exist iert eine di rekte Zerlegung 7 : E(O) ^ 

^ E(d) X E(Di) mit (p(äi) ------ (c$. Ö7,t) (wir setzen je tz t ö ~ je r A ' ; . 

e > c/j. 0„. ----- {O7 | d e Di, d < 0}). Offensichtlich ist E(C;) eine l ineargeordnete 

(b'upj)e. Das In te rva l l |0 , a,| der Verbandsgrupp( i E(G) ist also eine Ke t t e 

und es gilt a, > 0. Es sei B e E(G), B > 0. Dann haben w ir 0 e B und es gibt 

ein E l emen t b e B so daß b n ich t kleiner oder gleich n ist: da B' B. i{\\\ 

auch bj b A 0 L- B. b\ > 0. Setzen wir voraus , da Li />' O,- o für }ede> 

rt/ ist. Offensichtlich gilt /> A ä, BO\a,. also Xt B C\ a-, \x x (,'. 

,v A' 0). Daraus folgt bi , a,- ----(). was ein Widerspruch der Bedingung {-) 
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ist. Aus (3) folgt r/i A ~(U -—. 0 für Oi, a» e A, a\ --+ a%. Dami t ist die B e h a u p t u n g 

bewiesen. 

Ks sei OL eine Kard ina lzah l . B e t r a e h t e n wir die fo lgende Bedingung für G: 

(F(a)) Ist {b{ \ i e M} ein von oben begrenz tes d i s junkt ives System der 

Vorhandsgruppe G, so ist card M < a. 

Die Bedingung F(Xo) h a t P . C o n r a d \'2\ un te r such t . 

14. Satz. EH sei G eine archimedische Verbandsgruppe, die der Bedingung 

F(a) genügt. Dann genügt auch E(G) der Bedingung F(x). 

B e w e i s . Ks sei \A,- \ i c- .1/j ein von oben begrenztes d is junkt ives Sys tem 

aus E(G). Mit einer analogen Me thode wie in 13 beweist man, daß es Kiemente 

a. A / mit folgenden. Eigenschaften gib t : a; > 0, ah A ah ----- 0 für jedes V 

i\ . /_ . M, /i /•_>. Ferner exis t ieren A t-_ E((1) und ae G, so daß A a und 

A/ C Ai für jedes i e AI gilt. Also ist a-, a i'i'w jedes i e M: naeli Acr Voraus

setzung gilt daher card AI < a. 

Es sei {.Vi | i e 31} ein Sys tem von Elementen einer abelsehen Verbands-

gi'uppe G m i t der folgenden Eigenschaf t : aus /i , . . . , ineM, cvvh |- . . . | 

(,xin 0 (wobei c, ganze Zahlen sind und je zwei der Indexe i\, ..., in 

voneinander verschieden sind) folgt c,- 0 (i ---- V . . . , n). I m solchen Fall 

heißt das Sys tem {x,-} l inear unabhäng ig . G ist vom R a n g n, wenn in G eine 

maximale linear unabhängige Tei lmenge mit n .Elementen exis t ier t . 

15. Ks- sei S~ {.i'i, x,,} ein. disjunktives System von Elementen einer 

ab(/sehen Verbandsgruppe G. Dann ist S linear unabhängig. 

B e w e i s . F ü r n ~ 1 ist die B e h a u p t u n g tr ivial ; es sei n > V Setzen 

wir voraus , daß c\X\ -f- . . < cnxn — 0 gilt. Aus der K o m m u t a t i v i t ä t von G 

folgt, daß es genüg t , die Gleichheit cn —- 0 zu beweisen. Bezeichnen wir 

\c-{ d\ (i = V . . . , n — 1). Dann haben wir cnxu — — c \ x \ — . . . — cn-\xn.\, 

also ist 
n - 1 

0 <J änxn z% y d;Xi. 
i L 

n-\ 

Nach | V S. 219, Satz b) ist aber dnXn A ]> d,xi -— 0 u n d daher bekommen wir 
i I 

(/nx„ •• 0. D a r a u s folgt cn — 0. 

15.1. Korollar. Jedes (endliches oder unendliches) disjunktives System von 

Elementen einer abelschen Verbandsgruppe ist linear unabhängig. 

1(>. Es sei G eine archimedische Verbandsgruppe vom endlichen Rang n. Dann 

besitzt die V erbau sdgruppe E(G) eine Basis B mit card B : n. 

B e w e i s . Nach 13 genügt es zu zeigen, daß es in G eine Basis lij mit card 

l>i // gibt . Aus 15 folgt, daß für jedes d i s junk t ive System S aus G die Be

ziehung card S n gilt. I n analoger Weise wie in |7 , L e m m a 0) beweist man 
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jot/A d io F x i s t e n z omos n ы x h n a l e n d i s j n n k t h e n Systems \ffi i r M \ in Л'. 

so daß jodes J n t e ľ v a i ì |П, ťvj c ino K c t t o js t . Das S y s t c m \<d , i л M] ist aKo 

c m o l ìasis І P F \)\ìi'ch ПOO Ì IПП Ì І ІLҺ 1 Л n v . c n d n n д von !."> Һekemniep v h 

eaгd M п. 

17. S a F v F-s x.-i (I щц ('ľ(iiniir(iiы;i'r \• i'ľч<шflҷ<j} uţ)f:>< rччi iІ nriiirlп ,/ !!<•>•; >• 

Fľfľ j-"fh S' Лisjin-Ui•''"'• S s(< tr S Л ľ ľ Vrľhffihb^JľdfìfU ľЛd) jЛl e:И'<| S 

H e v e Ś s . Ks s c . ! , / . „ . //;,.; c ïм d i s j u h ì ; t . v < v Sл.-Tem a u s F\n'). л s e i i j n 

O h h t OS ІП FЛO) C ! Һ Є І І ń S ! - . ;.í'v. .- e ľ j h e b A .• F h ľ І e d e s ;/ Л" I , . 

o ' І Һ l <S ; ( / } ( , ! , . . . h . i t : ( //, *;,,, V í H ì e h S l e Һ ì i h - k í -. <';; S v - V - ; , , 

[:.| . , ,„ г tí.І-jllhľ f i c \ \ ' e v n ţff ... ;•••;. ,-,e e i i ң . e s / , . .., ' V . ' J . .-• d •) Ľ. 

V dU\UІ jíiľì ; : ;_ . ) V j H D н d.ҷ. ! ; i i v V Ü ! í i , ; • . , , , ! t - І ! 'C K e t e ' VV ! l Л e ; 

V Є ľ < ľ í . ) « . . _ , ' V í • V- -V tЧ :, \V I, ! V V ł : !C-Һ .-.. 

í î c t h '• ľ k iä í l '•. D|.< ''••• F ľ < j " h h І , - ľ F l . e * V : І ! e e ľ ; e V v V ; ì / • Л i; • •_..;•', 

ľ ľ v H o V ì S Í e î h , ie . .•'!: iì i - i i ì i « ' ( ì V. H : M ' < - ľ "Volhh . : v \ Іo l Л -; _h , I Һ e Л . .'í" \N • . 

; І . Л П 

:'• , Г - i r . . í : 

l >... . , . . / , . 

e ; r <e< , i , . / / : ' •'>. • ! ' : ! , i : V M І 

Д r / O d ľ 
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