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MATEMATICKO-FYZIKATNY CAS OPTS SAV, 16 4. 1966

DIE DEDEKINDSCHEN SCHNITTE IM DIREKTEN PEODURT
VON HALBGEORDNETEN GRUPPEN

FAN AR UBITK. losice

Voo Coctne kadboeovdnete Menee, M 00 O 40 hererehinen i i

Fooorbee b die Menge adler voteren Mobeanhien b atler oberei

srithen
Ve D Bergee o 000 Beows K das S tens aller Moengen L00707), wobed
Sb e elichive Tethnenee von &0 bew o eine belichive nichtleere ver ohen he
orenzie Veihvonse von 0wt Jedes der Systeme 20O 100G st duech dae
eevreathoseelehe fuklusion tedweise coordnet. s it Belannt, dee3 15000

‘ Nl

cipcaterbdioer Verband st (vt oz Boibos S8 Be st loieht 2o beaois

[y o oo e ke Verband st e dicser Bemerlune o

Syt 0y by devs Bads wens 0 cin direk tes Produlit st Wiy he s eqeern ddad

e 0w die Beziehae 2090 - TG folets Kiae analoge Pehiaupting
fooe e Aot vieht tvalanel ) Ferner heweisen wir den anadovern oty
Voecrne b von hadbocords cren Comrppens diese Klasse enthilt e acehi-

nredixeher verbaadsgeordneion Conippen Fintee weitere Bezicluimoen o psehon

dess Fivenschattern von verbandsceordncton Gruppen (0 and £007) werder,

ahocioitet

Wi b notrens die foleenden Bezeichuunigen. Ist o) Cl0 int o, T VAN
sup iy e se selethen wie oy, v an oo Vi halbecordnete Meneen

. sehrethers wir P~ 00 swenn ox cine isomorphe Abhildung vorr 22 aul ()
' ¥ . 5 i

cibt, Fs mev o und L A0 st ac D) baw A U8, 80 <otzen wir
o bz d 13 Die Halbordnwng in £0(C) und F(G) wird it C hescichnet
werdens das Supremiem und das Toafioons hezeichnen wie aneh o diesen Sy
stemen it L B oser Mocine nichtleere Menges fir jedes oe 00 wei (7
cine hadbocordente Menge. Das divekte Prodult 116, ist das Sverem aller
Abbildvengen [0~ OG0 mit fio) o Gy T jedes oo Meowiv setzen [y 0 o,
wenn fitx) o forx) it jedes o< M oist. Bezeichinen wir TH = F. Setzen wir

voraus, dald ein Isomorphismus

(1) g~



gegeben ist. Fir e ¢ bzw, X C¢ setzen wiv ¢ (@) (o) (o) (V). ¢ (X)ix)
- X(2). Dic direkte Zerlegung (1) von ¢ heifit nichttrivial. wenn ez x .oz
eibt, so dal oy # «2 und card ¢, = 1, card (/, > 1 ist.

In den Abs. 1--6 setzen wir voraus, dafl (1) gilt.

1. Kssei A einervon oben begrenzte Teilmenge der Menge €80 Do 750 17( )

U(A(e)).

Beweis, s sei v o (A)a). Dann ¢ibt esa o () mita(x) s dace
cilt, haben wire(e) (). alsoist o e U (o). Umeckehrt. exsein o 100 fx0
Nach der Voraussetzung gibt es e £, s sei [ dasjenige Klement ans F
i das eilt: f(x) s f(p) oy (o)) fir jedes g Jil . Bezewhnon wir
q W) ey fie jedes v A ast y(;) Ao alsoist o AL Drrans belooingen
wir e L) (o) o A ) ().

Bemorkung, Wenn o von oben nicht begreazt ot daim brancht oo

analoge Behauptung nicht zu gelten (es ist ndndich 7001 Do) -
dabei kann A () von oben begrenzt sein und dann st (o (%)) (D)

in dualer Weise bekommt man: wenn A eine von unten beerenzte ‘Teilmence
der Menge ¢/ ist. o haben wiv L(A)(2) - L(A(x)). K= gilt alzo:

2. fis sel A cine von oben begrenzie wichtlecre Teilmenge vow (00 Dapn (st
L)) = LU (A ().

Bezeichnen wir LU (1)) 1. Unter den erwihnten  Voraussetzianoen
ist also o (x) == (A(a))’

Bemerkung. s sei o eine nichtleere von oben begrenzte Teilmenge der
Menge (/. Offensichtlich gilt A ¢ E((/) genau dann. wenn A" = . it

3. s sei A e B(G). Dann st d(x) € K((y) fitr jedes o ¢ M.

Jeweis. Nach der Voraussetzung ist 4 nicht leer und von oben begrenzt,
also ist auch A(e) nicht leer und von oben begrenzt. Ferner ist A7 == 4 und
daher ist nach (2) (A(x)) = A'(a) = A(ex).

s sei Aae B(G) fir jedes oo e M. Setzew aeir ve 0 w(x) e L
f’dl',)(’(/(/.s‘ e M} Dann gilt:

a) (o) A far jedes o € M.
b) A e K((0).

Jeweis. Die erste Behauptung ist klar. Ferner ist 1 Fiir jedes 2
withlen wir ein Element o, e I'H‘) und es set e Gomit s(x) oy e jedes
ae M. Dann ist A - o0 s sei e A Nech 2 gilt a(z) o o U7(#) (e

S (A A also i>:t e 41.
(1) Wir schreiben uberall g Ced(z) anstatt [gGe)[(2): i N C 0osei terner g0 Ny,
t

lay e N



5. Ks sel A, BeB((). Die Bezichung A CB ist genaw dann erfallt, wenn

A(x) C B(a /zu jedes o € M ist.

Beweis. Ist 4 CB, so folgt aus der Definition des dirckten Produktes
A(x) C B(a) fiir jedes o € M. Es sei, umgekehrt, A(a) C () fir jedes a e J/
und « ¢ A, Wihlen wir ein beliebiges ¢ € {/(£3). Dann ist nach 1 e(x) < U(B)(«)

[(B(2). Aus a(z) € B(x) bekommen wir jetzt a(x) =~ ¢(x) fir jedes x ¢ M.
dahcr ist o« =~ ¢, Darvaus folet « =7 U(B). also ist ae L(U(B)) - B, A CD.

Aus o folet unmittelbar:

I
1.

S Ist B KW) wnd gilt A(x) - B(x) fiie jedes ae M, dann ist .

i
0
oy

Fite jedes o (0 haw, pe (0 bezeichnen wir ¥ v e (L

7
§

be G eyl

6. Natz. Aus der Bezichung (1) ,/’u/(/l u’i«' Flristenz cines Isoinorplisnins
Ey ~ 1 E(Ga), so dal @) o) - g0 a) fir jedes e G wnd  jedes o W
gl

Jeweis. Wir benutzen die schon eingefithrten Bezeichnungen. Betrachten
wir die Abbildung

(—)) Ul E(C”) o> ” I’]((l’\) = [;;7

dic folgendermaBen definiert ist: fiir A € K(G) ist ¢(4) == [l K((/y), wobel
J(x)  A(2) fie jedes « € M ist. Nach 3 ist ¢ wirklich eine Abb*ldung der Menge
£ in £ nach 4 und 5.1 ist dann ¢ cine schlichte Abbildung von £((/) avf .
Aus 5 folgt jetzt, daBl ¢ ein Isomoprhismus ist. s sei a ¢ M, @ € (. Dann ist
ro B, also ¥ = ¥. Nach der Definition von ¢ haben wir ¢(¥)(x) = Z(x).
Nach der Definition des direkten Produktes ist T(x) = @(x)(2) € E((y), also
gilt ¢ (v) (o) = @(@)(a).

Wenn (7 das grofite und das kleinste Element besitzt, dann gibt es in jeder
Menge 7y das grofite und das kleinste IElement. [m solchen Fall ist offensicht-
lich D(()) = E((), D(G\) = E((.). Aus dem Satz 6 folgt also:

6.1. (Vel. [4.Satz 1)), Wenn in G das grofite und das klcinste Element existier!,
dann folgt aus (1) die Bezichung D(G) ~ 11 D(Gy).

Wir wollen jetzt cine analoge Problematik fiir halbgeordnete Gruppen(?)
untersuchen.  Eine Isomorphismus von halbgeordneten Gruppen wird mit
deni Symbol &~ bezeichnet werden. Eine halbgeordnete Gruppe 7 heilit
vollstiindig abgeschlossen, wenn aus a, b € Gy ne =~ bfura = 01,2, 3. ..., - 1.

2, —3. ... dic Bezichung « = 0 folot (vel. [3]). (Mit O (oder, wenn notwendig,
mit 0g) wird das Nullelement von (¢ bezeichnet.) Es seit 4 eine nichtleere
Menge und iy jedes oo € 17 sei Gy eine balbgeordnete Gruppe. Bezeichnen wir

22y Fui haibgeordnete Gruppen benutzen wir die Bezeichnungen nach (1],



mit /7 das direkte Produkt der halbgeordneten Mengen ¢/ (). Fie 0[5 =
setzen wir fi 4 fo g g e B wobel glz) - fite) - fo(x) Fiie jedes o st
Dann ist F(7. 1) das divekte Produkt der halbacordneten Chruppen ¢ dieses
hezeichnen wir mit g0, .

Die folgenden Bebauptungen 7 und s «ind bekaant,

v

TNV el ‘."| ) Rl sor 1 cine (e cickitele (*1)/[»:!0:,("[51 uhf’;/.-jr folcisse id l,’,///:/,, Jo

wieren wdr v Y cene bindre Operation oy folgesderinaQer: fior 00 F
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[rtsin

Bowos o = o boommorphieaans 0 f e b g e
arvichy ey i:w';'!!nl‘f;»i:‘!«i”|v‘ pos by g ey et e ednngo e b b o “

VA N 6 habien vy e g o WS DR e o
i .\it‘]i;_i‘ atler fdemente /‘,‘(\"‘) RN 1]/,"\}(,,) 5‘:‘?) Ly ‘}.':I\' ' "
4 o Noch St jede Menee o cine Untercrappe son 5000 b osoarhe Sincn

Al

feommrphisnis g KO~ 1 voohei b W

)

wreo e Noerkbivn b Gl b )

anent i

'/-".\\'\,i_‘/_’) mm '/"\)')(!;) HU,\'} fir j(‘l’i(‘.‘n ‘:;" Al !r’f %) oenuut oo 2y
zetgen, dald die Verbandseruppes (00 und K0 tia jedes v D o b
<ind.

Betrachten wiv die Abbildung o .0 - KU die foleendermabion doit
niert st e Lo G ser g0 D) g D) = Sle) A dem Bsomorphisines

/ i

vind aus 58 Tolets dadd oy cin Tsomorphismas in Besne and die tlatbondnie

IFSI DN N I P N P20 Dann hehen wir
4;\(“5] {,l_}} f/‘\[(All ! ’g)/: 8 PR S NN

Ay e Lo DO setven wie b0 e b o h e I3

.
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(1) Die Grappenoperation in Killay st analog wie i Saiz T oerkhir.
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Nach 2 ist also
Pty -y de) = (o d)@)] - L) - A
Aus den Voraussetzungen des Satzes and sus 7 ergibt sich, dal ¢ und F(71 x)

cerichtete und vollstindig abgescehlossene Grunpen sind. Daher ist

DR RTES IR BT E2 FAEE e FYCS N B UPY 12 IR /ON O 8 S ER SN 07 ) B

Daimit st die Behauptung bhewiesen.

VO, B el (0 0V vband oliiee girafics Flement. Dann fae DU pichi als
pichl trericles iiveltes Prodilt dorgestdit werden.

Bow e Wennoman D(G) alz nichitriviales direktes Produkt dorstellen Kenn,

<ocenistiert cine uisnttriviale divekte Zevieouny g0 DG ~ 006 mit 2w
Foltoren, (e Elencnde aos 22000 worden wir als Paarve (pog) (po 2200050

und cin crobues BElement hesitat, oni-boept

bhezeiehuen, D 2007 e Kieins

areh i 2 ein leinstes wnd cin oroltes Blement:; bezeseheon wiv dicse Vicmoents

sedeaninn g,

."’r‘: !,il‘!,!)(‘li (‘;Ii'j‘ ;U];Li()(,'(,

v Opl oo e =vimbole

i oWt ), o)y Menne die Mengs Jbin 40 nieht von
ohen hesceladidor b so ciit oonnd da b D) s { o,
ceEYy Ui o) Dbt I s raed i) Povens ein Widersomeh st e )
cibit esabwocine ebere Sebranke g dor Menge S anadoger 3Weise gibt es b 6
cine ohere Sehanice o der Menee 70 Boezcichien wir rg PSR T D)INEENTIS T
How By b O die Menee adler Elemente ans @70 die kiviner oder gleich o
B Lo bw eg<ind, N der Detintion ey Moveen 4 B folet L B 6
whso ot wneh oy Ay o s offerssiehilich it aber Sy o 1y . ey

i3 g daisooroBte Flewoent m O was ehn Widersprachy ist,

e amdooe Behaganng gt e den Fall) wenn es i 00 Lein Kieptas
Flonient oibt.

i1 Bemerkane, Die Behanptung aws 10 kann £l cine halbgeovaniete
Meroe G0 sieht verndleemciners werden, Bemnpiel: Fsosei ¢ Dy el v

bt - b oot vnd die Elesmente bound e unvergleichbar sind. /(0

Kann eais dircktes Produkt o o0 2 darveesteilt werden, wober card L card
! 2 oist.

VY K gibl cincie Veorband (0 wd folyeaden Eigewschaften: a) €0 hesiizt oin
Klcinstes wd cin grofides Blemenl B (0 it koin nichltriviales diveliles Produll
G DYl LEpE sicl als wicidtriviales direktes PProdukt darstellen., Beispicl:
s set (F die Menoe aller Paave (e i) von reellen Zahien 2, g ¢ 0,0, (i, i)

(1), Daber setzen wiv Gy, gy) o (B, o). wenn ayp == as uned gy 7 g0 wilt,
st ein distributiver Verband mit cinem kleinsten und einem grolten llement.
Netzen wir G e 030 07 @ 1 offensichtlich ist A e (G, Es sei 13

D). Bezeichnen wie mit £ bzw. mit By die Menge aller @y bzw. gy, zu den

333



es cin gy bzw. o gibt, so daB (xo. ¥) € B bzw. (v, yo) ¢ 13 ist. und es sei @y

sup ag (xg € By), y1 - sup yo (Yo € Ba). Ist (vy. 1) -~ (1, 'U). <0 gilt o L
im Falle (x1, 1) /4 (1, 0)ist (21, 1) das grofite Elerent in B, Die halbgeordnete
Menge D(() st also zu dem direkten Produkt 0. 1.~ 0. 1. isomorph.
Wenn (Cein nichttriviales direktes Produkt ist. dann gibt ex Elemente . b 6
mit « A Db 00 e b o= g a 0D A 00 (val [1]). Man sicht leieht ein.
dal}y solche Elemente in ¢ nicht existieren.

12. s gibl eine Verbandsgrappe Gonit [olgendion Figepselnificn: @)y (5 isi doin
wichitviviales divektes Produkt; D) die Verboapdsgruppe (G TiE sich als el
triviales direktes Produkt darstellen.

Beispicl: s sei (¢ die Menge aller avf Jdein Intervadl oo L detinierteon
stetigen Funktionen mit der Gruppenoperation - ind it der patiielichop
Halbordnung. ¢/ ist eine Verbandserappe und (0 besirzt keive nichttriviale
direkte Zerlegung. Da (7 archimediselu i=t. kénnen wir die Verbandserappe
K(G) - () konstruicren. Offensichtlich ist /) nicht linear geordnet. alzo vibt
es Elemente x, o Gpmitowe 2o 00w 5000 5 =00 Fsozel N o= 1m0

iz = 0),8) {wiwe i rozl =0 fie jedes 22N Aus [1. Kap.
NIV.§11] ()l(rt dal} fiir ¢/ eine nichttriviale direkte Zevlecune ¢ 67 = S N
/-

('\’lsfl(tl t.

Im {foloenden setzen wir voraus, dafl G eine Verbandserupe ist. ISin System

[ L “

thi i e M} von Elementen von ¢ heillt disjunktiv. wenn W 2 G b, = 0 fir
jedes v e M und b, A by, == 0 fiir je zwet verschiedene Llemente iy, & e M.
line Teilmenge A4 C (7 ist Basis von (/. weun dic folgenden Bedingungen
erfullt sind (vgl. [2]):

(1) @ > 0 und das Intervall |0, ¢] ist eine Kette fir jedes o = .

2)Istbe@, b =0, A a-=0firjedes ¢ e A, so gilt h =

’ f)
(3) Die Menge A ist disjunktiv.

13. Satz. Ks set (¢ eine archamedische Verbandsgruppe und 4 — (a;} el
cine Basis von (. Dann ist {a;} eine Basis der Verbandsgruppe E((1).

Beweis. Esseia; € A. Da {0, a;] eine Kette ist, gibt es nach [3] eine direlte
Zerlegung @ ¢/ &~ 'y 2 D;, so daB ('; cine Kette ist und ¢ () - (er. ) -
e ~ Dy d; == 0. Nach 9 existiert cine direkte Zerlecung ¢ @ K(07) ~
~ M) < E(Dy) mit g(a;) - (€. 0,) (wir setzen jetzt @ - je oo (.
e e Oy, = Ad [ doe Dy d o). Offensichtlich ist £(C)) eine lincargeordnete
Gruppe. Das Intervall [0, a7 der Verbandsgruppe K6 st also eine Kette
und es gilt «; = 0. Bs sei B e E((), B > 4. Daun haben viir 0 = B und es gibt

b

ein Element b ¢ B3 so dall § nicht kleiner oder gleich o isto da /37 .ol
auch b b A 0B by = 0. Setzen wir vorans, daly /s o o fir jedes
a; ist. Offensichtlich gilt B A« B ova . adso st By b
20 Daraus folgt by ooy = 00 was cin Widersprueh der Bedingunge 29



ist. Aus (3) folgt «y A« = 0fiivay, as € A, ay # as. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

I9% sei o eine Kardinalzahl. Betrachten wir die folgende Bedingung fir (¢:

(F(x) Ist {b; 1€ M} ein von oben begrenztes disjunktives System der
Verbandsgruppe 7, so ist card M -

Die Bedingung £1(No) hat . Conrad |2} untersucht.

L Natz. s sei (0 cine archimedische Verbandsgruppe. die der Bedingung
() genidigl. Dann gendiglh auch F(CY der Bed fagung 17(2).

Beweis los sei [ody D0 e ) ein von obens beerenstes disjunktives System
aus A0, Mit einer analogen Methode wie in 135 Beweist man, dall es Klemente

i, 4 mit folgenden Eigenschaften gibt: «; = 0, a; A« -+ 0 fiir jedes 4.
Qe doc ML ol Ferner existieren o ¢ B(G) und v G so dall o 7 e und

i CuH e jedes ve A gilts Nlso ist ;0 Fire jedes @ = W nach der Vorauos-
~ctzung gilt daher card J/ < . '

Fls sei {ug [t e M) ein System von llementen einer abelschen Verbands-
aruppe (0 mit der folgenden Kigenschaft: aus @, .. ¢, e M, ey, o0

o 0 (wobei ¢; ganze Zahlen sind und je zwel der Indexe ¢, ..., I,
voneinander verschicden sind) tolgt ¢; -~ 0 (¢ == 1, ..., n). Iin solchen Fall

heifit das System {x;} linear unabhingig. ¢/ ist vom Rang #, wenn in (¢ cine

Sle

maximale lincar unabhingige Teilmenge mit & llementen existiert.

15. ks sei S =y, ..oowy) oein disjunklives System von Klemenlen einer
ahelschen Verbandsgrappe €00 Dann ist S linear unabhdngig.
Jeweis, Ifur w =1 ist die Behauptung trivial; es sei n 2> 1. Sctzen

wir voraus, dall ¢y - L4 ey, = 0 gilt. Aus der Kommutativitit von (/
folet. dall es geniigt, die Gleichheit ¢, = 0 zu beweisen. Bezeichnen wir

i - di (0= 1....,n—1). Dann haben wir ¢y, —= —cix1 — ... —Cp-1tn 1,
also st

n-1

O < dyry 2D dig

it

n-1
Nach |1, 8. 219, Satz 6) ist aber dya, A Z divi = 0 und daher hekommen wir

i

v, - 0. Daraus folgt ¢, = 0.

15.1. Korollaxr. Jedes (endliches oder wuncndliches) disjunktives System  wvon
Elementen einer abelschen Verbandsgruppe ist linear unabhdingiy.

V6. Fx sed (D eine archimedische Verbandsgriuppe vom endlichen Rang w. Dann
besit<t die Verbawsdgruppe E(G) cine Basis 13wl card B " n.

Beweis. Nach 13 gentiet es zu zeigen, dald ¢s in (¢ eine Basis ) mit card
13 neogibts Aus 15 folgt. dab fur jedes disjunktive System S aus € die Be-

zichung card S - gilt. Inanaloger Weize wie in [7. Lemma 6] bewelst man

335



jetzt die Existenz emes maximalen disjunktiven Systenw fog 02 M in 70
so dall jedes Tntervali [0, @;f eine Kette ist. Das System Jog 0o 3=t also
cine Basis in 60 Dureh nochmative Anwendong von 15 helkommen wi

card M ",

v

V7. Sabe. Fsosod €0 e opehinicdiseh. 1 /r,v"””,,'/s-g'/)g(/;/,.r o ndfiede 10
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