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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 1 

POZNÁMKY K O D V O D E N I U 
N A V I E R - S T O K E S O V E J R O V N I C E 

(Metodický príspevok) 

IVAN N Á T Ě R 
Katedra fyziky Slovenskej vysokéj školy technické j v Bratislavě 

V Ě N O V A N É K 50. N A R O D E N I N Á M A K A D E M I K A 
D I O N Ý Z A I L K O V I Č A 

Základné rovnice, ktoré opisuji! prúdenie ideáinej nestlaciteínej kvapaliny. 
sú Eulerova rovnica 

Ov , l 
~d~t + v ' g V = g ~ Tg V ( l ] 

a rovnica spojitosti 
div v — 0, (2) 

kde v je rychlost prúdenia kvapaliny, t cas. g zrýchlenie volné padajúceho 
tělesa, s specifická hmota kvapaliny a p tlak v kvapaline. Přitom gradient 
rychlosti, resp. tlaku, ako aj divergencia rychlosti sú myšlené v tom bode 
priestoru, v okolí ktorého prúdenie kvapaliny vyšetřujeme. 

Eulerova rovnica bola odvodená za předpokladu, že v kvapaline účinkujú-
cimi plošnými silami sú len normálně napátia, ktoré sa podlá Pascalovho zá­
kona šíria v kvapaline všetkými smermi rovnoměrné. V takejto kvapaline je 
tenzor napátia P vyjádřený vzťahom 

P = ~pl, (3) 
kde / je tenzor identity [1]. 

Eulerova rovnica pre skutočno kvapaliny stráca svoju platnost, a ak kva-
palinu považujeme za nestlačitelnú. jej pohyb popři rovnici spojitosti (2) 
opisuje tzv. N a v i e r — S t o k e s o v a rovnica, odvodená Navierom reku 1822 
a Stokesom roku 1845. 

Vo váčšine učebnic fyziky sa odvodzuje N a v i e r — S t o k e s o v a rovnica tak. 
že sa bez hlbšieho odóvodnenia na viskóznu kvapalinu aplikujú rovnice platné 
pre spojité pružné prostredie s tou obměnou, že sa v tenzore napátia súradnice 
relativných posunutí nahradia súradnicami relativných rychlostí. Pod a mójho 
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názoru je takéto odvodenie N a v i e r S t o k e s o v e j rovnice nie dosť pře­
svědčivé a najma tým, že sa úvahy s tenzorom napátia robia v súradniciach. 
neprehiadné a zdíhavé. 

Domnievam sa. že použitím vyjadrenia plošných sil, účinkujúcich na prú-
diacu viskóznu kvapaJinu. při dóslednom používaní pravidiel a symboliky 
vektorového a tenzorového počtu možno jednoduchšie a prehTadnejšie odvodit 
N a v i e r — S t o k e s o v u rovnicu priamo z Newtonovej pohybovej rovnice. 
Takéto odvodenie podávám vo svojom metodickom příspěvku. 

Plošné sily vznikajúce v pnidiacej kvapaline vr dósledku vnútorného trenia 
majii svoju příčinu v nerovnakých rýchlostiach jednotlivých čiastočiek kva­
paliny. Napátia od vnútorného trenia sú závislé len od relativných rychlostí 
jednotlivých čiastočiek kvapaliny. Rozloženie rychlosti prúdenia kvapaliny v 
v okolí bodu A vnútri kvapaliny určuje gradient rychlosti v bode A. Změnu 
rychlosti dv odpovedajúcu zmene polohového vektora dr móžeme vyjadriť 
takto: 

dv - dr . grád v. 

Ak rozložíme tenzor grád v na symetrická a antisy metrická časť, je 

dv ^ dr . | v .-__ dr . ^ (yv -f vy) + dr . } (yv vy) -

- : y & • (\ v + v\) + ~:y (
r o t v) x dr •"-"- ;,- ^r • (Vv + VV) + (,) x < l r • 

keď sme použili známe vyjadrenie skalárneho sáčinu vektora a antisy metric­
kého tenzora pomocou vektora tohto tenzora [1]. 

Druhý Člen (co X dr) v našom vyjádření diferenciálu rychlosti představuje 
tú časť změny rýclilosti, ktorá je vyvolaná otáčaním kvapaliny v okolí bodu A 

ako celku uhlovou rýchlosťou co = —• rot v. Pri takomto pohybe sa však 

jednotlivé čiastočky kvapaliny po sebe navzájom neposunujú, takže sily vnú­
torného trenia v kvapaline nevznikajú. Z uvedeného je zřejmé, že sily vnú­
torného trenia budu funkciou len tej časti diferenciálu rychlosti, ktorá je 
v našom vyjádření sprostredkovaná sy metrickou časťou tenzora grád v. 

Pokiai súradnice tenzora grád v nemajú příliš velké hodnoty, móžeme před­
pokládat', že závislost sil vnútorného trenia od týehto súradníc je lineárna. 
Okrem toho závisia tieto sily aj od orientácie plošky, na ktorej ich účinok 
vyšetřujeme. V prvom přiblížení móžeme předpokládat, že sila dř, účinkujúca 
na elementární! plošku dS zo strany orientácie plošného vektora dS, je lineár-
nou vektorovou funkciou tohto vektora: 

d f =-- tj dS . (yv + vy). 

Veličina >/ je koeficient viskozity. 
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N apat ie r vznikajiice vo viskóznej uest lačitelnej kvapal ine v dosledku 
existencie v m i t o r n é h o t renia móžeme teda vyjadriť t a k t o : 

áf dS 
T : ás=" >J as•(IV + vy) " /y • { y v ir Vl ] {í) 

k e d sme j e d n o t k o v ý vektor súhlasne rovnoběžný s vek torom dS označili n ' . 
F a h k o vidieť. že takéto vyjádřenie n a p á t i a je v siihlase s Newtonovou formu -
láciou. 

Tenzor n a p á t i a vo viskóznej uest lačitelnej kvaj)aline má t v a r : 

Pr ^ pl + )j(Av + v A). (,->) 

n a z ý v á sa v iskóznym tenzoi'om n a p á t i a |">|. 
V pnidiace j kvapal ine mysl íme si uzavreti i plochu S. Na kvapai inu ňou 

obklopenu účinkuje ob jemová sila v á h a kvapa l iny — určená výrazom J\sg d I . 
kde d V je diferenciál objemu a ob jemová integrácia sa vztahuje na cele v n ú t r o 
uzavrete j plochy. Prostřednictv ími ohraničujúcej plochy účinkujú na vybránu 
časť kvapa l iny ešte plošné sily. k toré zas možno vyjadriť p lošným integrálom 
(p d S . Pr. vzťahujiicim sa na cehi uzavret i i ])lochu S. Plošné v e k t o r y dS sme 
př i tom orientoval i na vonkajšiu s t r a n u te j to uzavrete j plochy. Pohybová rov-
nica pře v y b r á n u časť kvapa l iny . ak zrychleme jej ťažiska označíme a. je 

o I a d V - i sg d V + <&dS . P, . ((>) 

Použit ím Caussovej vety móžeme plošný integrál previesť na o b j e m o v ý : 

jdS P, - : | " (d ivP, . )dK, 

kde sa ob jemová integrácia vztahuje zas na celé v n ú t r o uzavrete j plochy N. 
U p r a v í m e ešte výraz d i v P , . : 

div Pt - div | -pl + ,j(yv + vy)\ - grád p -,-

+ //|div grád v + grád div v\ —- grád p + >j \v. 

lebo pod Fa (2) je grád div v — 0. 
P o h y b o v á rovnica (t>) je t e d a 

o j ,s-d V j «g d V + I ( - grád y> 4 ;,. Iv) d V. 

alebo. kedže sa všetky tri in tegrály vzťahujú na ten istý a ináč úplné l i b o ­
volný objem, 

as ~- sg grady/ -j- tjAv. 

Ak ešte celu ])oslednú rovnicu dělíme specifickou h m o t o u k v a p a l i n y s n zrýeh-
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Ov 
l e n i e a roz])íšeme podlá rdulera a ----- -|- v . grád v. d o s t a n e m e N a v i e r S t o -

k e s o YU rovnieu v z n á m o m t v a r e 

( } v , i ' i , >/ i 

4 v . grád v g grád p -1- I v . 
(ff x ' -s1 
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