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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 1 — 1957

POZNAMKY K ODVODENIU
NAVIER-STOKESOVEJ ROVNICE

(Metodicky prispevok)

IVAN NATER

Katedra fyziky Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

VENOVANE K 50. NARODENINAM AKADEMIKA
DIONYZA ILKOVICA

Zakladné rovnice, ktoré opisuji pradenie idedlnej nestlacitelnej kvapaliny.
st Kulerova rovnica
ov 1 .
ot v.gradv =g — ——grad p (hH
ot s
a rovnica spojitosti
divv = 0, (2)

kde v je rychlost pradenia kvapaliny, ¢ ¢as, g zrychlenie volne padajiceho
telesa, s Specitickd hmota kvapaliny a p tlak v kvapaline. Pritom gradient
rychlosti, resp. tlaku, ako aj divergencia rychlosti si myslené v tom bode
priestoru, v okoli ktorého prudenie kvapaliny vysetrujeme.

Eulerova rovnica bola odvodena za predpokladu, Ze v kvapaline G¢inkuji-
cimi plo§nymi silami st len normalne napitia, ktoré sa podla Pascalovho za-
kona $iria v kvapaline vietkymi smermi rovnomerne. V takejto kvapaline je
tenzor napitia P vyjadreny vztahom

P = —pl, (3)
kde I je tenzor identity [1].

Eulerova rovnica pre skutoéné kvapaliny straca svoju platnost, a ak kva-
palinu povazujeme za nestladitelnd, jej pohyb popri rovnici spojitosti (2)
opisuje tzv. Navier--Stokesova rovnica, odvodena Navierom roku 1822
a Stokesom roku 1845,

Vo vidsine uéebnic fyziky sa odvodzuje Navier--Stokesova rovnica tak.
7e sa bez hlbsieho oddvodnenia na viskéznu kvapalinu aplikuju rovnice platné
pre spojité pruzné prostredie s tou obmenou, ze sa v tenzore napitia stradnice
relativnych posunuti nahradia stiradnicami relativnych rychlosti. Pod'a majho
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nazoru je takéto odvodenie Navier--Stokesovej rovnice nie dost pre-
svedéivé a najmi tym, Ze sa uvahy s tenzorom napitia robia v stradniciach.
neprehladné a zdlhaveé.

Dommnievam sa. Ze pouzitim vyjadrenia plosnych sil, Gc¢inkujacich na pru-
diacu viskdéznu kvapalinu. pri déslednom pouzivani pravidiel a symboliky
vektorového a tenzorového poctu mozno jednoduchsie a prehladnejsie odvodit
Navier—Stokesovu rovnicu priamo z Newtonovej pohybovej rovnice.
Takéto odvodenie podavam vo svojom metodickom prispevku.

Plosné sily vznikajice v pridiacej kvapaline v désledku vnuatorného trenia
maji svoju pri¢inu v nerovnakych rychlostiach jednotlivych diastodiek kva-
paliny. Napitia od vndtorného trenia st zavislé len od relativnych rychlosti
jednotlivych ¢iastociek kvapaliny. Rozlozenie rychlosti pradenia kvapaliny v
v okoli bodu 4 vnitri kvapaliny uréuje gradient rychlosti v bode 4. Zmenu
rychlosti dv odpovedajicu zmene polohového vektora dr mdézeme vyjadrit
takto:

dv — dr . grad v.

Ak rozlozime tenzor grad v na symetrickit a antisymetricka cast, je

I
v vp)Adre (v vy) -

dv —dr . pv —dr. |

(rotv)x dr = '!) dr . (pv -+ vp) -+ o xdr.

- -

4

1 . I
— 5 dr. (v +vp) + -

ked sme pouzili zname vyjadrenie skalarneho suc¢inu vektora a antisymetric-
kého tenzora pomocou vektora tohto tenzora [1].
Druhy élen (o x dr) v nagtom vyjadreni diferencidlu rychlosti predstavuje

v

ta c¢ast zmeny rychlosti, ktora je vyvolana otac¢anim kvapaliny v okoli bodu 4

, . 1 . .
ako celku uhlovou rychlostou @ = - rot v. Pri takomto pohybe sa viak

jednotlivé ciasto¢ky kvapaliny po sebe navzajom neposunuja, takze sily vna-
torného trenia v kvapaline nevznikaja. Z uvedeného je zrejmé. ze sily vni-
torn¢ho trenia buda funkciou len tej c¢asti diferencidlu rychlosti. ktord je
v nasom vyjadreni sprostredkovand symetrickou ¢astou tenzora grad v.

Pokial suradnice tenzora grad v nemaja prilis velké hodnoty. mozeme pred-
pokladat, 7ze zavislost sil vndtorného trenia od tychto stiradnie je linedarna.
Okrem toho zavisia tieto sily aj od orvientdcie plosky, na ktorej ich tcéinok
vySetrujeme. V prvom priblizeni mozeme predpokladat, ze sila df, Gé¢inkujica
na elementdarnu plosku dS zo strany orientdcie plo$ného vektora dS, je linedr-
nou vektorovou funkeciou tohto vektora:

df = 4 dS . (pv + vp).

Velicina  je koeficient viskozity.
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Napiitic v vznikajice vo viskdznej nestlacitelnej kvapaline v dosledku
existencie votatorného trenia mézeme teda vvjadrit takto:
If dS (v ) n’ . (v -~ vy ) (1
: = APV o) o= (v o= .
dN / ds / I / ! |

ked sme jednotkovy vektor sihlasne rovnobezny s vektorom dS oznacili n".
Lahko vidiet. ze takdéto vvjadrenie napatia je v stthlase s Newtonovou fermu-
laciou.

Tenzor napitia vo viskdznej nestlacitelnej kvapaline ma tvar:

P~ pl 4 v vl (5)
Nazyva sa viskoznym tenzorom napiitia |5/

V' pradiacej kvapaline myslime si uzaveeti plochu N Na kvapalinu nou
obklopent i¢inkuje objemova sila - vaha kvapaliny — uréend vyrazom [sg dl".
kde dV je diferencidl objemu a objemova integracia sa vztahuje na celé vniitro
uzavretej plochy. Prostrednictvom ohranic¢ujicej plochy déinkuji na vvhranu
cast kvapaliny este plosné sily. ktoré zas mozno vyjadrit plosnym integralom
95(15 P, vztahujicim sa na celd uzavreti plochu S. Plogné vektory d8 sme
pritom orientovali na vonkajsiu stranu tejto uzavretej plochy. Pohybova rov-
nica pre vybrana cast kvapaliny. ak zrychlenie jej taziska oznacime a. je

a’sdl’f ’,s-g<1r'+9{>ds.p,. (6)
Pouzitim Gaussove] vety mozeme ploSny integral previest na objemovy:
¢<1s P, - ] (divP,)dV.

kde sa objemova integracia vztahuje zas na celé vnutro uzavrete) plochy N,
Upravime este vvraz div P,

div P, = div |- pl + ypv +vp)f = grad p -

+ pyldiv grad v + grad div v| = - grad p + 4 lv.

lebo podla (2) je grad div v = 0.
Pohyvbova rovnica (6) je teda
a ’ sd]7 - /.«g A" L arad p b o) dT7.
alebo. kedze sa vsetky tri integraly vztahuji na ten isty a ina¢ aplue Tubo-
volny objem.

as = sg - grad p + yldv.

Ak este celit posledni rovnicu delime Specifickou hmotou kvapaliny s 1 zrych-
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Jdv

lenie @ rozpiseme podla Kulera a = Y
(

4 v . grad v. dostaneme Navier - Sto-
kesovu rovnicu v znamom tvare

v | Iy
S bv.ogradv - g grad p |- Iv.
ot 5 5 8
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