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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 1 

K O N C E N j T R Á C I A P Ř Í M E S i V K R Y S T A L ] 
P R I P R A V E N O M Z O N Á L N O U TAVBOU 
P R I Z N E Č I Š T Ě N I L E N P R V E J Z Ó N Y 

J Ú L I U S K R E M P A S K V 
Katedra fyziky SVŠT v Bratislavo 

V Ě N O V A N É 
K 50. N A R O D E N I N Á M A K A D E M I K A D 1 O N Ý Z A I L K O V I C A 

l vod 

W////// 

1—, 

X experimentálnom studiu a v technickej praxi majú velký význam vzorky 
materiálu so známým obsahom příměsi. Koncentrácia příměsi a jej rozloženie 
vo vzorke určujú v podstatnej miere jej elektrické vlastnosti. Jednou z pohodl­
ných metod výroby takých kryštálov so známým rozložením koncentrácie 
je metoda tavenia postupujúcimi zónami, resp. zonálna tavba. 

Prut základného materiálu (germania, kremíka a pod.) znečištěný příslušnou 
prímesou sa přetaví tak, že sa oblast roztaveného materiálu šířky l (obr. 1) 
premiesťuje celým prútom, a to bud 
posunováním ohrevnej piecky, alebo po­
sunováním samej vzorkyr. Vsamej vzor­
ke vzniká přitom rozloženie koncentrá­
cie. ktoré je okrem iných faktorov 
určené charakterom znečistenia před ta­
vením. Rozloženie koncentrácie vo vzorke v případe, že před tavením bola 
vzorka homogenně znečištěná, vypočítal Pfann. Na základe približnej metody 
navrhnutej H a m m i n g o m vypočítal aj rozloženie koncentrácie vo vzorke 
po H-násobnom přetavení. Lord vypočítal tieto koncentrácie presne a ukázal 
na odchylky od přibližných hodnot. 

P f a n n v spomínanej práci ukázal, že lepšie výsledky (homogénnejšie zne­
čištěná vzorka) možno docielit tým, že sa dá prímes iba do roztavenej prvej 
zóny. kým ostatná část vzorky má byt podlá možnosti neznečištěná. Vypočítal 
aj to, aké bude rozloženie koncentrácie po prvej tavbě. Úlohou článku je vy­
počítat toto rozloženie po Tubovoinom počte tavieb. 

Obr. 1. 
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Fyzikálně základy 

V pevnej a roztavenej časti vzorky tavenej metodou zonálněj tavby sú kon-
centrácie nečistoty povodně homogenněj vzorky všeobecné rózne. Sú určené 
tzv. konstantou segregácie, ktorá je definovaná vzťahom 

ІC -= 
C(x) 

c,џ) 
(i; 

kde (J(x) je koncentrácia vo vykryštalizovanej časti v bode x a CL(x) kon-
centrácia příměsi v kvapalnej časti vzorky, z ktorej sa vytvořila tvrdá časť 
v bode x. Podlá B u r t o n a . P r i m a a S l i c h t e r a závisí konstanta segregácie 
zložitým spósobom od rychlosti rastu krystalu, od konstanty difúzie, připadne 
od iných faktorov. Riešiť vytýčený problém s uvážením tejto závislosti viedlo 
by k neobyčajne zložitým výsledkom. Budeme preto předpokládat pri tavení 
také fyzikálně okolnosti, aby sme konstantu segregácie mohli pokládat za 
konštantnú. Na rýchlosť posúvania zóny budeme klásť tieto podmiei ky: 

a) aby bola pri tavení konštantná. 
b) aby bola taká velká, aby nedocházalo v stvrdnutej časti k znatelným 

atomárnym presunom, 
c) aby bola taká malá, aby nenastalo porušenie rovnomernej koncentrácie 

v kvapalnej zóně charakteristickéj pre rovnováhu. 
Hodnoty konstant segregácie sú ako > 1 tak aj < 1. V prvom případe sa 

atomy příměsi váčšou mierou sťahujú z roztavenej zóny do pevnej fázy. v dru-
hom případe sa naopak pevná fáza ochudobňuje a atomy nečistot3r sa sťahujú 
na druhý koniec vzorky. V oboch prípadoch sa časť vzorky očisťuje od příměsi 
preto sa zonálna tavba používá často ako velmi efektívna metoda na čistenie 
materiálu od příměsi. 

Hodnoty rovnovážných konstant segregácie charakterizujúcich chovanie sa 
niektorých prvkov v germaniu podlá meraní viacerých autorov sú v tah. i. 

T a b u f k a l 

Prvok Konš tanta Prvok Konštanta Pгvok Konšťauta 

F 0,12 
.. _ 

Al 0,10 
| 

Ag 10-* 

As 0,04 G a 0,10 Au 3 . i o- 5 

S b 0.03 In 0,001 Xi | 5 . Ю-5 

1>,І 4 . LO-5 1 Tl 4 . 10-5 Zn 0,01 

в 1 Cu 1,5 . 10 5 Co i o - 5 



Končeníráeia po nickoťkoiiusobiioiti přetavení 

Majme vzorku prierezu ť/, ktorou prechádza roztavená zóna dlžky l. Do 
prvej roztavenej zóny nasypeme nečistotu o koncentrácii C0. Ostatná časť 
vzorky nech je čistá. 

Podlá dehnície (1) je koncentrácia příměsi právě vykrystalizované] časti 
vzorky po H-tej tavbě rovná 

Cn(x) =- k(JHlj(x), 
a teda (2) 

d(1
t(x) := kdCuL(x). 

kde dClL značí prírastok koncentrácie v roztavenej zóně pri posunutí o dx. 
Množstvo příměsi, ktoré pri tomto posunutí odišlo z roztavenej zóny do pevnéj 
ťázy. je zrejme 

dP - Cu(x)q dx 

a množstvo příměsi, ktoré sa roztavením elementu objemu na mieste x -f- I, 
dostalo do zóny, bude podobné 

áP' =-- Cu^(x f l)q dx. 

Prírastok koncentrácie v roztavenej zóně bude teda 

_ _ _ _ - d_ _ _ ; _ x ( £ ± / ) _ - - . ^ ( . „ J dx. 
ql l 

Ak to dosadíme do rovnice (2), dostaneme pre výpočet koncentrácii Cu systém 
diferenciálnych rovnic 

a*" + 7c,« = 7 ( ' ' '{x + l)-n== l--'-3---- ^ 
Skúsinie riešenie v tvare 

<', - e V ' / „ ( * ) . (4) 

'• i-

o.-i(* + 0 = e - * e / */.,._.(.. + i)-

Dosadením týchto vzťahov do rovnice (3) dostaneme 

t = 4 e - f , ^ + l). (5) 
z čoho 

/.,---- -r e~*//•.••_(•*-M. d i C- («) 
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Pri prvom tavení je C0(x + l) =• 0, t. j . f{)(x + /) — O. Po prvom přetavení 
bude teda koncentrácia vo vzorke daná vzorcom 

(\ - K.e i\ 

Postupným dosadzováním do rovnice (6) dostáváme 

/, = * e/-*A> + A. 

/. = «-**. -ií P , f ?> f + e -*Ka ̂  + A. 

/ - S K e<«->* ] I fc|x + ( n ~ ': " 1)ZJ V" (7: 

Koncentrácia po n-tom přetavení bude podlá vzťahov (4) a (7) vvjadrená 
vzorcom 

C 1 ( - e 2 _ A < ^ ( » - * ) ! I i ( • ( S ) 

Integračně konstanty Ki určíme z podmieiiky, že pre # — 0 je OjO) — C"-
Zo vzorca (8) plynie, že 

KH = c» - o;,(o), 
pričom Cú

n je koncentrácia na počiatku vzorky a C^(0) = — (\(0) — Kn. 
Za podmienok uvedených na začiatku sú atomy příměsi v roztavenéj zóně 

rozložené homogenně. V roztavenej prvej zóně vytvoří sa teda koncentrácia 
rovná střednéj hodnotě končentrácie predtým tvrdéj zóny. t. j . 

/ 
a - J L I Ctl.^(x) dx. 

o 

Podlá definície (l) stvrdne počiatok vzorky s koncentráciou 

/ 

<Z = j J On. _(_) dx. (Ю) 

Upravíme si tento integrál pre pohodlné vyčíslovanie. Je 

/ / 
j j C\,^x) & x = j j /„_(*) e 4 ' d* = | o„_i i" + f d-f£-± 
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Ak sem dosadíme z rovnice (4) a uvážíme, že j.latí 

! 2/ 

f f{x + l) dx = f f(x) dx, 
ó ' ! 

dostáváme 
/ m i / * io i I / ^ ! i I / ' 12/ _j_ i I / < |<>< 2) ! 
1 n — I W--1 !! "T I ° M - 2 |2/ T I <-',.-3 |:i/ T • • • T | ^ 1 |(.í.~l)/' 

Ak este zavedieme označenie Cn(ml) = OJ" , móžeme predchádzajúci vzorec 
písať v tvare 

>/ I 

(A) ___ V í/'in—m-\ SUI-IH\ 
{/H — Z , l C / H ~ " l ' ) « ) ' 

í/í - 1 

Vyjadrenie 6^,(0) dostáváme podlá definície (9) z rovnice (8). Je 

H- 1 

o„(l>) __ ^ e - ( " - ^ A j \{n - i - ]),.]»-•. 

Všeobecné teda móžeme j)očítať konstanty A a j)omocou vztahu 

K 
к„ = -i fчn-m—l fjн—m ._.._.. ,_y- \и—м)k 

(n —m) 
• \(n — m —• 1 )&]"-"* 1. (11) 

Nakoniec třeba připomenut, že vzorec (8) neplatí pre poslednú zónu, pretože 
sa pri kryštalizácii tejto časti vzorky mění dížka roztavenej zóny. Uváženie 
tejto okolnosti by výpočet nepoměrné skomplikovalo. Koncentráciu jDrímesi 
v ])oslednej zóně po každom přetavení možno zvlášť vypočítat pomocou 
vzorcov. ktoré udal P f a n n . 

Koncentrácie po prvom až štvrtom přetavení počítané vzorcom (8) j)re 
k = OJ a CQ = 1 ako funkcie x/l sú v tab. 2. 

T a b u l k a 2 

I xìl 

1.000 00 ю-1
 : 9,517 00 ю-

3 
1,3193 ю-

3 

9,048 37 ю-
2
 ' 1,679 85 ю-

2 
2,3059 ю-

3 

8,187 31 ю-- 2,260 65 ю-
2 3,1728 ю-

3 

7,408 18 ю-
J
 2.654 05 ю-

2 
5,0611 ю-

3 

6,703 20 ю-
1 \ 3.064 05 ю-- 7,0157 ю-

3 

6,065 31 ю-
1 \ 3,321 30 ю-

2 
9,2192 ю-

3 

5,488 12 ю-
1
 3,501 79 ю-

2 
1,1312 ю-

2 

4,965 85 ю-
1
 | 3,617 84 ю-

2 
1,3332 io-

2 

4,493 29 ю-
1
 j 3,680 05 ю-

2 1,5259 

_. . _ . __ 

ю-
а 

n 4 

2,0877 ю-
4 

5,8137 10 -
1,1260 ю-

3 

1,8364 ю-
3 

2,3027 io-» 
2,7214 ю-

3 

4,8231 ю-
3 

0,0223 ю-
3 

7,4568 ю-
3 
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Graficky je priebeh týchto závislostí zachytený na obi'. 2. Z grafov vidieť, 
že so vzrastajúcim počtom přetavení pre k < 1 klesá koncentrácia v celej 
vzorke okrem poslednej zóny, avšak stupňuje sa nehomogenita. Xajhomogén-
nejšia vzorka podlá výpočtov v tab. 2 vzniká po druhom přetavení. V tomto 
případe je rozdiel koncentrácie ósmej zóny a počiatku vzorky 0.027. kým po 
prvom přetavení je tento rozdiel 0,055. 

: 0,1 

\ 0,08 

j 0,06 
0,05 
0,04 

0,03 

0,02 

0,01 
0,008 

0,006 
0,005 
0,004 

0,003 

0,002 — 

0.001 

0,0008 

0,0006 

00005 

0,0004 

0,0003 

00002 

__ __ 1^1 -^ŢдГ 

ГĽ£~ 

nж3s 

"— 

— 

"— 

— 
S "— / "— 

/ .. 
/ 

\n*4/ 
1 / 

1/ 
L / 

- / 

/ 
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Obr. 2. Závislost' poměru koncentrácie po //-tom přetavení k pociatocnej koncentrácii 

C.7/-0 °d vzdialcnosti meranej v dlžkach zóny. 

Na obr. 3 sú nakreslené priebehy koncentrácii v závislosti od x/I po prvom 
přetavení pre rózne hodnoty konstanty segregácie. Vidieť, že čím je jej hod­
nota menšia, tým je vzorka homogénnejšia. Pre k < 0.01 má už vzorka takmer 
rovnakú koncentrační nečistoty po celej svojej dížke. okrem poslednej zóny. 

Přibližný vzorec 

Vzorce (S) a (11) sú pre výpočet poměrné komplikované a zdíhave. lioci sa 
wčíslovanie děje elementárnymi matematickými úkonmi. Vypočítanie kon-
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centrácie po u-tom přetavení předpokládá znalosť niektorých koncentrácií po 
predošlých tavbách. 

Pri menšej požadovanej přesnosti možno uvedené vzorce previesť na jedno-
duchší tvar. Z rovnice (11) vyplývá, že sú 

h\ = k(\ 

K, = k(\( 1 e - M 

1 
0,8 

0,6 
0.5 

0,4 

0,3 

0.2 

0.1 
0,08 

0.06 
0.05 
0,04 

0,03 

0,02 

0,01 , .—. 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

'/, 
Obr. '). Záv i s los t poměru koncen t rac ie po j e d n o m pře tavení k počialočnej koncen traci i 

(\K\) <)(l vzdialenos t i meranej \' dlžkach zóny pre rozne hodno ty k. 

Dalším dosadzovaním z rovnice (8) do rovnice ( l i ) lanko sa možno přesvěd­
čit', že pre k ^ I možno K L aproximovat' radní i 

I 

l/r-5 

\ŕ 

І 

> N > ч L \ \^ s0.5 

Л 0,01 

-"SŁl i \ i \ ^ i 
- li г ^ V 4 - ^ ^ ki 

ІÍ \ i \ 
I \i N \ ^ӣi 

i 
i 

íi 
i 
i 
ł i 

A's - k(\(l - e-* ke"*1) 

A', •=- k(\t([ e-<- ke~u k2erak) 

к, -.-. к(\П кe~2к к2e ^ k*-*eг{"-л>к). (12) 
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Odčítáním Kn._x od Kn dostaneme pre Kn jednoduchý rekurentný vzorec 

Kn = Kn -i ~ Cnk
,l-1er-ín-1>k. (13) 

Pre výpočet koncentrácií ])o n-tom přetavení nezávisle od hodnot koncentrácic 
po predchádzajúcich tavbách možno použit vzorec (12). Ak v ňom geometrický 
rad spočítáme, dostaneme 

(ke-k)n-
kerk C i +k -? 1 -]- (U) 

Dosadením tohto výrazu do vzorca (8) dostaneme pre počítanie koncentrácií 
poměrné jednoduchý přibližný vzorec 

C„-=Cne"-i •i 
Aн-M 

(n - i)\ ke~k — 

kx 
\)k .(!->) 

Závěr 

V práci je odvodený přesný a přibližný vzorec pre výpočet koncentrácic 
příměsi vo vzorke podrobenej zonálnej tavbě, ak sa nečistota nasype len do 
roztavenej prvej zóny. V porovnaní s metodou, ktorú použil L o r d na riešenie 
problému koncentrácií pri znečištění celej vzorky, má uvedená metoda tu vý­
hodu, že pre výpočet koncentrácie v danom mieste po ?i-tej tavbě nepotřebuje 
poznat koncentrácie v tomto bode pri všetkých predchádzajúcich tavbách. 
Námi uvedený spósob výpočtu možno samozřejmé aplikovat aj na případ 
Tu ho volného počiatočného znečistenia. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ К О Н Ц Е Н Т Р А Ц И И ПРИМЕСЕЙ В КРИС­
ТАЛЛЕ ПРИГОТОВЛЕННОМ С ПОМОЩЬЮ ЗОННОГО ПЛАВ­
ЛЕНИЯ И СЛУЧАЕ, КОГДА ПРИМЕСЬ НАХОДИТСЯ ТОЛЬКО 

В ПЕРВОЙ ; Ю Н Е \ 

к)л и УС: КРЕМ п л с к м 

И ы в о д ы 

К статьи выведены формулы для концентрации примеси в кристалле приготовленном 

с помощью лонного плавления с начальной примесью только в первой :юне. Для неко­

торых случаев (А------ 0,1; (70 = • 1 и п- 1,2, 3,4) концентрации вычислены и графически 

изображены. Кроме очень сложных формул точного решении даны и приближённые 

формулы, применимые для быстрого ним веления концентрации даже в случае, когда 

ношвестны концентрации по предшествующим плавлениям. 

DI E K O N Z E N T R A T I O N E N D E S Z U S A T Z E S I N V O R B E R E I ­
T E T E N K R I S T A L L E N M I T T E L S ZONALEM S C H M E L Z E N 

IM FALLE. DASS D I E Ü N R E I N I G K E I T NUR IN DER 
E R S T E N ZONE I S T 

.1 V L I IT S K R K M PA S K V 

Z u s a m m e n f a s s n n g 

In dieser Arbeit finden wir Formeln für K o n z e n t r a t i o n e n der Un re inigke i t in vor­
bereiteten. Kristallen mit te ls zona lem Schmelzen im Falle des Au f t re tens der Unreinig­
keit n u r in der ers ten Zone. Bei manchen Fa l len (k = 0 A , GQ = 1 und n — 1 , 2, 3, 4) 
sind Konzent ra t ionen numer ie r t und grafisch bezeichnet . Auße r den komp l iz ier ten For­
meln der genauen. Lösungen sind auch hoch unge fähre F o r m e l n angeführt fürs rasche 
Ausrechnen der Konzen t ra t ionen ohne genaues Wissen der Konzen t ra t ionen nach vor­
läufigem Schmelzen. 
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