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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, I — 1957

KONCENTRACIA PRIMESI V KRYSTALI
PRIPRAVENOM ZONALNOU TAVBOU
PRI ZNECISTENI LEN PRVEJ ZONY

JULIUS KREMPASKY
Katedra fyziky SVST v Bratislave

VENOVANE
K 50. NARODENINAM AKADEMIKA DIONYZA ILKOVICA

Uvod

V experimentdlnom Stadiu a v technickej praxi maji velky vyznam vzorky
materialu so znAmym obsahom primesi. Koncentricia primesi a jej rozloZenie
vo vzorke urc¢uju v podstatnej miere jej elektrické vlastnosti. Jednou z pohodl-
nyeh metéd vyroby takych krystalov so znidmym rozloZenim koncentricic
je metoda tavenia postupujucimi zénami, resp. zonalna tavba.

Prat zékladného materidlu (germénia, kremika a pod.) znedisteny prisluSnou
primesou sa pretavi tak, Ze sa oblast roztaveného materidlu $irky [ (obr. 1)
premiestuje celym pritom, a to bud
posunovanim ohrevnej piecky, alebo po- r
sunovanim samej vzorky. V samej vzor-
ke vznika pritom rozlozenie koncentra-
cie. ktoré je okrem inych faktorov Obr. 1.
urc¢ené charakterom znedistenia pred ta-
venim. RozloZenie koncentracie vo vzorke v pripade, ze pred tavenim bola
vzorka homogénne znedistena, vypocital Pfann. Na zaklade pribliznej metddy
navrhnutej Hammingom vypocital aj rozlozenie koncentracie vo vzorke
po n-nasobnom pretaveni. Lord vypocital tieto koncentracie presne a ukdzal
na odchylky od pribliznych hodnét.
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Pfann v spominanej praci ukazal, ze lepsie vysledky (homogénnejsie zne-
¢istend vzorka) mozno docielit tym, ze sa da primes iba do roztavenej prvej
zomy. kym ostatnd ¢ast vzorky ma byt podla moZnosti nezneéistend. Vypodcital
aj to. aké bude rozloZenie koncentracie po prvej tavbe. Ulohou ¢lanku je vy-
pocitat toto rozlozenie po Tubovolnom podte tavieb.
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Fyzikalne zaklady

V pevnej a roztavenej ¢asti vzorky tavenej metddou zonalnej tavby st kon-
centracie nedistoty pévodne homogénnej vzorky vSeobecne rozne. St uréené
tzv. konstantou segregdcie, ktora je definovana vztahom

b (/'(%)
O (@)

(1)
kde C(z) je koncentracia vo vykrystalizovanej casti v bode x a (', (x) kon-
centracia primesi v kvapalnej Casti vzorky, z ktorej sa vytvorila tvrda cast
v bode x. Podla Burtona. Prima a Slichtera zavisi konstanta segregacie
zlozitym spésobom od rychlosti rastu krystalu. od konstanty difazie, pripadne
od inych faktorov. Riesit vytyéeny problém s uvazenim tejto zavislosti viedlo
by k neobydajne zlozitym vysledkom. Budeme preto predpokladat pri taveni
také fyzikalne okolnosti, aby sme konstantu segregidcie mohli pokladat za
konstantni. Na rychlost postiivania zony budeme klast tieto podmierky-:

a) aby bola pri taveni konstantna.

b) aby bola taka velkd, aby nedochazalo v stvrdnutej ¢asti k znatelnym
atomarnym presunom,

c) aby bola taka mala, aby nenastalo porusenie rovnomernej koncentracie
v kvapalnej zéne charakteristickej pre rovnovahu.

Hodnoty kon$tant segregacie st ako > 1 tak aj < 1. V prvom pripade sa
atomy primesi va¢sou mierou stahuja z roztavenej zény do pevnej fazy, v dru-
hom pripade sa naopak pevna faza ochudobiiuje a atémy neéistoty sa stahuju
na druhy koniec vzorky. V oboch pripadoch sa ¢ast vzorky oéistuje od primesi.
preto sa zonalna tavba pouziva ¢asto ako velmi efektivna metéda na cCistenie
materialu od primesi.

Hodnoty rovnovaznych konstant segregacie charakterizujucich chovanie sa
niektorych prvkov v germéaniu podla merani viacerych autorov st v tab. 1.

Tabulka 1

[ | i
Prvok‘ Konstanta ‘ Prvok ! Konstanta | Prvok i Konstanta
‘ | ‘

‘
|
‘
v
|
I B
i
|
|

P e Al ; 0.10 Coag 1o-1
As 5 0.04 Ga 0,10 j Au 3,105
Sh : 0.03 In i 0,001 I NI w 5. 1073
Bi 41075 T 410 Zn | 0.01
B 1 Cu i+ 1,5.10 Co 10-3
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Koneentraeia po nickolkonasobnom pretaveni

Majme vzorku prierezu ¢, ktorou prechadza roztaveni zéna dizky [. Do
prvej roztavenej zény nasypeme neéistotu o koncentracii ;. Ostatna dcast
vzorky nech je ¢ista.

Podla definicie (1) je koncentracia primesi prave vykrystalizovanej casti
vzorky po n-tej tavbe rovna

(/')L(;l:) — k(/vul,(‘/v)*
a teda (2)
de' (x) = kdC,, ().

kde d(',, znaéi prirastok koncentracie v roztavenej zéne pri posunuti o da.
Mnozstvo primesi. ktoré pri tomto posunuti odi§lo z roztavenej zény do pevnej
fazy. je zrejme

dP == U, (x)q da

a mnozstvo primesi. ktoré sa roztavenim elementu objemu na mieste x -/
dostalo do zény. bude podobne

dP = O, (2 + g da.
Prirastok koncentracie v roztavenej zéne bude teda

P —dr O, 4 l)y — U,
de,, (v) = AP —dbP O (& + 1) — C@)]
il ql l
Ak to dosadime do rovnice (2), dostaneme pre vypodet koncentracii (', systém
diferencialnych rovnic

d¢ k k
YO, = = 1.2.3. ... 3
d.lf +](H ’ it ("L+l) n ( )
Skusime riesenie v tvare
B
O =e "f (x). (4)
t.)
B
Co 1) =ete 17f (x4 1)
Dosadenim tychto vztahov do rovnice (3) dostaneme
(1f’1 - k i’ =
e Te fooale +1). (5)
7 Coho
fo= e (e 1) da (6)



Pri prvom taveni je Cy(w + 1) = 0, t. j. fo(wx + [) = 0. Po prvom pretaveni
bude teda koncentracia vo vzorke dana vzorcom
ke
, .o
(', = Ke 1

Postupnym dosadzovanim do rovnice (6) dostavame

[y = l; e K + K,
f, = e K, “'lﬂ lk(xl*_ l) |L +e *K, If[J: + K,

\ ok | ki 4 (m — i — DI} -
— o=k T = e = 2
fu ”EKLG (7] T l)'{ ’ | . (1)
[}

Koneentracia po n-tom pretaveni bude podla vztahov (4) a (7) vvjadrena

VZOorconu

- k r —”1 . . 1 ' /“lx + (n - 1)[1 ‘w i
fo== ¢ o =Dk T | B S A ] N
Cy=c¢"1 ZALL i) i ' (%)
i1

Integra¢né konstanty K,; uréime z podmienky, ze pre x = 0 je ', 10) =("").

Zo vzorca (8) plynie, Ze
K, = — ("(0),

n

= — C0)— K.

pricom (Y je koncentracia na pociatku vzorky a ((0)
Za podmienok uvedenych na zacdiatku st atémy primesi v roztavenej zone
rozlozené homogénne. V roztavenej prvej zéne vytvori sa teda koncentricia

rovna strednej hodnote koncentracie predtym tvrdej zony. t. j
l

., IR ,

C, = 7 O, (x) da.

o

0

Podla definicie (1) stvrdne pociatok vzorky s koncentraciou

!
cﬁzéjQuumﬁ (o
0

Upravime si tento integral pre pohodlné vyéislovanie. Je
i
Aoy e

*"dxiu'w_,;;juf elem

}]

l

!
e =7 [hame
0

3
o
¢

0
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Ak sem dosadime z rovnice (4) a uvazime, ze plati

2/

!
_"f('lf + 1) da == f/(x) dua,
0 /
dostavame

(“1: - ‘ ("u-"l 'l) + I ('7n--~‘.’. ‘{ll + l ('lé"’:i -;'; + ...+ ! ("1 “;: f;;

Ak eSte zavedieme oznacdenie (! (ml) = ", modzeme predchadzajici vzorec
pisat v tvare
wo
(9 = 2 (Chm = O,
-1

Vyjadrenie (! (0) dostdavame podla definicie (9) z rovnice (8). Je

w1

" (0) = Ze' e ';Iti‘fi)'v [(n — i — Dk

I

Vieobeene teda mozeme poditat konstanty K, pomocou vztahu

w1
. _ . , K,
1\ = Z {(y'lil m—1 __ (J’Iltt "o @ G =)k (ny;_in)' I(" — i — l)/(‘]” —ml[. (ll)
me==1

Nakoniec treba pripomenut, ze vzorec (8) neplati pre poslednu zénu, pretoze
sa pri krystalizdcii tejto dasti vzorky meni dizka roztavenej zény. Uvazenie
tejto okolnosti by vypodet nepomerne skomplikovalo. Koncentriciu primesi
v poslednej zéne po kazdom pretaveni mozno zvlast vypoéitat pomocou
vzorcov, ktoré udal Pfann.

Koncentracie po prvom aZz Stvrtom pretaveni poditané vzorcom (8) pre
k= 0.1 a (/; = 1 ako funkeie x/l s v tab. 2.

Tabulka 2

‘» ajl " 1 I 2 no= 3 | n 4 1

! | f

! ‘ |

i 0 1,000 00 . 10=t 9517 00, 103 1,3193 . 1073 2,0877 . 104 ;
? I 9,048 37 . 10-2 | 1.679 85 . 10-2 | 2,3059 . 10-3 ! 58137 .10+

‘; 2 S, I87 31 . 10-2 2,260 65 . 10-2 3,1728 . 10-# : 1,1260 . 103 |

L 3 7,408 18 . 10~ 2.654 05 . 10-2 53,0611 . 10-3 1,8364 . 103 |

+ 6,703 20 . 10-2 3.064 05 . 10-2 | 7,0157 . 10-% i 2,3027 . 1073 |

D X 6,065 31 . 10=2 3.321 30 . 102 | 9,2192 . 10-3 | 2,7214 . 1073 :

6 | 5,488 12, 10-2 3.501 79 . 10-2 | 1L,1312. 10-2 | +4,8231 . 10-3 i

7 i 4,965 85 . 102 3,617 84,102 | 1,3332 . 102 | 65,0223 . 10-9 |

4,493 29 . 102 3,680 05, 102 1,5259 . 10-2 \_ 7.4568 . 10-3 ‘

| i ;
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Graficky je priebeh tychto zavislosti zachyteny na obr. 2. Z gratov vidiet.
7e so vzrastajicim pocétom pretaveni pre k << 1 klesd koncentracia v celej
vzorke okrem poslednej zény, avsak stupniuje sa nehomogenita. Najhomogén-
nejsia vzorka podla vypodtov v tab. 2 vznikd po druhom pretaveni. V' tomto
pripade je rozdiel koncentracie 6smej zény a pociatku vzorky 0.027. kym po
prvom pretaveni je tento rozdiel 0,055.
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Obr. 2. Zavislost pomeru koncentracie po n-tom pretaveni k poéiatoénej koncentraci
C,/Cy od vzdialenosti meranej v dlzkach zony.

Na obr. 3 st nakreslené priebehy koncentracii v zavislosti od &/l po prvom
pretaveni pre rozne hodnoty konstanty segregacie. Vidiet. ze ¢im je jej hod-
nota mensia. tym je vzorka homogénnejsia. Pre & < 0.01 ma uz vzorka takmer

rovnaku koncentraciu nedistoty po celej svojej dlzke. okrem poslednej zony.

Priblizny vzoree

Vzorce (8) a (11) st pre vypocet pomerne komplikované a zdlhave. hoci sa
vvéislovanie deje elementarnvmi matematickymi tkonmi. Vypocitanie kon-



centracie po n-tom pretaveni predpoklada znalost niektorveh koncentracif po
predoslych tavbach.

Pri mensej pozadovanej presnosti mozno uvedené vzorce previest na jedno-
duchs&i tvar. Z rovnice (11) vyplvva. ze st

KN, = kO,
Ny = kC)(1 — e *).
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Obr. 3. Zavislost pomeru koncentracie po jednom pretaveni k pocéiatotnej koncentracii
/¢, od vzdialenosti meranej v dlzkach zény pre rézne hodnoty k.

Dalsim dosadzovanim z rovnice (8) do rovnice (11) lahko sa moZno presved-
¢it. ze pre I =~ 1 mozno K, aproximovat radmi

Ky = kCy(1 et ke 2k)

Ny = RO(L - emF o fer2t o [2em3k)

N, = kO —e7h ke 30 e 3k e DRy (12)



Odéitanim K, , od K, dostaneme pre A, jednoduchy rekurentny vzorec
K, =K, ,— Cjkrle -1k (13)

Pre vypodet koncentracii po n-tom pretaveni nezavisle od hodnét koncentracie
po predchadzajicich tavbich mozno pouzit vzorec (12). Ak v iom geonietricky
rad spoditame. dostaneme

C } Lo (ke—lc)n—l — 1
K, ,(,Ulnl s (14)

Dosadenim tohto vyrazu do vzorca (8) dostaneme pre pocitanie koncentricii
pomerne jednoduchy priblizny vzorec

H

o ko )k (/Ce-—k)i—l —1 -
(' — (/' ] i ! 2 0 SRR A
n “9 + /‘ /('e_k - ]

i1
Zaver

V préaci je odvodeny presny wa priblizny vzorec pre vypoc¢et koncentricie
primesi vo vzorke podrobenej zonalnej tavbe, ak sa nedistota nasype len do
roztavenej prvej zény. V porovnani s metédou, ktort pouzil Lord na riesenie
problému koncentracii pri znedisteni celej vzorky, ma uvedenda metéda ta vy-
hodu, Ze pre vypocet koncentracie v.danom mieste po n-tej tavbe nepotrebuje
poznat koncentracie v tomto bode pri vSetkych predchadzajhcich tavbach.
Nami uvedeny sp6sob vypoétu mozno samozrejme aplikovat aj na pripad
Iubovolného podiatoéného znedistenia.
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PACHPEAEJIEHNNE KONILENTPAIIUN ITPUMECENR B KPUC-

TATE HPUTOTOBITEHTOM G 1ITOMOHIBIO SOHHOTO TLJIAB-

AETHH BCIAVYAR, ROTJAA ITPUMECH HAXOINTCH TOJLRKO
BITEPBONW 301ENX

IOTTENC RPEMITACKIT
Broion

I3 crarnin Boiseens GOPMYIILE T ROHICHTPALEIL HPHMCCH B KPUCTALIC HPIPOTOBACITHOM
¢HOMOULBIO 30HHOTO ILTABJACHIS ¢ HAYAIBLIOI HPHMECBIO TOJIBKO B NepBoif 3once. L nero-
Topux cayuacs (k== 0,1; Cy=1 n n==1,2,3,4) Rouncnrpaiiin Buiaucacnn n rpagudecin
zohpazkent. WpoMe ouelib CAOKHBIX GOPAYIT TOUHOFO PCHICHITH Jalbl 0 HPIO IEREHbIC
GOPIMYIILL TPIMCHIMBIC LT OLICTPOIO. BIMUCJACHIH KOHICHTPAIUTN JLAsKe B CIVIAC, RO
HOHBBCCTILT KOMICHTPATUNT IO UPE;UICCTRY 0NN ILTABTOIITHM.

DIE KONZENTRATIONEN DESZUSATZES IN VORBEREI-
TETEN KRISTALLEN MITTELS ZONALEM SCHMELZEN
IM FALLE. DASS DIE UNREINIGKEIT NUR IN DER
ERSTEN ZONEK IST

JULIUS KREMPASKY
Zusammenfassung

In dicser Arbeit finden wir Formeln fur Konzentrationen der Unreinigkeit in vor-
bereiteten Kristallen mittels zonalem Schmelzen im Falle des Auftretens der Unreinig-
keit nur i der ersten Zone. Bei manchen Fallen (k= 0,1, ¢y =1 und n =1, 2, 3, 4)
sind Konzentrationen numeriert und grafisch bezeichnet. AuBer den komplizierten For-
meln der genauen Losungen sind auch hoch ungefihre Formeln angefiihrt fiirs rasche
Ausrechnen der Konzentrationen ohne genaues Wissen der Konzentrationen nach vor-
Liufizem Sehmelzen.
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