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Matematicky casopis 20 (1970), No. 3

UBER DARBOUXSCHE FUNKTIONEN

JANA FARKOVA, Bratislava

In dem Falle einer reellen Funktion einer reellen Verinderlichen definiert
man die Eigenschaft von Darboux wie folgt: f hat die Eigenschaft von Darboux,
wenn sie jedes Intervall auf ein Intervall, eventuell auf eine einpunktige
Menge abbildet. Oder eine andere Formulierung: f hat die Eigenschaft von
Darboux, wenn fiir jede reelle z, ¥ und jedes ¢, fiir die die Ungleichung f(z) <
< ¢ < f(y) erfillt ist, ein z € (z, y) so existiert, dass f(z) = c.

Etwas allgemeiner ist die Eigenschaft von Darboux im Sinne von Radakovié
([5)]: f hat die Eigenschaft von Darboux im Sinne von Radakovié, wenn die
abgeschlossene Hille des Bildes jedes Intervalls ein Intervall, eventuell eine
einpunktige Menge ist. Oder aber: wenn fiir jede reelle z, y und jedes ¢, fir
welche f(z) < ¢ < f(y) und fiir jedes ¢ > 0, ein z € (v, y) so existiert, dass
f(z) € (c — &, ¢ - &) ist.

Wenn X ein topologischer Raum und % eine Basis offener Mengen in X ist
und wenn f eine auf X definierte reelle Funktion ist, dann definiert man die
Eigenschaft von Darboux, bzw. die Eigenschaft von Darboux im Sinne von
Radakovié, der Funktion f in bezug auf die Basis 4.

Gehen wir von [3] aus, wo man die Eigenschaften gewisser Klassen reeller
Funktionen untersucht, die auf einem topologischen Raum definiert sind.
Ausser anderen Klassen fithrt man hier zwei Klassen von Funktionen D(%)
und Dy(Z) in folgender Art ein:

Es sci X ein topologischer Raum, # eine Basis offener Mengen in X. Wir
betrachten reelle, auf X definierte Funktionen.

D(2%) ist die Klasse aller solcher Funktionen f, fiir welche folgendes gilt:
Tiir jedes Be, fiir jede z, ¥ € BW und fiir jedes ¢, fiir welche f(z) < ¢ < f(y),
existiert ein & € B so, dass f(£) = ¢.

Dy(%) ist die Klasse aller solcher Funktionen f, fiir welche folgendes gilt:
Fiir jedes B € 4, fiir jede , y € B und fiir jedes c, fiir welche f(z) < ¢ < f(y)
ist und fiir jedes ¢ > 0, existiert ein &€ B so, dass f(§) e (c — ¢, ¢ + &) ist.

M 4, bzw. A~ bedsutet die abgeschlossene Hiille der Menge 4 und A’ bedeutet die
Ableitung der Menge A.
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Betrachten wir nun zwei weitere Klassen von Funktionen D'(%), bzw.
Dy(#), die analogisch wie D(%), bzw. Dy(Z#) definiert sind, mit dem Unter-
schied, dass wir in beiden Fillen die Existenz & € B verlangen.

In diesem Sinne begreift man die Eigenschaft von Darboux, bzw. die Eigen
schaft von Darboux im Sinne von Radakovié z. B. in [1].

Es ist offenbar, dass falls X = (— oo, o) und & die Basis ist, die aus allen
offenen Intervallen besteht, dann ist D(%) = D'(%), D,(#) = D,(#) und
fe D'(A), bzw. fe Dy(#) ist der Tatsache dquivalent, dass f die Eigenschaft
von Darboux, bzw. die Eigenschaft von Darboux im Sinne von Radakovié hat,
so wie sie oben eingefithrt wurde.

Bemerkung 1. Man kann beweissen, dass dhnlich wie im Falle der Funk-
tionen einer reellen Verinderlichen, fe D'(#), bzw. fe Dy(#) dquivalent
mit der Behauptung ist, dass f(B), bzw. f(B)~ zusammenhingend fiir jedes
Be 4, ist.

Der Unterschied gegeniiber den Funktionen einer reellen Veridnderlichen
ist jedoch darin, dass die Eigenschaft von Darboux, bzw. die Eigenschaft
von Darboux im Sinne von Radakovié den Zusammenhang f(B), bzw. f(B)-,
fir jede B € #, nicht garantiert (siehe Beispiel 3).

Aus den Definitionen folgt trivial

(1) D(B) = Do(B) N D'(%B), Do(B) U D'(B) < Dy(%R).

In [3] befindet sich:

Beispiel 1. Es sei f eine reelle Funktion einer reellen Verindsrlichen:
flx) = 0, wenn « keine Zahl der Gestalt p/27 ist und es ist f(x) = rq, wenn
x = p[2¢ ist und die Zahlen p und 2¢ teilerfremd sind. Dabei ist {r,} eine
eineindeutige Folge aller rationalen Zahlen aus dsm Intervall (0, 1).

In [3] wird bewiesen, dass fe Do(%), aber es ist evident, dass f¢ D'(%).
Infolgendessen gilt keine Inklusion Do(#) < D'(A).

Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt auch D'(#) < Do(#) nicht.

Beispiel 2. Es sei X = E3, & sei das System aller offenen Quadrate, deren
Seiten zum Koordinatensystem parallel sind. Wir definieren: f(z, y) = #, fir
y # 0 und f(z, y) = @(x), fur y = 0, wobei ¢ eine reelle Funktion einer reellen
Verinderlichen ist, welche jedes Intervall auf (— oo, ) abbildet. Eine solche
Funktion existiert ([4]). Men kann leicht zeigen, dass f € D'(%), f ¢ Do(%).

Es ensteht die Frage, ob man in (1) die Mengeninklusionen nicht durch
Gleichungen ersetzen kann. Wie aus Beispielen 3 und 4 folgt, ist die Antwort
auf diese Frage negativ.

Beispiel 3. Es sei X = (— o, ©), # ={B: B= X — F, wobei F eine
endliche Teilmenge X ist}.

Betrachten wir die Funktion f(z) = z. In bezug darauf, dass bei dieser
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Topologic fiir beliebiges B € #, B = X, fe Do(%) N D'(%), es ist aber leicht
einzusehen, dass f¢ D(%).

Beispiel 4. Es sei X = Es, # sei das System aller offenen Quadrate, deren
Seiten zum Koordinatensystem parallel sind. Wir definieren: f(x, y) = «, fir
y # 0, flx,y) = y(x), fir y = 0, wobei p eine reelle Funktion einer reellen
Verinderlichen ist, welche jedes Intervall auf die Menge aller rationalen
Zahlen abbildet. Eine solche Funktion kann man leicht konstruieren mit
Hilfe der Funktion ¢ aus dem Beispiel 2.

Im Falle, wenn X ein beliebiger topologischer Raum ist, wie Beispiel 3 zeigt,
daher gilt Do(#) N D'(B) = D(X) nicht.

Es gilt aber die -

Behauptung 1. Es set X = E,, # eine Basis von offenen zusammenhdngenden
Mengen tn X. Set f eine reelle Funktion, defintert auf X und ser fe D'(#) N
N Do(%#). Dann fe D(A). _

Beweis. Es sei Bed, x,ye€ B, f(x) <c<fly). Weil fe D'(#), derart
existiert & e B, dass f(&) = c ist.

Es seien a;, az, e1 > 0, e2 > 0 solche reelle Zahlen, dass

f@) < —ea <o < a4 a1 < flé),
J(o) < a2 — &2 < a2 < a2 + &2 < f(y).

Weil fe Do(Z), existieren &1, &€ B so, dass f(&)€ (a1 — e1, a1 + &1),
f(&2) € (a2 — €2, a2 + €2). Es gilt evident f(£1) < f(&o) < f(&2). Da f(B) zu-
sammenhingend ist (siehe [1], Seite 104), muss &€ B so existieren, dass
J(&) = f(éo) = c.

In [3] werden gewisse Eigenschaften der Klassen D(%) und Do(%) unter-
sucht. Ob sie in Hinsicht auf die gleichméissigen Konvergenz abgeschlossen
sind, unter welchen Bedingungen die Summe, dass Produkt, oder das Maximum
der Funktionen aus D(Z), bzw. Dy(%) wieder in diese Klasse gehoren, u. i.

Weiter werden wir uns mit einigen dieser Fragen fiir D'(%) und Dy(%)
befassen.

Es ist bekannt ([3], [6]), dass Folgen reeller Funktionen einer reellen Ver-
inderlichen existieren welche die Eigenschaft von Darboux haben und
gleichméiésig zu der Funktion konvergieren, die die Eigenschaft von Darboux
nicht hat. Also D(#) und D"(#) sind in Hinsicht auf die gleichméssige Kon-
vergenz nicht abgeschlossen. In [3] ist weiter der Beweis der Abgeschlossenheit
von Dy(&#) in Hinsicht auf die gleichméssige Konvergenz angefiihrt.

Ahnlicher Beweis gilt auch fiir Dy(%).

Bemerkung 2. Wenn wir aber das untersuchte Problem verallgemeinern
und uns nicht nur auf reelle Funktionen beschriinken, aber wenn wir Dy(Z)
als eine Menge aller Funktionen f auffassen, welche auf einem topologischen
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Raum X mit einer Basis & definiert sind, mit Werten in irgendeinem Raum Y,
allgemeinerem wie der Raum aller reellen Zahlen, solcher, dass fiir beliebige
B e 4, f(B)~ eine zusammenhingende Menge ist, dann geniigt es, als ¥ schon
E> zu wihlen und Dy(#) wird gegeniiber der gleichmissigen Konvergenz nicht
abgeschlossen sein.

Beispiel 5. Es sei X = (— o0, ©), & sei die Basis, bestehend aus allen
offenen Intervallen ausser denen, deren rechter Endpunkt 0 ist. Wir definieren
nun die Folge von Funktionen, die X in Ez auf folgende Art abbildet:
falz) = ), 0), fir x € (— o0, 0), falx) = (y(x), 1/p(x) — 1/n), fir z € €0, o).
Far n = 1 2 3,

Dabei ist q)(x), bzw. y(x) eine reelle Funktion einer reellen Verinderlichen,
welche jedes Intervall auf (— oo, ), bzw. auf (0, ) abbildet.

Da fn € Dy(%), fir n = 1, 2, 3 ., ist, und weil {fu(2)} gegen f(x) gleichméssig
konvergiert, wo f(x) = (ptz), 0 fur x € (— o, 0) und f(z) = (p(z), 1/p(z))
fir x€<0, c©) und wobei f ¢D (%) (die a,bgeschlossene Hille des Bildes
beliebigen Intervalls, welches 0 enthaltet, ist nicht zusammenhéingend in Ez),
Dy(#) ist nicht abgeschlossen.

Es gilt jedoch:

Satz 1. Es sei X ein topologischer Raum, % eine Basis von offenen Mengen
in X und Y ein metrischer Raum. Es sei fy : X — Y, fu € Dy(%B) (siche Bemerkung
2), farn =1, 2,3, ..., und {fn} gleichmdssig konvergiert gegen f, wobei f(X) < K,
wo K ein Kompakt ist. Dann f e Dy(%).

Beweis. Es gilt f ¢ Dy(%); dann existiert U € 4 so, dass f(U)~ = A+ U B,
wo A+ und B+ solche nicht-leere Mengen sind, dass A* N B+ = @ = A+ \ B+.
Daher sind A+ und B+ abgeschlossen. Da f(U)~ = K, sind A+ und B+ kompakt.

Es sei o(4+, B*) > ¢ > 0. Dann ist
U=AUB, wo A={x:zeU,f(x)e A%}, B={z:2eU,f(x)e Bt} und
AN B =@ und 4 und B sind nicht-leer. Wenn z. B. 4 leer wire, dann wire
U = B, f(U) < B*. Daraus f(U)- < B*, daher A+U B+ < Bt, was ein
Widerspruch damit ist, dass 4+ 5= 0 und 4+ N Bt = .

Es sei jetzt x € 4, y € B; wahlen wir n so, dass o(fu(%), flu)) < ¢/4, fir
jedes u € X.

Dann gilt: o(f(2), f(y)) < eo(f@), fu(®)) + o(fa(@), fa(y)) + e(faly), f¥)) <
< gl + ¢[4 4+ @(fn ), fa(y))-

Daraus o(fa(®), fa(y)) > o(f(2), f(y)) — &2 > ¢[2, also o(fu(4), fu(B))
>¢/2>0.

fa(O) = falA) U fu(B), fa(U)~ = fa(A)~ U fa(B)~, wobei fu(A)~ und fo(B)~
disjunkte abgeschlossene nicht-leere Mengen sind; also existiert n so, dass
fn & Do(B), was ein Widerspruch ist.

T. Radakovié hat in [5] bewiesen, dass zur beliebigen stetigen reellen
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Funktion einer reellen Veranderlichen f, welche nicht konstant ist, eine solche
Funktion mit der Eigenschaft von Darboux existiert, dass ihre Summe mit f
die Eigenschaft von Darboux nicht besitzt. Und weiter, wenn f und ¢ reelle
Funktionen einer reellen Verinderlichen mit der Eigenschaft von Darboux
im Sinne von Radakovié sind und f stetig ist, dann hat auch f + g die Eigen-
schaft von Darboux im Sinne von Radakovié.

Diese Behauptung verallgemeinert L. Misik in [3].

Analogische Sitze, welche in [3] fiir Do(#) bewiesen sind, beweisen wir
fiir Do(2B).

Definition. Es set X ein topologischer Raum und % eine Basis in demselben.
Wir werden sagen, dass % hat die Eigenschaft (1*), wenn folgendes gilt: Zu jeder
offenen Menge U, zu jedem Punkt x € X und zu jedem B € %, fir welche x € U
und x € B gilt, existiert ein C € & so, dass C < U N B und x € C ist.

Bemerkung 3. In den Definitionen der Klassen (%), Do(#), D'(#) und
D,(%#) wird nicht ausdriicklich verlangt, dass % nur aus zusammenhingenden
Mengen bestehen muss. Es ist aber evident, dass diese Definitionen gerade
dann eine praktische Bedeutung haben, wenn # nur aus zusammenhingenden
Mengen besteht. Im entgegengesetzen Falle muss z. B. weder eine stetige
Funktion die Eigenschaft von Darboux haben, was im Widerspruch ist mit
dem intuitiven Auffassen der Eigenschaft von Darboux, als einer gewissen
Verallgemeinerung der Stetigkeit.

Im Weiteren werden wir uns daher auf lokal zusammenhéngenden topologi-
schen Raum beschrinken.

Satz 2. Es set X ein reguldrer topologischer Raum, & eine Basis von zusammen-
hingenden Mengen in X mit der Eigenschaft (1%), es sei f, g € Dy(%). Es sei
jeder Punkt aus X ein Stetigheitspunkt entweder der Funktion f oder g. Dann
ist f 4+ g € Dy(AB).

In dem Beweis dieses Satzes und des Satzes 3 beniitzen wir das nichste.

Lemma. Es set X ein topologischer Raum und % eine Basis von zusammen-
hingenden Mengen in X mit der Bigenschaft (1*). Es sei O B, 0 = A U B,
wo A und B disjunkte nicht-leere Mengen sind. Dann existiert xoe A N B so,
dass fur jede Umgebung V des Punktes xy, U € B so existiert, dass U < V,
20U, U=(UNA)U(UNB), wo UN A und UN B disjunkte nicht-leere
Mengen sind.

Beweis. Es sind zwei Moglichkeiten :

1) O N 4 und auch O N B sind nicht-leere Mengen. Da O eine zusammen-
hiangende Menge ist, existiert dann x €0, 2o € A N B. Wenn V eine beliebige
Umgebung des Punktes x¢ ist, nehmen wir eine solche Umgebung U € %
des Punktes 2, dass U< VNO, also Uc0=AUB. U= (UnA)u
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U (U N B), wobei U N A und U N B nicht-leer sind, weil g€ U, 20 € 4 N B.

2) ON A oder O N B ist leer. Es sei O N B leer (fir ON A  § ist der
Beweis analogisch). Dann O € 4, B< O — 0, B< A — A. Es sei x ein
beliebiges Element aus B. Wenn V eine beliebige Umgebung des Punktes xy ist,
nach (1*) existiert dann U e # so, dass e U, Uc VN O. U= (UNn 4)u
U(UNB), wobei UNA #0, weil U = A, UN B +# 0, weil zo U N B.

Beweis des Satzes 2. Es sei f + g ¢ Dy(#), also existiert O € #, x, y € O,
e>0 und ¢ so, dass f(&) +gx)<c—e<c<cHe<fly)+ 9(y) und
fu) + g(u) ¢ (c — &, ¢ + &), fir ueO.

Dann O = A U B, wobei 4 = {u:ue€0,f(u) + g(u) <c}, B= {u:ue0,
fu)+gu) >¢}, AnNB=0, 4 und B sind nicht-leere Mengen. Es sei
xp € A N B ein Element, dessen Existenz das Lemma garantiert. Es sei f in
stetig (bei der Voraussetzung der Stetigkeit g in ap ist der Beweis analogisch).
Aus der Stetigkeit und aus der Regularitit von X folgt die Existenz einer
solchen Umgebung V des Punktes o, dass fir w e V gilt: f(wo) — £/2 < f(u) <
< f(®o) + ¢/2. Nach dem Lemma existiert ein solches U e %, dass U < V,
20€U, U= ((UnA)u(UnN B),wo UN Aund U N B nicht-leere disjunkte
Mengen sind. Es gilt aber: g(u) < ¢ — f(xo) — ¢/2, fir ue U N A4, g(u) > ¢ —
— flxo) + ¢/2, fiur we U N B. Also g ¢ Dy(%), was ein Widerspruch ist.
~ Im allgemeineren Falle, wenn wir als Elemente Dj(%) anstatt reeller Funk-
tionen wiederum gewisse Transformationen in einen linearen metrischen
Raum auffassen werden, gilt die Behauptung, dhnlich wie der Satz 2, wieder

nur bei gewissen speziellen Bedingungen:

Satz 3. Es set X ein regquldrer topologischer Raum, B eine Basis von zusammen-
héingenden Mengen in demselben mit der Higenschaft (1%), es ser Y ein linear
metrischer Raum (siehe [7], Seite 61). Es sei f,g: X — Y; f, g € Do(#) (siehe
Bemerkung 2). Es sei endlich jeder Punkt aus X ein Stetigheitspunkt entweder
foder g und es sei (f + g)(X) < K, wo K ein Kompakt ist. Dann f + g € Q&(,@).

Beweis. Es sei f + g ¢ Dy(%), dann existiert O € & so, dass (f + ¢)(0)~ =
= A+ U Bt, wo A* und B* solche nicht-leere Mengen sind, dass A+ N Bt =
= A+ N B+ = @, also A+ und B+ sind abgeschlossen und da (f + 9)(0)~ < K,
sind A+ und B+ kompakt. Es sei p(4d+, Bt) >¢>0. 0= AU B, wo 4 =
={z:2€0, (f+9)x)edt}, B={x:2€0, (f+ g)x)eBt}, ANB=4,
A und B sind nicht-leer.

Wenn z. B. A leer wire, dann wire O — B und also (f + ¢)(0) = B*.
Daraus (f 4+ ¢)(0)~ < B+, also A+ U B+ < B+, was ein Widerspruch damit
ist, dass A+ £ 0 und A+ N B+ = .

Es sei xpe A N B ein Llement, deren Existenz das Lemma garantiert.
Es sei f in g stetig (bei der Voraussetzung der Stetigkeit g in o ist der Beweis
analogisch). Aus der Stetigkeit und aus der Regularitit von X folgt die Existenz
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ciner solchen Umgebung V des Punktes xo, dass fir u € V gilt: o(f(zo), f(u)) <
< gf4.

Nach dem Lemma existiert ein solches Ue %, dass U< V, 20e U, U =
= (U NA)v((UnNB), wo UNn A und U N B disjunkte nicht-lecre Mengen
sind. Dabei, fallsx e U N 4,y e U N B, dann
o((f + 9@, +9)w) > e Da ol(f + 9@, (f + 9)w) < olf@), fiv)) +
+ olg(@), 9n)) < e((@), flan)) + olf(@), 1)) + elg(@), g) < /4 + /4 +

+ o(g(@), 9(v)),
st o(g(®), g) > o((f + @), (f + 9)) — &2 > ¢ — g2 = ¢/2 > 0. Also
g(U) = g(U N 4) U g(U N B), wobei o(g(U N 4), g(U N B)) > ¢/2 > 0.
Daraus g(U)~ = g(U N A)~ U g(U N B)~, wobei g(U N A)~ und ¢(U N B)~
nicht-leere abgeschlossene disjunkte Mengen sind, also g ¢ Dy(#), was ein
Widerspruch ist.

Das nichste Beispiel zeigt, dass wenn wir aus den Bedingungen des Satzes 3
die Bedingung (f -+ ¢)(X) = K auslassen, f + g € Dy(#) nicht mehr gelten
muss.

Beispiel 6: Es sei X = (— o0, ), & sei die Basis, bestehend aus allen
offenen Intervallen und ¥ = Ey. Wir definieren nun die Funktionenf, g: X - Y
s0, dass f stetig sein wird, g € Dy(%), und f + g ¢ Dy(Z).

fl@) = (x, ), x € (— o0, ),

@(x) sei eine reelle Funktion einer reellen Verdnderlichen, welche jedes Intervall
auf (— oo, ) abbildet.

A = {x:xe(— o, ©), g(x) ist rational},

B = {z:xe(— o, ©), g(z) ist irrational}.
Wir definieren: gi(z) = (¢p(x) — =, —e®), v € (— o, ),

92(x) = (¢(x) — &, —e® + e?@), x € (— o, ).

Und endlich definieren wir g(z) = gi(x), fir € 4 und g(z) = ga(x), fir x € B.

f + g ist also eine solche Funktion, dass falls I ein beliebiges Intervall ist,
dann ist

(f + ) = {(x,e?): x € (— 0, ©)} U {(z,0): v € (— 0, )}, also f+g¢
€ Dy(%).

_Die Funktion g € Dy(#). Wenn I = (a, b) ein beliebiges Intervall ist, dann
gl = X1 U X,, wo
Xi = {5, y): € (— o, @), y &b, —ey},

Xo = {(z,y): x € (— o0, 0>, y € <eb(e® — 1), e?(e? — 1)>} U
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U {(z, y): z €0, ), y € <et(e? — 1), eb(er — 1)>}. -

g(I)~ ist also eine zusammenhéingende Menge in K.

Es ist offenbar, dass wenn (z1, 22) € X1, dann beliebig nahe zum Punkte
In |zs| € (a, b) liegen Punkte y, so, dass ¢(yx) — yn beliebig wenig von
abweicht; wenn (z1,22) € X2, dann wieder beliebig nahe zum Punkte
In |z2/(e”™ — 1)| € (a, b) liegen Punkte y. so, dass ¢(yx) — yn beliebig wenig
von x; abweicht.

Satz 4. Es sei X ein reguldrer topologischer Raum, B eine Basis von zusammen-
hingenden Mengen in X. Hs sei f, g e Dy(%H). Es sei jeder Punkt aus X ein
Stetigkeitspunkt entweder f oder g. Dann ¢ = max (f, g) € Do(%), y = min (f, g) €
€ Dy(%).

Beweis. Es gilt ¢ ¢ Do(%#). Dann existiert O € %, z, y € 0, ¢ > 0 und ¢ so,
dass p(r) <c—e<c<c+e<oly) und gu)é¢(c — e c+e¢), fir ueO.
Dann O = A U B, wobei 4 = {u:u €0, p(u) <c}, B= {u:ue0,p(u) > c},
A N B =0, A und B sind nicht-leere Mengen. Es sei zy € A N B. Offensichtlich
ist o€ A U B. Es sei 2o aus B und f in y stetig (in anderen Fillen wire der
Beweis analogisch). Aus der Stetigkeit und aus der Regularitit von X folgt
die Existenz einer solchen Umgebung V € # des Punktes z,, dass fir ue V
gilt: f(zo) — ¢/2 < f(u) < f(xo) + €/2; es sei z1 € VN 4. Dann gilt: flz1) <
<c¢—e¢ g(x1) <c¢— e Aus den Ungleichungen f(z1) <c¢ — ¢ und f(zo) —
— &/2 < f(u) < f(zo) + €/2 fiir we V folgt, dass f(z) < ¢ — ¢/2 und daraus
@(%0) = g(x0). Weil g(z1) < ¢ — &, g(xo) = ¢ + ¢, g € Dy(%), existiert £ € V so,
dass g(£) € (c + ¢/2, ¢ + &).

Es gilt aber [(&) < f(®o) + ¢/2 <c¢ es muss also gelten @(&) = g(&) €
€ (¢ + ¢/2, ¢ + ¢), was ein Widerspruch ist.

Die Behauptung fiir y geht aus der Gleichung

min (f, g) = —max (—f, —g) hervor.

Fithren wir nun einige Eigenschaften der Basis an, welche wir im Weiteren
beniitzen werden.

In [1] definiert man die Eigenschaft (**):

Wir werden sagen, dass die topologische Basis # des Raums X die Eigen-
schaft (**) erfiillt, wenn fiir jede solche » € X und U € &, dass x € U, existiert
VeZ so,dassxeV, V—{z} = U.

In [3] definiert man die Eigenschaften (1) und (2):

Wir werden sagen, dass die topologische Basis 4 des Raums X die Eigen-
schaft (1) hat, wenn es gilt, dass zu jedem Punkt x € X und zu jeder offenen
Menge O, die den Punkt = enthilt, ein B € # derart existiert, dass B < O
und x € B — B.
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Wir werden sagen, dass die topologische Basis % des Raums X die Eigen-
schaft (2) hat, wenn folgendes gilt:

Fiir jedes B € # und jede solche Zerlegung der Menge B in zwei nicht-leere
disjunkte Mengen A; und Az, B = A1 U Aa, fiir welche U N B < A4;, bzw.
UNBc Asist, wenn U < Ay, bzw. U © A und U € & ist, sind die Mengen
A; N Az und Ay N A} nicht-leer.

Endlich werden wir sagen, dass die topologische Basis & des Raums X
die Eigenschaft (1**) erfilllt, wenn fir jede offene Menge U und fiir jede
solche x€ X, Be %, dass xe U, xe B, C e # so existiert, dass xeC — C,
CcU,C— {x} <B.

Es ist offenbar, dass aus der Eigenschaft (1) nicht die Eigenschaft (**)
erfolgen muss. Z. B. hat die Basis Es, bestehend aus allen offenen Quadraten,
deren Seiten zum Koordinatensystem parallel sind, die Eigenschaft (1), aber
nicht die Eigenschaft (**).

Ebenfalls muss aus (**) nicht (1) erfolgen. Z. B. die Basis Es, bestehend aus
allen offenen Kreisen, welche die z-Koordinate nicht berithren, hat die Eigen-
schaft (**), aber nicht die Eigenschaft (1).

Die Eigenschaft (1**) impliziert offensichtlich die Eigenschaften (1) und (**).

Satz 5. Es sei X ein topologischer Raum und % eine Basis in X mit der Eigen-
schaft (**), bestehend aus zusammenhingenden Mengen. Es sei f € Dy(B). Dann
f € Do(2%).

Beweis. Es existiere Be %, x,ye B, ¢ > 0 und ¢ so, dass f(z) <c —
—e<c<c+e<fy).

Weil f € Dy(2%), existiert & € B so, dass f(£') € (¢ — ¢, ¢ + ¢). Aus dem Beweis
des Satzes 2 in [1] geht hervor, dass f(B) < f(B)~, also muss & € B so existieren,
dass f(§) e (¢ — &, ¢ + ¢).

Folgerung. Wenn X ein topologischer Raum mit einer topologischen Basis &,
bestehend aus zusammenhingenden Mengen, erfullend (**) ist, dann Dy(%#) =
— Do(%B) o D'(B).

Falls # nicht (**) erfillt, dann wie aus Beispiel 2 ersichtlich ist, miissen
diese Beziehungen nicht gelten.

Fir Funktionen der ersten Baireschen Klasse, bekommen wir aus dem
Satz 5 un dem Satz 8 in [3] folgende Behauptung:

Satz 6. Wenn X ein vollstindiger metrischer Raum und % seine topologische
Basis, bestehend aus zusammenhdngenden Mengen, erfillend die Eigenschaften
(1#*) und (2), ist und wenn f aus der ersten Baireschen Klasse ist, dann sind
die folgenden Behauptungen dquivalent: fec D(#B); fe Do(B); feD(%);
f e Dy(A).
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Zum Schluss mochte ich mich gerne bei Herrn L. Misik fiir seine wertvollen
Ratschlige und Anmerkungen bedanken.
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