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Matematický časopis 20 (1970), No. 3 

ÜBER DARBOUXSCHE FUNKTIONEN 

JANA FARKOVA, Bratislava 

In dem Falle einer reellen Funktion einer reellen Veränderlichen definiert 
man die Eigenschaft von Darboux wie folgt :/hat die Eigenschaft von Darboux, 
wenn sie jedes Intervall auf ein Intervall, eventuell auf eine einpunktige 
Menge abbildet. Oder eine andere Formulierung: / hat die Eigenschaft von 
Darboux, wenn für jede reelle x, y und jedes c, für die die Ungleichung f(x) < 
< c < f(y) erfüllt ist, ein z e (x, y) so existiert, dass/(2) = c. 

Etwa»s allgemeiner ist die Eigenschaft von Darboux im Sinne von Radakovic 
([5)]- / hat die Eigenschaft von Darboux im Sinne von Radakovic, w^enn die 
abgeschlossene Hülle des Bildes jedes Intervalls ein Intervall, eventuell eine 
einpunktige Menge ist. Oder aber: wenn für jede reelle x, y und jedes c, für 
welche f(x) < c < f(y) und für jedes s > 0, ein z e (x, y) so existiert, dass 
f(z) G (c — e, c + e) ist. 

Wenn X ein topologischer Raum und ä? eine Basis offener Mengen in X ist 
und wenn / eine auf X definierte reelle Funktion ist, dann definiert man die 
Eigenschaft von Darboux, bzw. die Eigenschaft von Darboux im Sinne von 
Radakovic, der Funktion / in bezug auf die Basis 38. 

Gehen wir von [3] aus, wo man die Eigenschaften gewisser Klassen reeller 
Funktionen untersucht, die auf einem topologischen Raum definiert sind. 
Ausser anderen Klassen führt man hier zwei Klassen von Funktionen D(&) 
und Do(&) in folgender Art ein: 

Es sei X ein topologischer Raum, SS eine Basis offener Mengen in X. Wir 
betrachten reelle, auf X definierte Funktionen. 

D13&) ist die Klasse aller solcher Funktionen /, für welche folgendes gilt: 
Für jedes BESS, für jede x, y e B <-> und für jedes c, für welche f(x) < c <f(y), 
existiert ein f e B so, dass /(£) = c. 

Do(3ä) ist die Klasse aller solcher Funktionen / , für welche folgendes gilt: 
Für jedes B eSS, für jede x,y e B und für jedes c, für welche f(x) < c < f(y) 
ist und für jedes s > 0, existiert ein £ e B so, dass /(£) e (c —- e, c -f- s) ist. 

<-) A, bzw. A bedeutet die abgeschlossene Hülle der Menge A und A' bedeutet die 
Ableitung der Menge A. 
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Betrachten wir nun zwei weitere Klassen von Funktionen D'(SS), bzw. 
D0(SS), die analogisch wie D(SS), bzw. D0(SS) definiert sind, mit dem Unter­
schied, dass wir in beiden Fällen die Existenz £ e B verlangen. 

In diesem Sinne begreift man die Eigenschaft von Darboux, bzw. die Eigen 
schaft von Darboux im Sinne von Radakovic z. B. in [1]. 

Es ist offenbar, dass falls X = (— co, oo) und SS die Basis ist, die aus allen 
offenen Intervallen besteht, dann ist D{SS) = D'(Sä), D0(Sd) = D0(SS) und 
fe D'(S8), bzw. f~D0(S5) ist der Tatsache äquivalent, dass / die Eigenschaft 
von Darboux, bzw. die Eigenschaft von Darboux im Sinne von Radakovic hat, 
so wie sie oben eingeführt wurde. 

B e m e r k u n g 1. Man kann beweissen, dass ähnlich wie im Falle der Funk­
tionen einer reellen Veränderlichen, feD'(SS), bzw. f e D0(S3) äquivalent 
mit der Behauptung ist, dass f(B), bzw. f(B)~ zusammenhängend für jedes 
BeSS, ist. 

Der Unterschied gegenüber den Funktionen einer reellen Veränderlichen 
ist jedoch darin, dass die Eigenschaft von Darboux, bzw. die Eigenschaft 
von Darboux im Sinne von Radakovic den Zusammenhang f(B), bzw. f(B)~, 
für jede B eSS, nicht garantiert (siehe Beispiel 3). 

Aus den Definitionen folgt trivial 

(1) D(SS) c Do{0S) n D'(SS), D0(SS) u D'(SS) c D0{3S). 

In [3] befindet sich: 
B e i s p i e l 1. Es sei / eine reelle Funktion einer reellen Veränderlichen: 

f(x) = 0, wenn x keine Zahl der Gestalt p\2ß- ist und es ist f(x) = rq, wenn 
x = pfä ist und die Zahlen p und 2« teilerfremd sind. Dabei ist {rq} eine 
eineindeutige Folge aller rationalen Zahlen aus dem Intervall (0, 1). 

In [3] wird bewiesen, dass f~Do(Sä), aber es ist evident, dass f£D'(S#). 
Infolgendessen gilt keine Inklusion Do(SS) <~ D'(SS). 

Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt auch D'(SS) <~ D0(SS) nicht. 
B e i s p i e l 2. Es sei X = E<L, SS sei das System aller offenen Quadrate, deren 

Seiten zum Koordinatensystem parallel sind. Wir definieren: f(x, y) = x, für 
y ^ 0 undf(x, y) = <p(x), für y = 0, wobei cp eine reelle Funktion einer reellen 
Veränderlichen ist, welche jedes Intervall auf (— oo, oo) abbildet. Eine solche 
Funktion existiert ([4]). M&n kann leicht zeigen, d a s s / e D'(SS), f $ D0(Sä). 

Es ensteht die Frage, ob man in (1) die Mengeninklusionen nicht durch 
Gleichungen ersetzen kann. Wie aus Beispielen 3 und 4 folgt, ist die Antwort 
auf diese Frage negativ. 

B e i s p i e l 3. Es sei X = (— oo, oo), S% = {B: B = X — F, wobei F eine 
endliche Teilmenge X ist}. 

Betrachten wir die Funktion f(x) = x. In bezug darauf, dass bei dieser 
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Topologie für beliebiges BeBS, B = X, feD0(8S) n D'(3S), es ist aber leicht 
einzusehen, d a s s / ^ D(^ ) . 

B e i s p i e l 4. Es sei X = 2?2, ^ sei das System aller offenen Quadrate, deren 
Seiten zum Koordinatensystem parallel sind. Wir definieren: f(x, y) = x, für 
y _-£ 0, f(x, y) = ip(x), für y = 0, wobei ip eine reelle Funktion einer reellen 
Veränderlichen ist, welche jedes Intervall auf die Menge aller rationalen 
Zahlen abbildet. Eine solche Funktion kann man leicht konstruieren mit 
Hilfe der Funktion <p aus dem Beispiel 2. 

Im Falle, wenn X ein beliebiger topologischer Raum ist, wie Beispiel 3 zeigt, 
daher gilt D0(äS) n D'(3S) = D(3S) nicht. 

Es gilt aber die 

Behauptung 1. Es sei X = En, £% eine Basis von offenen zusammenhängenden 
Mengen in X. Sei f eine reelle Funktion, definiert auf X und sei f eD'(@S) C\ 
nD0(@). Dann feD(SS). 

Bewe i s . Es sei Be0S, x,yeB, f(x) <c <f(y). Weil feD'(0S), derart 
existiert fo e B, dass /(fo) = c ist. 

Es seien a±, a2, s± > 0, e2 > 0 solche reelle Zahlen, dass 

f(x) < ai — ei < ax < ai + £1 < / ( | 0 ) , 

/(So) <a2 — s2<a2<a2 + e2< f(y). 

Weil feDo(äS), existieren f i , h e B so, dass / ( | i ) e (a± — e±, a\ -f- ei); 
/ ( f 2 ) G ( a 2 - £ 2 , ^ 2 + £2). Es gilt evident /(fi) < / ( fo ) < / ( & ) . Da / ( £ ) zu-
sammenhängend ist (siehe [1], Seite 104), muss f e i? so existieren, dass 
/ ( * ) = / ( f o ) = c 

In [3] werden gewisse Eigenschaften der Klassen D(£S) und D0(ä3) unter­
sucht. Ob sie in Hinsicht auf die gleichmässigen Konvergenz abgeschlossen 
sind, unter welchen Bedingungen die Summe, dass Produkt, oder das Maximum 
der Funktionen aus D(38), bzw. D0(8ä) wieder in diese Klasse gehören, u. ä. 

Weiter werden wir uns mit einigen dieser Fragen für D'(3S) und D'^(3S) 
befassen. 

Es ist bekannt ([3], [6]), dass Folgen reeller Funktionen einer reellen Ver­
änderlichen existieren welche die Eigenschaft von Darboux haben und 
gleichmässig zu der Funktion konvergieren, die die Eigenschaft von Darboux 
nicht hat. Also D(&) und D'\ß) sind in Hinsicht auf die gleichmässige Kon­
vergenz nicht abgeschlossen. In [3] ist weiter der Beweis der Abgeschlossenheit 
von D0(3S) in Hinsicht auf die gleichmässige Konvergenz angeführt. 

Ähnlicher Beweis gilt auch für D'0(3S). 
B e m e r k u n g 2. Wenn wir aber das untersuchte Problem verallgemeinern 

und uns nicht nur auf reelle Funktionen beschränken, aber wenn wir D^ß) 
als eine Menge aller Funktionen / auffassen, welche auf einem topologischen 
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Raum X mit einer Basis SS definiert sind, mit Werten in irgendeinem Raum Y, 
allgemeinerem wie der Raum aller reellen Zahlen, solcher, dass für beliebige 
B G J , f(B)~ eine zusammenhängende Menge ist, dann genügt es, als Y schon 
Ei zu wählen und D'0(SS) wird gegenüber der gleichmässigen Konvergenz nicht 
abgeschlossen sein. 

B e i s p i e l 5 . Es sei X = (— oo, oo), SS sei die Basis, bestehend aus allen 
offenen Intervallen ausser denen, deren rechter Endpunkt 0 ist. Wir definieren 
nun die Folge von Funktionen, die X in E% auf folgende Art abbildet: 
fn(x) = (cp(x), 0), für x e (— oo, 0), fn(x) = (ip(x), lfip{x) — l/n), für x e <0, oo). 
Für n = 1, 2, 3, . . . 

Dabei ist cp(x), bzw. ip(x) eine reelle Funktion einer reellen Veränderlichen, 
welche jedes Intervall auf (— oo, oo), bzw. auf (0, oo) abbildet. 

Da fn e D0(SS), für n = 1, 2, 3, ..., ist, und weil {fn(x)} gegen f(x) gleichmässig 
konvergiert, wo f(x) = (cp(x), 0), für x e (— oo, 0) und f(x) = (tp(x), l/ip(x)), 
für x e <0, oo) und wobei f$D'0(SS) (die abgeschlossene Hülle des Bildes 
beliebigen Intervalls, welches 0 enthaltet, ist nicht zusammenhängend in Ez), 
D0(SS) ist nicht abgeschlossen. 

Es gilt jedoch: 

Satz 1. Es sei X ein topologischer Baum, SS eine Basis von offenen Mengen 
in X und Y ein metrischer Raum. Es seifn : X -> Y,fn£ D'0(SS) (siehe Bemerkung 
2), für n = 1, 2, 3, ..., und {fn} gleichmässig konvergiert gegen f, wobei f(X) <= K, 
wo K ein Kompakt ist. Dann fe D0(S$). 

B e w e i s . Es gilt / <£ D'0(S9); dann existiert U eSS so, dass / (U ) - = A+ u B+, 
wo A+ und B+ solche nicht-leere Mengen sind, dass A+ n B+ = 0 = A+ n B+. 
Daher sind A+ und B+ abgeschlossen. Da/(U)~~ <-- K, sind A+ und B+ kompakt. 

Es sei Q(A+, B+) > e > 0. Dann ist 
U = AuB, wo A = {x:xe U,f(x)eA+}, B = {x: x e U,f(x) e B+} und 
A n B = 0 und A und B sind nicht-leer. Wenn z.B. A leer wäre, dann wäre 
Ü = B, f(U) c= B+. Daraus f(U)~ c J5+, daher A+KJ B+ ^ B+, was ein 
Widerspruch damit ist, dass A+ ^ 0 und A+ n i?+ = 0. 

Es sei jetzt xeA, yeB; wählen wir n so, dass Q(fn(u), f(u)) < e/4, für 
jedes ueX. 

Dann gilt: Q(f(x), f(y)) < Q(f(x), U(x)) + Q(fn(x),fn(y)) + Q(fn(y),f(y)) < 
<el4 + el± + Q(fn(x),fn(y)). 

Daraus Q(fn(x),fn(y))>Q(f(x),f(y))-el2>el2, also Q(fn(A), fn(B)) > • 
> c/2 > 0. _ 

A(C7) = / n ( ^ l ) vfn(B), fn(U)~ = fn(A)- U fn(B)-, wobei / w ( 4 ) - und fn(B)~ 
disjunkte abgeschlossene nicht-leere Mengen sind; also existiert n so, dass 
fn $ D'0(SS), was ein Widerspruch ist. 

T. R a d a k o v i c hat in [5] bewiesen, dass zur beliebigen stetigen reellen 
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Funktion einer reellen Veränderlichen/, welche nicht konstant ist, eine solche 
Funktion mit der Eigenschaft von Darboux existiert, dass ihre Summe mit / 
die Eigenschaft von Darboux nicht besitzt. Und weiter, wenn / und g reelle 
Funktionen einer reellen Veränderlichen mit der Eigenschaft von Darboux 
im Sinne von Radakovic sind und / stetig ist, dann hat auch f + g die Eigen­
schaft von Darboux im Sinne von Radakovic. 

Diese Behauptung verallgemeinert L. Mis ik in [3]. 
Analogische Sätze, welche in [3] für DQ(SS) bewiesen sind, beweisen wir 

für D'Q(SS). 

Definition. Es sei X ein topologischer Baum und SS eine Basis in demselben. 
Wir werden sagen, dass SS hat die Eigenschaft (1*), wenn folgendes gilt: Zu jeder 
offenen Menge U, zu jedem Punkt x e X und zu jedem B e SS, für welche xeU 
und x e B gilt, existiert ein C eSS so, dass C <= U n B und x e C ist. 

B e m e r k u n g 3. In den Definitionen der Klassen D(SS), DQ(SS), D'(SS) und 
D'0(SS) wird nicht ausdrücklich verlangt, dass SS nur aus zusammenhängenden 
Mengen bestehen muss. Es ist aber evident, dass diese Definitionen gerade 
dann eine praktische Bedeutung haben, wenn SU nur aus zusammenhängenden 
Mengen besteht. Im entgegengesetzen Falle muss z. B. weder eine stetige 
Funktion die Eigenschaft von Darboux haben, was im Widerspruch ist mit 
dem intuitiven Auffassen der Eigenschaft von Darboux, als einer gewissen 
Verallgemeinerung der Stetigkeit. 

Im Weiteren werden wir uns daher auf lokal zusammenhängenden topologi-
schen Raum beschränken. 

Satz 2. Es sei X ein regulärer topologischer Baum, SS eine Basis von zusammen-
hängenden Mengen in X mit der Eigenschaft (1*), es sei f,geD'0(S3). Es sei 
jeder Punkt aus X ein Stetigkeitspunkt entweder der Funktion f oder g. Dann 
istf+geD'^SS). 

In dem Beweis dieses Satzes und des Satzes 3 benützen wir das nächste. 

Lemma. Es sei X ein topologischer Baum und SS eine Basis von zusammen­
hängenden Mengen in X mit der Eigenschaft (1*). Es sei O eSS, O = A U B, 
wo A und B disjunkte nicht-leere Mengen sind. Dann existiert XQ e A n B so, 
dass für jede Umgebung V des Punktes XQ, U eSS so existiert, dass U <-= V, 
XoeU, U = (U n A) U (U n B), wo U C\ A und U C\B disjunkte nicht-leere 
Mengen sind. 

Bewei s . Es sind zwei Möglichkeiten: 
1) O n i und auch 0 n B sind nicht-leere Mengen. Da 0 eine zusammen­

hängende Menge ist, existiert dann XQ e O, XQ e A n B. Wenn V eine beliebige 
Umgebung des Punktes XQ ist, nehmen wir eine solche Umgebung U e SS 
des Punktes x0, dass ü c V nO, also Ü <= Ö = Au B. Ü = (Ü n A) U 
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U (U n B), wobei U n A und U n B nicht-leer sind, weil x0 e U, x0 e A n B. 

2) O n A oder O n B ist leer. Es sei 0 n B leer (für O n 4̂ 0 ist der 
Beweis analogisch). Dann O ^ A, B cz O — O3 J5 cz 4̂ _ ^4. Es sei #o ein 
beliebiges Element aus B. Wenn V eine beliebige Umgebung des Punktes x0 ist, 
nach (1*) existiert dann U e Sä so, dass x0eÜ, [ / c V n O. U = (£7 n A) U 
U ( P n 5 ) , wobei Ü n A ^ 0, weil U c Z , U n 5 ^ 0, weil x0eÜ n B. 

B e w e i s d e s S a t z e s 2. Es s e i / + (7 £ D'0(S§), also existiert O G ^ , o;, ?/ G O, 
e > 0 und c so, dass /(#) + <7(#) < c — e<c<c + s< f(y) + g(y) und 
f(u) + g(u) $ (c — s, c + s), für ueÖ. 

Dann O = A\J B, wobei A = {u: u e Ö,f(u) + g(u) < c}, B = {u: u e O, 
f(u) + g(u) > c}, .A n F> = 0, .A und B sind nicht-leere Mengen. Es sei 
x0e A n B ein Element, dessen Existenz das Lemma garantiert. Es s e i / in x0 

stetig (bei der Voraussetzung der Stetigkeit g in x0 ist der Beweis analogisch). 
Aus der Stetigkeit und aus der Regularität von X folgt die Existenz einer 
solchen Umgebung V des Punktes x0, dass für ue V gilt: f(x0) — e/2 < f(u) < 
<f(xo) + e/2. Nach dem Lemma existiert ein solches ( J e J 1 , dass C7 cz V, 
a;o G U, U = (c7 n A) u (U n i?), wo Ü n A und Ü n B nicht-leere disjunkte 
Mengen sind. Es gilt aber: g(u) < c — f(x0) — s/2, für u eU n A, g(u) > c — 
— /(#o) + £/2> für ueU n B. Also gr <£ D'0(Sä), was ein Widerspruch ist. 

Im allgemeineren Falle, wenn wir als Elemente D'0(S3) anstat t reeller Funk­
tionen wiederum gewisse Transformationen in einen linearen metrischen 
Raum auffassen werden, gilt die Behauptung, ähnlich wie der Satz 2, wieder 
nur bei gewissen speziellen Bedingungen: 

Satz 3. Es sei X ein regidärer topologischer Baum, SS eine Basis von zusammen­
hängenden Mengen in demselben mit der Eigenschaft (1*), es sei Y ein linear-
metrischer Raum (siehe [7], Seite 61). Es sei f,g:X-> Y; f,g&D'^ß) (siehe 
Bemerkung 2). Es sei endlich jeder Punkt aus X ein Stetigkeitspunkt entweder 
f oder g und es sei (f + g)(X) cz K,wo K ein Kompakt ist. Dannf+ g G D^ß). 

B e w e i s . Es sei / + g & D'^ß), dann existiert O G J ' S O , dass (/ + g)(Ö)~ = 
= A+ U B+, wo A+ und B+ solche nicht-leere Mengen sind, dass A+_n B+ = 
= A+ n B+ = 0, also A+ und B+ sind abgeschlossen und da (/ + g)(0)~~ <= K, 
sind A+ und B+ kompakt. Es sei Q(A+, B+) > e > 0. Ö = A U B, wo A = 
= {x:xeÖ, (f + g)(x) e A+}, B = {x:xeÖ, (f + g)(x) e B+], A n B = 0, 
A und B sind nicht-leer. 

Wenn z. B. A leer wäre, dann wäre O = B und also ( / + g)(0) c B+. 
Daraus (/ + g)(Ö)~ cz B+, also A+ U B+ cz B+, was ein Widerspruch damit 
ist, dass A+ ^ 0 und .4+ n 7?+ = 0. 

Es sei #o e A n B ein Element, deren Existenz das Lemma garantiert . 
Es sei / in x0 stetig (bei der Voraussetzung der Stetigkeit g in x0 ist der Beweis 
analogisch). Aus der Stetigkeit und aus der Regularität von X folgt die Existenz 
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einer solchen Umgebung V des Punktes xo, dass für u e V gilt: Q(f(xo),f(u)) <r-
< e / 4 . "_ 

Nach dem Lemma existiert ein solches U e 33, dass U c V, xo E U, U -= 
= ( U n . 4 ) U ( c 7 n i ? ) , wo Un^4 und Ü n B disjunkte nicht-leere Mengen 
sind. Dabei, falls x EU C\ A,y EU C\ B, dann 

Q((f + g)(*), (f + g)(y))>£- Da Q((f+ g)(x), (f+ g)(y)) <Q(K^), f(y)) + 
+ Q(g(*), g(y)) < Q(J(X), f(x0)) + Q(f(xo),f(y)) + Q(g(x)9g(y)) < s/4, + e/4 + 

+ Q(g(x),g(y)), 
ist_ Q(g(x),g(y)) > Q( (f + g)(x), (f + g)(y)) -_ej2 > e - ej2 = E/2 > 0. Also 

g(U) = g(U n A) _ g(U n B), j^obei Q(g(U n .4)^(17 n .B)) > e|2 > 0. 
Daraus gr(?7)- = g(Ü n .4)- U g(U n ü?)-, wobei gr(E7 n A)~ und g(U n J5)~ 
nicht-leere abgeschlossene disjunkte Mengen sind, also g $ D'0(3S), was ein 
Widerspruch ist. 

Das nächste Beispiel zeigt, dass wenn wir aus den Bedingungen des Satzes 3 
die Bedingung (/ + g)(X) c K auslassen, f + g e D'0(3S) nicht mehr gelten 
muss. 

B e i s p i e l 6: Es sei X = (— oo, oo), SS sei die Basis, bestehend aus allen 
offenen Intervallen und Y = E%. Wir definieren nun die Funktionen/, g : X -> Y 
so, dass / stetig sein wird, g e D'0(3S), und f + g $ D'0(3S). 

f(x) = (x, ex), x e (— oo, oo), 

cp(x) sei eine reelle Funktion einer reellen Veränderlichen, welche jedes Intervall 
auf (— oo, oo) abbildet. 

A = {x: x e (— oo, oo), op(x) ist rational}, 

B = {x: x e (— oo, oo), cp(x) ist irrational}. 

Wir definieren: gi(x) = ((p(x) — x, —ex), x E (— oo, oo), 

g2(x) = (cp(x) — x, —ex + e^*)), x e (— oo, oo). 

Und endlich definieren wir g(x) = gi(x), für x e A und g(x) = g^(x), für x e B. 
f + g ist also eine solche Funktion, dass falls / ein beliebiges Intervall ist, 

dann ist 
(f+g)(I)- = {(x,ex):xe(—co, co)} U {(x,0):xe(—co, co)}, also f+g$ 
ED'0(SS). 

Die Funktion g e D'0(3S). Wenn I = (a, b) ein beliebiges Intervall ist, dann 
g(I)- = Ki u X2, wo 

-Xi = {(̂ > 2/): x e (— co, oo), y e <—eb, — ea}}, 

X2 = {(x, y): x e (— oo, 0>, y E (eb(ex — 1), e<*(e* — 1)>} U 
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U {(x, y):xe <0, oo), y e <ea(e* — 1), eh(ex — 1)>}. 

g(I)~~ ist also eine zusammenhängende Menge in E<i. 
Es ist offenbar, dass wenn (x\, x?) e X\, dann beliebig nahe zum Punkte 

In \x2\ e (a, b) liegen Punkte yn so, dass cp(yn) — yn beliebig wenig von x\ 
abweicht; wenn (x\, x?) e X%, dann wieder beliebig nahe zum Punkte 
In \x2J(eXl — 1)| G (a, b) liegen Punkte yn so, dass (p(yn) — yn beliebig wenig 
von x\ abweicht. 

Satz 4. Es sei X ein regulärer topologischer Raum, 38 eine Basis von zusammen­
hängenden Mengen in X. Es sei f,g e D'0(3$). Es sei jeder Punkt aus X ein 
Stetigkeitspunkt entweder f oder g. Dann <p = max (/, g) e D'Q(38), xp = min (/, g) e 

Bewe i s . Es gilt cp $ D§(38). Dann existiert O e 38, x,y G O, e > 0 und c so, 
dass (p(x) < c — e<.c<c-\-e<C cp(y) und cp(u) $ (c — s, c + e), für u e O. 
Dann O = A U B, wobei A = {u: ueO, cp(u) <c},B= {u: ue Ö, <p(u) > c}, 
A n B = 0, A und B sind nicht-leere Mengen. Es sei x0e A n B. Offensichtlich 
ist xo e A U B. Es sei xo aus B und / in xo stetig (in anderen Fällen wäre der 
Beweis analogisch). Aus der Stetigkeit und aus der Regularität von X folgt 
die Existenz einer solchen Umgebung F e f des Punktes xo, dass für ue V 
gilt: f(xo) — e/2 < / (w) < f(x0) + e/2; es sei #i G V n -4. Dann gilt: f(x\) < 
<c — E, g(x\) < c — s. Aus den Ungleichungen f(x\) < c — e und f(xo) — 
— e/2 < f(u) < /(#o) + s/2 für % e F folgt, dass f(x0) < c — e/2 und daraus 
<p(#o) = g(#o). Weil gr(o;i) < c — E, gr(^0) > c + £, # G D'^ß), existiert £ G V so, 
dass gr(f) G (c + e/2, c + e). 

Es gilt aber / ( | ) <f(x0) + e/2 < c es muss also gelten <p(£) = g(£) G 
G (c + e/2, c + s), was ein Widerspruch ist. 

Die Behauptung für \p geht aus der Gleichung 

min (/, g) = —max (—/, — g) hervor. 

Führen wir nun einige Eigenschaften der Basis an, welche wir im Weiteren 
benützen werden. 

In [1] definiert man die Eigenschaft (**): 
Wir werden sagen, dass die topologische Basis 38 des Raums X die Eigen­

schaft (**) erfüllt, wenn für jede solche xe X und U G 33, dass x e U, existiert 
F G J ' S O , dass x e V, V — {x} <= U. 

In [3] definiert man die Eigenschaften (1) und (2): 
Wir werden sagen, dass die topologische Basis 38 des Raums X die Eigen­

schaft (1) hat, wenn es gilt, dass zu jedem Punkt x e X und zu jeder offenen 
Menge 0, die den Punkt x enthält, ein B e 38 derart existiert, dass B c O 
und x e B — B. 
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Wir werden sagen, dass die topologische Basis Sä des Raums X die Eigen­
schaft (2) hat, wenn folgendes gilt: 

Für jedes B e Sä und jede solche Zerlegung der Menge B in zwei nicht-leere 
disjunkte Mengen A\ und A%, B = A\ U Ai, für welche U C\ B c A\, bzw. 
U n B c A2 ist, wenn U <=• A1} bzw. U <=• Az und U e £8 ist, sind die Mengen 
A[ n .A2 und ^4i n ^42 nicht-leer. 

Endlich werden wir sagen, dass die topologische Basis Sä des Raums X 
die Eigenschaft (1**) erfüllt, wenn für jede offene Menge U und für jede 
solche x e X, BeSä, dass xeU, xeB, C e Sä so existiert, dass xeC — C, 
C c U, C - {x} cz B. 

Es ist offenbar, dass aus der Eigenschaft (1) nicht die Eigenschaft (**) 
erfolgen muss. Z. B. hat die Basis F/2, bestehend aus allen offenen Quadraten, 
deren Seiten zum Koordinatensystem parallel sind, die Eigenschaft (1), aber 
nicht die Eigenschaft (**). 

Ebenfalls muss aus (**) nicht (1) erfolgen. Z . B . die Basis FJ2, bestehend aus 
allen offenen Kreisen, welche die ^-Koordinate nicht berühren, hat die Eigen­
schaft (**), aber nicht die Eigenschaft (1). 

Die Eigenschaft (1**) impliziert offensichtlich die Eigenschaften (1) und (**). 

Satz 5. Es sei X ein topologischer Baum und Sä eine Basis in X mit der Eigen­
schaft (**), bestehend aus zusammenhängenden Mengen. Es sei fe D0(S§). Dann 
feDo(SS). 

Bewei s . Es existiere BeSS, x,yeB, e > 0 und c so, dass f(x) < c — 
— s <c <c + s <f(y). 

Wei l / e D'o(S8), existiert £' e B so, dass/(£') e (c — e,c + e). Aus dem Beweis 
des Satzes 2 in [1] geht hervor, dass/(i?) <= f(B)~, also muss | e B s o existieren, 
dass /(£) e (c — E, c + e). 

Folgerung. Wenn X ein topologischer Baum mit einer topologischen Basis Sä, 
bestehend aus zusammenhängenden Mengen, erfüllend (**) ist, dann D'0(S§) = 
= Do(Sä) =) D'(&). 

Falls Sä nicht (**) erfüllt, dann wie aus Beispiel 2 ersichtlich ist, müssen 
diese Beziehungen nicht gelten. 

Für Funktionen der ersten Baireschen Klasse, bekommen wir aus dem 
Satz 5 un dem Satz 8 in [3] folgende Behauptung: 

Satz 6. Wenn X ein vollständiger metrischer Baum und Sä seine topologische 
Basis, bestehend aus zusammenhängenden Mengen, erfüllend die Eigenschaften 
(1**) und (2), ist und wenn f aus der ersten Baireschen Klasse ist, dann sind 
die folgenden Behauptungen äquivalent: feD(Sä)\ feDo(Sä)\ feD'(S§)\ 
fGD'0(i£). 
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Zum Schluss möchte ich mich gerne bei Herrn L. Mis ik für seine wertvollen 
Katschläge und Anmerkungen bedanken. 
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