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Matematický časopis 19 (1969), No. 2 

SUR LES TOURNOIS AVEC DES 3-CYCLES RÉGULIÈREMENT 
PLACÉS 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

Par graphe, tournoi nous entendons les notions dans le sens de [4]. Parlant 
du cycle, nous entendons toujours un circuit élémentaire dans le sens de Berge 
[1] ( = Zyklus de Kônig [2]). Au lieu du cycle de longueur k nous parlerons 
de &-cycle. 

Soit G un graphe, s un sommet et a une arête de G. Nous noterons: TZG(S) 

= l'affluent de s ( = le nombre des arêtes de G pour lesquelles s est l'extrémité 
terminale — voir [1]); OJG(S) = l'écoulement de s ( = le nombre des arêtes 
pour lesquelles s ets l'extrémité initiale) ; rc(a) = le nombre de tous les 
3-cycles dans G qui contiennent l'arête a. Nous noterons par r(G) le nombre 
de tous les 3-cycles dans G. Nous dirons du tournoi qu'il a les 3-cycles régu-
rièrement placés, si chaque arête de G appartient au nombre égal de 3-cycles. 

Si u est l'extrémité initiale et v l'extrémité terminale de l'arête orientée a 
(l'arête orientée dans le sens de Kônig [2] = l'arc dans le sens de Berge [1]), 
nous la notons aussi uv or vu. Si G est un tournoi et x 4= y sont ses sommets, 
alors il est clair (d'après la définition du tournoi) que G contient exactement 
une des arêtes xy, xy. Le tournoi est complètement égalisé (bref: G est un 
^-tournoi — voir [3], [4]) s'il vaut pour chaque son sommet s TIG(S) = CDG(S). 

On sait que chaque o-tournoi contient un nombre impair de sommets. 
Soit G un o-tournoi avec 2n -{- l sommets, il vaut alors pour chaque son arête a : 
1 5^ TG(<X) = n (voir [5]). 

Lemme 1. Soit G un q-tournoi avec 2n -\- \ sommets; s soit son sommet quel­
conque. Soit A (-> s) (resp. A (s ->)) l'ensemble de toutes les arêtes pour lesquelles 
s est Vextrémité terminale (resp. initiale). Il vaut alors: 

r(G) = ±- ̂  + 2j ; rais) = ^ rG(a) = ̂  rG(a) = ( " + ' ) ' 
aeA(s-+) aeA(->s) 

D é m o n s t r a t i o n . La validité de la première affirmation est prouvée dans [5] 
et la validité de la seconde affirmation découle du fait que chaque 3-cycle 
de G contenant s possède exactement une arête de A (-L> S) et exactement 
une arête de ^(s ->) . 
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Théorème 1. Dans un tournoi G il est valable: rr;(a) = 0 pour chaque arête 
a si et seulement si G est un tournoi acyclique. 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème est une conséquence directe du théorème 
2 de [3] (voir la remarque 2). 

R e m a r q u e 1. On sait que pour chaque n > 1 entier naturel il existe 
un tournoi acyclique avec n sommets et que tous les tournois acycliques avec 
un nombre de sommets donné sont isomorphes (voir [3]). Alors — comme 
le montre le théorème 1 — la classe des tournois G pour lesquels il vaut : 
TG(O) = 0 pour chaque arête a e G, est facile à décrire. 

Théorème 2. Soit k un nombre entier naturel et dans le tournoi G soit valable 
rG(ct) = k > 0 pour chaque arête a e G, alors G est un q-tournoi avec 4& —• 1 
sommets. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit valable rG(a) = k > 0 pour chaque arête aeG 
et soit m le nombre des arêtes de G. Il est évident que km = 3 r(G). Il découle 
du lemme 1 et de la supposition TG(«) = k pour chaque a e G que G est un 
^-tournoi. Soit 2n + 1 le nombre des sommets dans G. Il est alors valable: 
m = n(2n+l); r(G) = \n(n + 1) (2n + 1). Alors km = kn(2n + 1) = 
= 3r(G) = \n(n + 1) (2n + 1). C'est à dire: 2k = n + 1 et alors 2n + 1 = 
= 4k —- 1 ; q. e. d. 

Nous dirons que le tournoi G est un tournoi rotatif (bref: un |-tournoi) 
si on peut noter ses sommets par Si, S2, ..., sn de façon qu'il est valable : 
si G contient l'arête st+Sj, il contient alors aussi l'arête Si+iSj+"î (nous posons 
#n+i = si). Nous disons d'une pareille notation des sommets du f-tournoi 
que c'est une notation normale. De la définition du f-tournoi et de la notation 
normale il résulte directement ce qui suit. 

Lemme 2. Soit G un Ç-toumoi et soit S = {si, s%, ..., sn} la notation normale 
de ses sommets. Si G contient l'arête ao = sïsj, il contient alors aussi l'arête 
ak = Si+kSj+jc, où k est un nombre quelconque de {1, 2, ..., n — 1} (nous posons 
sv = $q si et seulement si p = q (mod n)) et il vaut: rG(ak) = rG(ao). En dehors 
de cela il est valable TZG(SÎ) = nG(Si+i)', COG(SI) = COG(SÎ+I) pour tous les ie 
e{\,2,...,n). 

D é m o n s t r a t i o n . La validité du lemme est claire; elle découle directement 
de la définition du f-tournoi et de la notation normale de ses sommets. 

Lemme 3. Chanque £-tournoi est un cas spécial du q-tournoi. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après le lemme 2 dans un f-tournoi G avec n sommets 
il est va lab le : TZG(SI) = TIG(S2) = . . . = 7iG(sn)', COG(SI) = COG(S2) = . . . = COG(«SW). 

La somme de tous les affluents et aussi la somme de tous les écoulements 
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dans G est I V Pour chaque si E G il est valable alors. 71G(SÎ) = (DG(SÎ) = 

= \(n — 1). C'est à dire G est un o-tournoi, q. e. d. 

Lemme 4. Soit G un ^-tournoi et soit S = {si, S2, . . . , sn} une notation nor­
male de ses sommets. Soient p, q des nombres entiers tels dont le plus grand diviseur 
commun est 1. Alors la notation {sp+q, S2P+q, szp+q, . . . , snp+q} est aussi une 
notation normale des sommets de G. 

L a d é m o n s t r a t i o n est claire. 

Soit G un ^-tournoi et soit S = {si, S2, . . . , sn} (n = 21c + 1) une notation 
normale de ses sommets. A l'aide de G nous allons définir une fonction cpG 

sur l'ensemble de tous les nombres entiers à valeurs dans {—V 0, 1} comme 
il suit: [x = 0 (mod n)] o [<pG(x) = 0]; [snSy E G; x = y (mod n)] o 
o [<pG(x) = 1]; [s^èy EG; x = y (mod n)] o [<pG(x) = —1], Nous allons 
appeler le vecteur cpG(S) = {<PG(I), <PG(%), •.., <PG(1C)} une caractéristique 
du f-tournoi G près de la notation normale S. Directement de la définition 
de la fonction cpG et de la caractéristique <PG(S) découle la validité du lemme : 

Lemme 5. Soit cpG(S) = {Ç>G(1), <PG(%), •••> <PG(1C)} la caractéristique du 
Ç-tournoi G près de la notation normale de ses sommets S = {s\, 52, • • •, sn} 
(n = 21c + 1). Les valeurs de la fonction <PG(X) pour les x qui n'appartiennent 
pas dans {1, 2, ..., 1c} = K sont définies à Vaide de la caractéristique univoque 
de la manière suivante: (1) [x = 0 (mod n)] => [<PG(X) = 0]; (2) [x = z (mod n); 
ZEK]=> [<pG(x) = <po(z)]; (3) [x = —z (mod n); z E K] => [<pG(x) = —<PG{Z)]-

Nous appelerons la fonction çpG du lemme 5, qui est définie à l'aide de la 
caractéristique du f-tournoi G sur l'ensemble de tous les nombres entiers 
une caractéristique élargie du f-tournoi G près de la notation S. Nous dirons 
des nombres cpG(x), cpG(x + 1) qu'ils forment un //-couple (resp. un ^-couple) 
dans la caractéristique élargie du f-tournoi G si et seulement si cpG(x) = 1, 
(pG(x + 1) = — 1 (resp. si <PG(X) = — 1, <po(x + 1) = 1). 

Lemme 6. Chaque Ç-tournoi a pour chaque notation normale de ses sommets 
exactement une caractéristique. Soit / = { / 1 , / 2 , ...,fk} une séquence des élé­
ments de {—1, 1}. Il existe alors un tel ^-tournoi G avec 21c + 1 sommets que, 
près d'une certaine notation normale de ses sommets, f est sa caractéristique 
et chaque |-tournoi avec la caractéristique f est isomorphe avec G. 

D é m o n s t r a t i o n . La validité de la première affirmation du lemme est 
claire. Soit / = {/i,/2, .-.,/fc} une séquence donnée des éléments de {—1, 1}. 
Nous allons construire le f-tournoi G avec les sommets {si, S2, . . . , sn} = S 
(n = 21c + 1) comme il suit: G contient l'arête SxSy si et seulement si fz = 1 ; 
y — x = z (mod n) et z E {1,2, ...,1c} = K or s i / z = — 1; y — x = —z (mod n) 
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z e K. Il s'ensuit, de la construction du graphe G et des lemmes 2,5, que G est 
un |-tournoi. Si nous posons cpG(x) =fx, alors (pG(8) est la caractéristique 
du G près de la notation normale S. Il est clair, que chaque f-tournoi avec 
les propriétés exigées doit être isomorphe avec G. 

Lemme 7. Soit G un ^-tournoi, S = {s±, s2, • ••, sn} (n = 2k + 1) est une cer­
taine notation normale de ses sommets et cpG(S) = {cpG(l), <pG(2), . . . , <pG(k)} 
sa caractéristique près de S. Soit a = s~nsr une arête de G. Il vaut alors: TG(O) est 
le nombre de tels couples orientés {q>G(j), <pG(j + r)} des valeurs de la caracté­
ristique élargie de G qui ont les propriétés suivantes: (1) j e {1, 2, ..., n}; (2) 
<pG(j)= 1; (3) cpG(j + r)= -1. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit Sj un sommet quelconque de G; Sj${sn,sr}. Les 
sommets sn,Sj,sr forment l'ensemble des sommets du 3-cycle dans G si et 
seulement si G contient celles deux arêtes S^y, sjsn, c'est à dire si cpG(j) = 1 
et <pG(j + r) = — 1. De là découle la validité du lemme. 

Théorème 3. Soit G un £-tournoi avec la notation normale de ses sommets 
S = {si, S2, ..., sn} (n = 2k + 1) et avec la caractéristique (pG(S) et soit a = s^sr 

une de ses arêtes. Si n, r sont de tels nombres que leur le plus grand diviseur 
commun est 1, il vaut: TG(a) = 1 + £ r, où Çr est le nombre des changements 
de signes dans la séquence FG(r) = {(pG(r), <pG(2r), ..., <pG(kr)}. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient r, n de tels nombres que leur le plus grand diviseur 
commun est 1. Définissons la notation TV == {w±, w2, ..., wn} des sommets 
de G comme il suit: w% = sir pour chaque i e {1, 2, ..., n} ([sx = sy] o 
o[x = y (mod n)]). D'après le lemme 4, W est une notation normale. D'après 
le lemme 6, il existe exactement une caractéristique rjG(W) de G près de W où il 
est valable: rjG(x) = (pG(rx). Pour pouver la validité du théorème, il suffit 
de prouver qu'il vaut TG(a) = 1 + fr, où a = sn~sr = wnw\ et où £r est le 
nombre des changements de signes dans la caractéristique FG(r) = rjG(W) = 
= {rjG(l), rjG(2), ..., rjG(k)}. Pour simplifier les choses nous introduisons 
les notations suivantes des séquences: 

E1 = {r]G(l),rjG(2),...,rjG(k)}, 
E2 = {rjG(k + 1), rjG(k + 2), ..., rjG(2k)}, 
Es = {riG(l),rjG(2),...,rjG(2k)}, 
E, = {rjG(l),rjG(2), ..., rjG(n), rjG(l)}. 

Le nombre des /^-couples (resp. des v-couples dans Et nous designerous par 
li(Ei) (resp. v(Ef)). 

D'après le lemme 7 il vaut : TG(a) = ii(E±). Il est valable aussi rjG(l) = 1 
et parce que rjG(n) = 0; rjG(2k) = —rjG(l) = — 1 , il vaut alors ju(Es) = [JL(EI), 

v(E)z = v(E±). Nous distinguons deux cas: Le premier cas: rjG(k) = 1 et le 
deuxième cas: rjG(k) = — 1. Dans le premier cas le nombre des changements 
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des signes Çr dans Ki est pair. Il s'ensuit [i(Ei) = v(Ei) = |fr (parcequ'à 
chaque //-couple et aussi à chaque r-couple — et seulement a tels couples — 
corresponde le changement de signes et les changements -\ ; \- alternent). 
Parceque rjG(n — j) = —rjG(j), il vaut : //(F/2) = //(Fa) = \t>r> En dehors 
des //-couples de Ei et de E^ la séquence Es contient un seul //-couple et c'est 
{T]G(1C), rjG(k + 1)}. A cause de cela rG(a) = //(K^) = 1 + fr. 

Dans le deuxième cas £r est impair et il est valable: //(F/i) = 1 + v(Ei); 
//(Fa) + v(Ei) = Cr- Il s'ensuit //(Fa) = |(Cr + 1). Pour les mêmes raisons 
que dans le premier cas il est //(F^) = f*(Ei) + //(F^) (parceque {r\G(k), 
rjG(k + 1)} est un v-couple) il s'ensuit ceci: TG(O) = ^(Es) = 1 + Çr. Dans 
tous les deux cas il vaut : TG(O) = 1 + £r et parcequ'un autre cas n'est pas 
possible, la validité du théorème est prouvée. 

R e m a r q u e 2. Le théorème 3 rend possible de déterminer aisément, par 
la caractéristique du f-tournoi avec n = 2k + 1 sommets, les valeurs rc(a) 
pour chaque arête a de G dans le cas où n est un nombre premier. Dans ce cas 
pour chaque r e {1,2, ...,n— l} le plus grand diviseur commun avec n est 1. 
Les arêtes snsr, siSi+r, ..., sn-isn-i+r forment un cycle hamiltonien et T<? 
a pour toutes les arêtes de ce cycle une valeur égale (voir le lemme 2). Par­
ceque o)G(sn) = k (voir le lemme 2), on peut décomposer G en k cycles hamil-
toniens de sorte que dans chacun toutes les arêtes ont la même valeur TG. 
Pour déterminer toutes les valeurs TG il suffit alors de constater le nombre 
des chaqgements de signes dans k séquences avec k éléments. 

Lemme 8. Soit G un ^-tournoi et soit S = {si, So, ..., sn} (n = 2k + 1) 
une notation normale de ses sommets. Soit i un nombre quelconque de K = 
= {1, 2, ..., k} et a Varête incidente avec les sommets sjc+i-i, Sk+i+i. Si certain 
S-cycle de G contient les sommets sjc+i-i, sjc+i-j, 5^+1+ ,̂ il existe alors dans G un 
3 -cycle contenant les sommets sjc+i-i, sjc+1+1, sjci+i. Le nombre T(?(a) est impair 
exactement quand il existe dans G un cycle avec les sommets sjc+i-i, sjc+i, sjc+i+t. 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons que a = sjc+i-ïsjc+i+i. S'il existe dans G un 
3-cycle avec les sommets sjc+i-i, sjc+i-j, sjc+i+i, cela signifie que G contient aussi 
s~jc~+ï^jSjc+i-i, sjc+i+iSjc+i-j. D'après le lemme 2 il s'ensuit que G contient aussi 
les arêtes sjc+i-j+xsjc+i-i+z, sjc+i+i+sk+i-j+x, où x est un nombre entier quel­
conque. Si nous posons x = i + j , et puis x = j — i nous en obtenons tout 
de suite que G contient un 3-cycle avec les sommets Sjc+i-i, sjc+i+j, sjc+i+i. 
Pour chaque 3-cycle dans lequel j G K il existe un autre 3-cycle contenant 
l'arête a. Si un pareil 3-cycle existe pour j = 0, alors TG(&) est impair. Donc 
si a = sjc+i-iSjc+i+i, le lemme est valable. On peut prouver de la même façon 
la validité du lemme aussi pour le cas a = sjc+i+îsjc^i-i. 

Lemme 9. Soit G un Ç-tournoi avec nr sommets (n > 1) et soit {si, S2, . . . , &nr} 
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une notation normale de ses sommets, alors son soustournoi F contenant tous 
les sommets de S = {sr, s-zr, ..., snr} est un f-tournoi et S une notation normale 
de ses sommets. Pour chaque arête aeF il vaut rF(a) = TG(«) (mod 2). 

D é m o n s t r a t i o n . La validité du lemme découle directement des lemmes 
2 et 8. 

Théorème 4. Soit G un ^-tournoi avec n sommets. Si n est divisible par un 
nombre de la forme 8p-3 (où p est un certain nombre entier naturel), alors G con­
tient Varête qui appartient au nombre impair des 3-cycles de G et G contient aussi 
Varête appartenant au nombre pair de ses 3-cycles. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit n divisible par le nombre q = 8p — 3, n = qr 
(p,r sont des entiers naturels). Soit W = {w±, w^, ..., wqr} une notation 
normale des sommets de G. Soit F le soustournoi du tournoi G contenant 
tous les sommets et seulement les sommets de S = {si, s^, ..., sq}, où st = w\r. 
D'après le lemme 8F est un f-tournoi avec q = 8p — 3 sommets et S est une 
notation normale de ses sommets. D'après le lemme 1 est valable ceci: rp(s±) = 

= I I = (2p — l)(4p — 1). Ce nombre est la somme des nombres 

TG(&) pour toutes les arêtes a = xs±. Le nombre des membres de cette somme 
est JZF(SI) = ±p — 2, alors le nombre pair. Un nombre pair des membres 
de la somme des nombres qui sont tous pairsor tous impairs ne peut pas 
donner un nombre impair (2p — l)(£p — 1). Il s'ensuit que F contient une 
arête avec TF impair et aussi une arête avec TF pair. D'après le lemme 9 G con­
tient une arête avec TG impair et aussi une arête avec TG pair, q.e.d. 

R e m a r q u e 3. Par la démonstration du théorème 4 on a prové plus que 
ne contient l'affirmation du théorème et notamment ceci: vers un sommet 
quelconque de G (et aussi de ce sommet) se dirigent deux arêtes a, b telles 
que TG(«) = 1 -f TG(&) (mod 2). 

Théorème 5. Soit G un g-tournoi, soit S une notation normale de ses sommets 
et cpG(S) soit sa caractéristique élargie près de S. Si TG(«) est un nombre pair 
pour toutes les arêtes a e G, il vaut alors: cpG(^k) = <pc?(l) pour tous les k entiers 
naturels et, si TG(^) est un nombre impair pour chaque arête as G, il vaut cpG(2k) = 
= ( — l)k(fG(l) pour tous les k entiers naturels. 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème découle directement du lemme 8. 

Théorème 6. Soit G un Ç-tournoi avec n sommets. Si pour certain k entier 
naturel les nombres n et m = 4^ -f- 1 ont un diviseur commun d plus grand 
que 1, alors G contient deux arêtes a, b telles que TG(«) = 1 + TG(6) (mod 2). 

D é m o n s t r a t i o n . D'après le théorème 5 il vaut : \TG(X) = rG(y) (mod 2), 
pour toutes les deux arêtes x, y e G] => \cpG(^q) = <PG(1) pour chaque q entier 
naturel]. Soit d > 1 le diviseur commun de m, n. Parceque 4« = — 1 (mod d) 
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chaque Ê-tournoi X avec d sommets doit contenir deux arêtes e, f telles pour 
lesquelles rx(e) = 1 + Tx(f) (mod 2) (parcequ'autrement il vaudrait cpx(^q) = 
— ^ x ( _ i ) = _çr,x(i)? c e qUi e s t en contrediction avec ce qui est mentionné 
ci-dessus). Parceque d est un diviseur de n et G contient n sommets, G doit — 
d'après le lemme 9 — contenir deux arêtes a, b telles, que TGf

Ka) = 1 + TG(O) 
(mod 2). Cela prouve le théorème. 

Théorème 7. Soit p un nombre premier de la foi me 4& — 1. Soit P = 
= {1,2, ...,p — 1} et soit Q Vensemble de tous les restes des carrés des éléments 
de P modulo p. Définissons la fonction X sur Vensemble de tous les nombres entiers 
non divisibles par p à valeur dans { — 1 , 1} comme il suit: [X(x) = 1] o 
o[x = q (mod p); q e Q]. Il vaut : 
(1) \Q\ = 2k — 1 et chaque nombre de Q se rencontre parmi les restes modulo p 

dans la séquence R = {l2, 22, . . . , (2k — l)2} une fois; 
(2) soient x, y e P, alors: [X(x) = 1] o [X(p —• x) = — 1]; X(xy) = X(x) . X(y); 
(3) soit r G P; dans la séquence {X(r), X(2r), ..., X(2kr — r)} il y a fr = k — 1 

changements de signes. 
D é m o n s t r a t i o n . Nous savons (voir [6], affirmation 7, p. 69) que chaque 

modul qui est un nombre premier impair a exactement \(p — 1) différents 
restes des carrés des éléments de P. Nous obtiendrons tous ces restes, si nous 
déterminons les restes modulo p pour les éléments de la séquence l2, 22, . . . , 
/ p — 1 \ 2 
I J . De cela, la validité de l'affirmation (1) est claire. 

Affinmation (4): Si u, v sont des éléments de P, alors u2 + v21^= 0 (modp). 
Nous prouvons (indirectement) la validité de cette affirmation. Supposons, 
que pour certains u, v e P il est valable u2 + v2 = 0 (mod p). Alors z = u2 + v2 

est un nombre entier naturel divisible par p. On sait (voir [6], affirmation 13, 
p . 80) qu'il vaut : La condition nécessaire et suffisante pour que le nombre 
naturel n soit la somme de deux carrés est que chaque nombre premier de la 
forme U — 1 a une pussance paire dans sa décomposition en facteurs premiers. 
D'après la supposition p = — 1 (mod 4) et alors [z = 0(m.odp)] => 
=> [z = 0 (mod-p2)]. Cela n'est pas possible, car si 0 < ^ ; 0 < v ; u < \p; 
v < \p; alors: 0 < u2 + v2 < \p2, ce qui est une contradiction. Si u > \p, 
posons w = p — u. Alors w < \p; w2 + v2 = p2 — 2pu + u2 + v2 •= u2 + 
+ v2 (modp) et alors au lieu de u nous pouvons considérer w. De même façon 
si v > \p. Dans tous les cas nous obtenons une contradiction. La validité 
de l'affirmation (4) est prouvée. 

De (4) découle tout de suite ceci: [X(x) = 1] => [X(p — x) = — 1] et parceque 
Q contient exactement la moitié des nombres de P, il est naturellement valable 
aussi ceci: [X(x) = 1] o [X(p — x) = —1]. Donc soit x soit —x est un reste 
du carré d'un élément de P modulo p. Autrement dit : pour tous les deux 

132 



nombres x, y e P ils existent des nombres entiers a, b, m, n de façon qu'il 
est valable : a2 = mp + x . X(x) ; b2 = np + y . X(y) . C'est à dire (ab)2 = 
= p[mnp + nx . X(x) + my . X(y) + xy . X(x) . X(y)], d'où il suit X(xy) = X(x). 
. X(y). La validité de l'affirmation (2) est prouvée. 

Nous finissons maintenant la démonstration du théorème. De l'équation 
X(xy) = X(x) . X(y) il s'ensuit immédiatement ceci : Ci = C2 = • • • = Cp-i • Donc 
il suffit de prouver que k — 1 est le nombre des changements de signes dans 
la séquence L = {X(l), X(2), ..., X(2k — 1)}. 

Soit G un graphe orienté avec les sommets de S = {si, S2, . . . , sp} qui est 
construit de la façon suivante : Pour tous les deux sommets s*, Sj e S il vaut : 
[G contient l'arête StSj] o [X(j — i) = 1]. Alors: G contient soit l'arête sîsj, 
soit l'arête sïïij • Donc G est un tournoi. Il découle directement de la construction 
du tournoi G: [G contient l'arête ~s^sv] => [G contient l'arête su+isv+i]; c'est 
à dire G est un f-tournoi et S est la notation normale de ses sommets. Il est 
clair que G contient l'arête a = spsi (parceque X(l — p) = X(l) = 1). De la 
construction du f-tournoi G il résulte aussi que L est sa charactéristique. 
D'après le théorème 3 il vaut : Tc(a) = 1 + Ci et alors TGQI>) = 1 + Ci pour 
chaque arête heG. Du lemme 1 il résulte toute de suite que Ci = Cr = ^ — 1 ; 
q.e.d. 

Du théorème 7 et de sa démonstration découle la validité du théorème 
suivant : 

Théorème 8. Pour chaque nombre premier p de la forme 4k — 1 = p il existe 
un tel Ç-tournoi G avec p sommets que pour chaque arête heG il est valable: 
ro(h) = k. 

R e m a r q u e 4. Jusqu'ici nous ne connaissons pas un seul cas d'un f-tournoi 
avec des 3-cycles régulièrement placés dont le nombre des sommets ne serait 
pas un nombre premier (il faut que cela soit un nombre de la forme 4k —- 1 ; 
voir le théorème 2). La démonstration, de ce que le nombre des sommets 
d 'un pareil £-tournoi doit être un nombre premier, n'est pas connue. La 
matrice carrée suivante est une matrice associée au tournoi avec des 3-cycles 
régulièrement placés pour le cas k = 4. C'est clair qu'il n'est pas un f-tournoi 
(voir théorème 4). 
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0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 
0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 
0 1 0 0 0 
0 0 1 1 1 
1 0 1 0 0 

0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 

1 
0 0 1 0 1 0 1 1 
1 1 0 1 0 0 0 1 

1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 
0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 

1 0 1 0 0 1 0 
1 0 0 1 0 0 1 

0 

1 0 0 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 
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