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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 2, 1965

INTEGRALE VECTORIELE DE DANIELL

IGOR KLUVANEK, Kosice

I1 est bien connu que la notion de I'intégrale de Danicll rend de bhons services
dans la théorie de la représentation des fonctionelles linéaires de divers sortes.
Or, lorsq’on considére les opérations plus générales, notamment celles dont
les valeurs appartiennent & un espace de Banach, il est naturel de généraliser
respectivement aussi la notion de l'intégrale de Daniell. Le but du travail
présent est de donner une théorie de I'intégrale de Daniell généralisée de sorte
que les valeurs de l'intégrale peuvent appartenir & un cspace de Banach
arbitraire. Nous montrerons que la plupart des théorcmes valables pour
I'intégrale de Daniell classique peut étre énoncée aussi pour la généralisation
indiquée. Ce sont surtout les théorémes concernants la convergence et per-
mettants les applications diverses.

Pour développer la théorie de I'intégrale vectoriclle de Daniell nous nous
servirons d’une adaptation ,,vectorielle’ de la méthode de I'. Riesz présentée
dans [1]. La notion de 'intégrale vectorielle de Danicll a été introduite dans |2].
Mais & pour obtenir beaucoup de théorémes on s’est servi de lintégrale
par rapport & une fonction d’ensemble, par conséquent la théorie de I'intégrale
de Daniell proprement dite dans cet exposé n’'intervenait pas. Lavantage
de la théorie de I'intégrale de Daniell consiste en possibilité d'éliminer la notion
de fonction d’ensemble. Nous donnerons ici une application de la théorie
de Vintégrale vectorielle de Daniell & la théorie de la mesure vectorielle.

La notion de I'intégrale vectorielle de Daniell est en rélation étroite avee
la notion de I'intégrale vectorielle au sens de N. Bourbaki [3]. Cette dernicre
notion est d'une part plus special, ce qui n'est pas essenticel, quant au domain
de I'application considérée. 11 ne consiste que de fonctions continues & support
compact sur un espace topologique. D’autre part elle est beauncoup plus
génerale en permettant pour les valeurs les élements d'un espace linéaire
topologique locallement convexe arbitraire. En développant la théorie de
Iintégrale dans [3] on sort de I'éspace initial et les valeurs de Pintégrale
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de certaines fonctions peuvent appartenir au second dual de cet cspace ou bien
dun espace encore plus vaste. Au contraire, nous examinerons les prolongements
les plus vastes possibles de I'intégrale donnée ne sortant pas de I'espace donné.
La specialisation aux espaces de Banach nous permet d’obtenir les propriétées
plus détaillées de lintégrales considérées surtout d’énoncer les théorémes
du type du théoreme de Lebesgue et de celui de Beppo Levi.

1. QUELQUES LEMMES SUR LES SERIES

Soit X' un espace de Banach et X* son dual. Soient £; C X, ¢ == 1,2, ...

On dit que la série > K, est convergente (fortement) lorsque la série >y

converge fortement pour la choix arbitraire des a; € K;. On éerit B = > 7\ K

!
i
pour f = fv:w = X7 a;, 06 By i=1.2...}. L’ensemble K est appelé somme
(forte) de la série >3 K. La convergence faible et la somme faible de la série
d’ensembles est détinie analogiquement.

Pour I/ C X on dénote [I1£] = sup {

x

cx e}

1.1. Lemme. Elant donnée une série " |\E, convergente d’ensembles non-vides,
on a l, A0 > 0 powr m—> o et encore |j2j'f A > 0 pour m— oo, m > 0.
Démonstration. Ensupposant qu’on n’avait pas HZ}” WA= 01l existerait
un nombre 6 > 0 et une suite croissante des indices {n;} de sorte que
PN LB T30 pour j = 1,2, .00 On peat alors choisir les éléments w;, €

de telle maniere, que

27 i, = 20,5 = 1,2, ..., Il en découle I'existence

des nombres £ > 0 de sorte, que

ni -k
H Z"l.i')lj‘?g(s. ) = 1,2,”'
i ong
Posons ji = 1 et si le nombre js pour s = 1 est déterminé choisissons le

nombre jo de telle maniére, qu'on ait j.,, > j et n;, > n; 4 k. Pour
vy, et o= k;. Pour m, =i = mg + [ posons
oo s = 1,2, ... 8l n'existe aucun s = 1,2, ... tel que my; <1 <

ms - 1y on choisit y; € Ky arbitrairement.

abréger nous éerivons my ==

-~

La condition de Cauchy pour la série 2, ; nest pas remplie, parce que
pour chaque il existe me > net |1 270, "yl = 0. Alors, la série > B, ne peut
point converger.

La second moitié du lemme découle immédiatement de la premiere.

1.2. Lemme. Si la série > K,

sy l

(F dénotant la fermeture de Pensemble £ C X pour la topologic forte.)

., ey W IgN ‘oo i t e )
est convergenle, la série 7 K Uest aussi.
Démonstration. Soit x; e Ky, @ = 1,2, ..., Etant donné k > 0, il existe
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i
2 = > ,y;. La suite {z;} remplit la condition de Cauchy en vertu de I'inégalité
lzr — zgll = k=1 4 171, Alors, sa limite x existe. Soit ¢ > 0. Soit & assez grand
pour qu'on ait |lx — zz|| < de et k71 << le. Soit encore ngy tel que pourn > ny
on ait |lzx — > y;|| << Le. Alors, pourn > ng on a

yi € B de sorte que (a; — yil| < k7120 La série >y, converge: posons

n

e — ) =

=1

n
x — 2zl - |z — Z%H + “ 1/1 >l << e
i=1

1.3. Lemme. Si la série Z: I, est faiblement convergente et 0 € 1y, 1 = 1.2, ...,
elle Uest aussi fortement.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme D’Orlicz
et de Pettis. On n’a qu’a démontrer, que pour la choix arbitraire des a; € I;
la série > x; soit convergente fortement. Mais d’aprés I'’hypothése cette
série converge faiblement aussi apreés avoir remplacé quelques-uns de Se8
termes par zéro. Le lemme d’Orlicz et de Pettis (cf. [4], Théoréme IV, 1,1)
assure la convergence forte de cette série.

1.4. Lemme. Sotent Hiy CX, 0€Hy, 0 = 1,2, ...; n= 1,2, ... Supposons
Uexistence de K, = Z‘” E,, pour n=1,2,... et Uexistence de £ = Zn E.
Alors on a B = 37, B, pour chaque rmmnqement de la série double en une
série simple et encore E = Z,‘” (> E).

Démonstration. On voit facilement que E est la somme faible de la série
> in-1l8;, réarangée arbitrairement. Parce quon a 0 € £, , d’aprés le lemme 1.3
cette série converge aussi fortement. Or, la somme faible et celle forte d'une
série convergente fortement coincident. La seconde assertion du lemme

on démontre pareillement.

2. INTEGRALE VECTORIELLE DE DANIELL

2.1. Sois P un ensemble non-vide arbitraire. Soit L un espace de Riesz
de fonctions réelles sur P, c’est-d-dire L est un ensemble de fonctions sur P
avec les propriétés suivantes:

(‘d,) fl,fg el = 61f1 + (‘gfz el (Cl, Co I'éClS);
(b) felL =|f|l€elL.

Nous nous servirons des notations fi\/ fo = §(fy + fo + [fi — fol), fi A fo =

= i+ Lfo—1h — LD P =V 0.f = (=f)V 0. Evidemment, on a fi \/ f2.
fi A fo € L lorsque fi, fs € L.
L+ signifie 'ensemble de toutes les fonctions fe [, f=o.
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Nous éerivons fi, 0 f si pour tout p & P on a f(p) = lim, fu(p) et fu = funr
pour n 1,2, .... Les notations f,, » f et f, — f auront un sens analogue.

I espace de Riesz L est dit o-réticulé si pour toute suite {f,} de fonctions
€ L majorée dans L on a aussi sup, f,, == lim, \/* | f; € L. L’espace de Riesz L
est g-réticulé si et seulement s’il contient la limite de toute suite {f,} con-
vergente de fonctions de L majorée dans L.

2.2. Soit. X un espace de Banach. On appelle intégrale vetorielle de Danicll
sur L avee les valeurs dans X (simplement intégrale vectorielle) chaque
transformation 7 : [, > X jouissante des propriétés suivantes:

(D) Ieufi + eofs) = eldfy + calfa pour fi, fo € L et ¢y, co réels.
(2) Ona lif,)]-> 0lorsque fy,~ 0, fo e L,m = 1,2, ...

On appelle intégrale vectorielle faible unc transformation / : L -> X avee
les propriétés (1) et

(3) Pour tout x* € X* on a a*[f,—> 0 lorsque fy « 0, fpe L, n=1,2 ...

Evidemment chaque intégrale vectorielle est en méme temps une intégrale
vectorielle faible.

Itant donnde une transformation [ : L-> X pour tout f = 0 nous posons

L f)y =g gl = fieel}, Ly fy=1{lg: ¢ = f, ¢gel}.

Une intégrale vectorielle ou intégrale vectorielle faible [ sur L est dite
saturable si, pour chaque fe L et fo e Lt avee 257\ f, = f. la séric >\ | 1f,
est faiblement ~onvergente.

On dit qu'une intégrale vectorielle (intégrale vectorielle faible) 7 sur L avee
les valeurs dans X est faiblement relativement compacte si, pour tout fe L+,
Fensemble [(L. f) est faiblement relativement compact dans X.

2.3. Si X est Pespace de tous les nombres réels ou complexes une intégrale /
sur L avee les valeurs dans X s’appelle intégrale scalaire. Lorsqu’on a [f - 0
(en conséquence [f est réel) pour f e Lt Iintégrale I s’appelle intégrale positive.
i ce ens il s'agit de intégrale de Daniell proprement dite.

Pour deux intégrales scalaires et réelles Jy, J2 nous écrivons Jq = .y si pour
e lonaJdif = Jof.

Drapres [5] chaque intégrale scalaire est relativement bornée, c’est-i-dire,
pour [« L, T'ensemble [(L, f) est borné. Il en découle que pour chaque
intégrale scalaive [ existe une intégrale positive .J telle, qu'on a If] = .Jf

pour f & L. Nous désignons par 7| la plus petite intégrale ./ jouissante de cette
propri¢té. Lintdgrale positive || s’appelle variation de U'intégrale 1. Lorsque /
n‘admet que les valeurs réelles on a || f == [I(L, f)| pour f e L!

Dans la théorie classique de intégrale de Daniell (ef. [1], [5], [6], [7])
on démontre le théoréme suivant:
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Etant donnée une intégrale scalaire Ly sur Lo il existe un espuce de Riesz Ly D Ly
et une intégrale scalaire Iy sur Ly telle que [ f = Iof pour f € Ly et les propositions
sutvantes ont liew.

(a) Ly est un espace complet pour la seminorme ||fl = U1i(\f ) et Lo est dense
dans L.

(b) Si fu € L, fu ~ [ et sl existe une constante K telle que Iy fy <= K, alors
felyet [I1|(f — fa) = 0 et, par conséquence, [y fn—> 1f.

(©)Sifueln,gela,|fal <getfo—f onaaussifelyethf,— [f.

Dans ce qui suit on donnera les conditions sous lesquelles les propositions
analogues ont lieu aussi pour les intégrales vectorielles.

2.4. Soit I une intégrale vectoriele faible sur L avec les valeurs dans I'espace
de Banach X. L’intégrale faible I est relativement bornée. c’est-a-dive I'en-
semble /(L, f) est borné dans X pour chaque fe L'.

En effet, pour tout x* € X* lensemble x*I(L,f) est borné d’apres 2.3,
En conséquence du théoréme bien connu, affirmant que chaque ensemble
dans un espace de Banach faiblement borné l'est aussi pour la topologic
forte, 'ensemble I(L, f) est borné.

Pour f e L* on pose |[I||f = |[I(L, f)|].

De ce que nous venons d’établir il découle que |/} f << co pour tout fe L.

2.5. Soit I une intégrale vectorielle faible sur L avec les valeurs dans X. Chacune
des conditions (i), (ii), (iii), (iv), (v) est suffisante pour qu’'elle soit intégrale
vectorielle forte, ¢’est-a-dire pour qu’il ait liew (2).

(1) 1 est saturable
(ii) 1 est relativement faiblement compacte.
(iii) L est a-réticulé.
(iv) X est un espace faiblement complet d’apres les suites, ¢'est-a-dire chaque
suite d’élements de X fondamental powr la topologie faible est faiblement con-
vergente.

(v) 11 existe une intégrale positive J sur L de sorte que IIfl < J.f" pour tout
fel.

En effet, pour démontrer que la condition (i) est suffisante, envisageons
une suite {f,} décroissante et tendante vers 0 dont les éléments sont tirés de L.
Si 5y est egal & 0 ou 1 pour ¢ = 1,2, ..., on a Dlmilfi — fi) = fi. 1 en
découle d’aprés I'hypothese que la série > o /(f; — f;.,) est faiblement
convergente. Le lemme d’Orlicz et de Pettis entraine la convergence forte
de la série >, [(f; — fi,,), d’oli notre assertion.

Les démonstrations pour les conditions (ii), (iii), (iv) et (v) sont analogues
ou évidentes.
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3. COMPLETION D'UNE INTEGRALE VECTORIELLE

Dans ce n” soient donnés un ensemble abstrait P, un espace de Riesz Lo
de fonctions sur P ot une intégrale vectorielle Iy sur Ly avec les valeurs dans
un espace de Banach X. Le but que nous nous donnons est de démontrer
pour /y une proposition analogue a 2.3 (a). Il existe une intégrale vectorielle /,
sur Ly telle quion a Ly C Ly, I f = Iof pour f € Ly et si nous définissons semi-
norme [f 1 == 1111 (If]) dans Ly, alors L; devient un espace complet pour cette
semi-norme et Ly un ensemble dense dans L.

3.1. Un ensemble £ C P est dit négligeable pour Iy (simplement négligebale
si aucune confusion n’est & craindre) lorsqu'’il existe une suite {f,} de fonctions
de L, telle, que la série >0 1(Ly, f,) soit convergente et la série D72\ f,(p)
diverge pour tout p € /.

Kn vertu de I'égalité 1o(Lo, fu) = [o(h(;, Ju) — 10(L(;’, fn) pour que la série
N oy 1) soit convergente, il faut et il suffit qu’il y en ait de la série
:n |lti(/‘:l ’ fu)'

Nous nous servirons du terme traditionel ,,presque partout (p. p.) en indi-
quant que fe fait en question subsiste partout, sauf peut-&tre en tous points
d'un ensemble négligeable.

Il est facile & démontrer que 'ensemble négligeable pour 7y I'est aussi pour
toute intégrale scalaire x*ly avee x* ¢ X *.

Lemme. On « |[[oful] — 0, lorsque fu(p) o O presque partout (cf. [1] n° 61).
Démonstration. D’aprés 'hypothése il existe une suite {g,} C L, telle
que la somme > 1(Ly, g,) existe et ona > 1.’77,(7’)_7:— o pour tout p dont
on n'a pas lim, fu(p) = 0. Observons que 'ensemble > \J(Ly, ¢,) est borné
parce que d'apres 2.4 Tensemble >0 1Ly, g,) Uest et en vertu du lemme 1.1
. N [T
ona .2y oLy, g = 0.
Iitant donné ¢ > () cn multipliant ¢, au besoin par une constante, on peut
supposer que || 27 T(Ly, g,)lI < & Cela étant écrivons

n

Hoful = [1Ho(fn — Z VA= Ho(fa — 290711+ 112, Logall -
T==1 ia-1

Evidemment (f, — Zf—"_l,(]i)‘ = Z;’-’,,lg,,- ot Lo(Lo, Zf' 19:) © >_,,,]] (45 9:), par
conséquent [[Lo(fu — 274997 || < e On a aussi 127 gl < e Mais (fn —
N g 0. alors [[Lo{fs — Z 907> 0. 11 S’ensuit que lim supy, ||1of,]] <

2¢. Or, e étant arbitraire, on a limy, [[{ofall = 0.

3.2. Dénottons par L Pensemble de toutes les fonctions f réprésentables

sous forme f(p) = > fu(p) p. p. ou fu€ Lot et X7 1Ly, f,) converge.
Pour la fonction f de ce type nous posons [3f = > I.f,.



Il ¢’ensuit de Phypotheése que la série >, Iofu converge. Alors' pour légitimer
la convention faite, il nous reste & démontrer que la somme >’ \/,f, ne dépend
pas du choix particulier des fonctions f,. Or, d’apres la théorie de U'intégrale
scalaire (cf. 2.3), pour tout a* ¢ X*, la valeur de la somme >~ *[f, st
la méme pour chaque série de fonctions f, € L} avec f(p) — Doafap) po
En conséquence /f ne dépend que de la fonction en question.

Manifestement Ly C Ly, Li 4 Lir C Ly et c¢Ly C Ly pour ¢ =2 0. Pour
fely onal; 1f = Iyf; pour f],jo € Lx on a Ii(fi + fo) == L2fv + I:fs et pour
feLiete =0ona licf) = cl:f.

On a encore Ly\/ Ly C Lyet Ly A\ Li CLy.

Pour vérifier cette d(\rni(\re assertion envisageons deux fonctions fg e L. Alors
on a'f(p) - n--lfw = z:zorlgn(p) pP-p- ou fn’ gn € L() et Zn 11(1([‘0%/"!)'
ooy, g,) exnstent. Powns hy = fiV gretky = fi A gret pourn = 2.3....

n n—1 ,r——~1

hy = (Zfl) (\ (/:) - \ fL ”]-(7")’

n—-1 n—1

knx(Zﬁ)A<zm)~<zﬁ)Apz@y
i=-1 =1 {1 =

Bvidemment by, ky € Lo, D7 h(p) = f(p)V gp)s D0k, (p) ~ Jip) o
p.-p. On a encore hy, = fu + gnet ky = fu + gn or. lollo, ) C lyiig. [2)
+ Lo Lo, gn) ot To(Lo, ka) CLo(Lo, fu) + To(Lo, gn). 11 sensuit. que les somines
SwodoLy, by et S Ty(Ly, k) existent, dov f\/ g, f /g€ L.

Notons que pour fe L1, g€ L;f', = fonaf—qgel.

La notation /1(L1, f) a un sens évident.

La vélation [i(Lz, f) Clo(L§, f) pour tout fe L: est une concéquence
immédiate de la définition.

3.3. Noit f € Ly. Le sens de f, soit le méme comme sous 3.2, Noit - ¢~ f,
@ € Lg. Si nous posons g1 = ¢/, fi et par récurrence g, = (¢ — N1 \¢) " fu
pour # = 2,3, ... en tenant compte de I'inégalité ¢(p) = >, [, (p) 1. p.. nous
awrons ¢(p) = 2.7 1¢,(p) p.p- Ona g, _,;W 0, alors d’apres le lemme 3.1 ](,;/
= > Lyp,. 1 s’ensuit 1o LU, ) C >, (Ly, fu). Dune manicre analogue
Io(l, f — D0 f) C l;f‘ i Loy, 1) pom' m=1,2.... 1l en découle
d'apros le femme 1.1 quion a [[{y(Ly, f — D et en verta de Téaalité
WLy [ — S0l = WLy, f — 2 fil o aaussi [ [y(Le. [~ N7 /)
pour m — oC.

11 résulte de ce que nous venons d’établir que pour toute fonction f= L
et & > 0 il existe une fonction g € L de telle manicre que ¢ - fet [i(Ly. f »

- g)ll < e. En effet, on n’ a qu'a poser g = Z:—” Ji pour m sufisamment grand.
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3.4. Lemme. Pour toute suite {fu} de fonctions de la classe L tendant en dé-
croissant vers O presque partout on a lim, [1f, =

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour toute fonction f, choisissons une
fonction g, € Ly, g = fu, de sorte que [[i(Ly, f, — g, << 2 "e. Posons
ho, AL g Onaura O < by, = fy, fu - by = >_,” (fi — ;) et par conséquent
W, Lohy) <Z e v1demment on a hy(p)~ 0 p.p. Dapres le lemme 3.1
ona ioh, | > 0. 1l s'ensuite que lim sup, [I/:f,]] == ¢. Or, ¢ étant arbitrairement
petit. on a timy, ' f,

3.5. Lemme. Soit {fu} une suite de fonctions de L pour laquelle > I (L, [,)
converge. La somme Z,f’ Jaulp) existe presque partout et si f(p) = > 7 [,(p)
presque partoud on a f € Ly et Iyf = > 1 f,

l)mnnnstlatmn Nous avons Sup) = 27 0 fu(p) Do pomr fuie by

avee la série 41 Lo(Ly, fo) convergente.  Evidemment >\ [(Ly, f,;) C
Cli(Ly fu). On a I (Ly, fu) CL(LY, f0) ce qui par hypothése en vertu
du lemme 1.2 entraine la convergence de la série Z;’;’f_ ALy, fa) et celle de Ta
séric N (N Ly f). Dapres le lemme 1.4, on peut réarranger cette
dernicre série arbitraireinent en une série simple. In en découie la convergence
p.p. de la séric D05 fu(p) et si Pon pose f(p) = Z,‘:l Jaip) ona fe L,
N N . X ) 2] . oo y

/(})) 0 l,/u(,’)) I)' ])' (\t’ ]If ‘\L,;;ol U/m - __,n 1_1 Ufm . z,nxallzlz./ll"

3.6. Soit Ly Uensemble de toutes les fonctions 2 exprimables sous la forme
g pourf ge Li. Pour une telle fonction nous posons fih = {1 f - Iy,
Pour Iégitimer cette convention il faut montrer que si fi g1 -~ fo - o

ona Lifi ~Ligy = [ifs — 1192, Or, sous cette hypotheése on a fi + g
Joigr et par conséquent Lo fy + Tige - 11 fs b Ligy, d'ot Passertion.

Lemme. Lorsque he Ly, = 0, étant donwné e = O on peut choisir la di-
compostlion b - [ - g avec f, g € Ly de sorte qui’on ait |[I1(Ly, ¢)ii <7 «.

Démonstration. Pour choisir ainsi [ ¢t g, on n'aura qu'a partiv d'une
décomposition b = fi — g1 pour laquelle notre condition n'est pas cncore
nécessairement vérifiée et de choisir une fonetion ¢ e L, de sorte quion ait
g gr et (L, g1 — @)l < e (ef. 3.3) et & poser go==gr — gL f = fi .
On vérifiera facilement que f, g € Lr.

3.7. On voit facilement que Ly C Ly, Ly -4 1 C Ly, ely C Ly pour tout ¢ réel.
Lorsque e Ly on a aussi [kl e Ly, & savoir si b = f — g avee foge Ly on
alh SNVog —=fAagavee f\N g, fAge L. Cela signific que la classe [
constitue un espace die Riesz.

L application /1 sur Ly est linéaire, ¢’esi-a-dire elle jouit de la propriété (1)
de 2.2, Pour fe Lyon a [f = Iyf. De la théorie classique de lintégrale scalaire
il découle que a* /| est une intégrale scalaire pour tout +* e X*. Or, Papplication
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I est une intégrale vectorielle faible sur L;. Nous alons démontrer qu'elle
I'est aussi au sens fort.

Lemme. [ (L{, f) C Io(Li,f) pour tout f € L, .

Démonstration. En vertu de la rélation [i(Ly, f) C Io(L,.[) on na qui
démontrer que I,(L,, f) CIy(Ly,f). Envisageons, & cet cffet, une fonetion
g €l1, 0= ¢ = f Dapres la définition de la classe L; on peut choisiv une
suite {p,} de fonctions de Ly convergente vers ¢ presque partout. La suite
{wn} OU 9y = (0 ¢y,) A ftends aussi vers ¢ presque partout. On a y, € L.
0 < yp = f. En vertu du théoréeme de Lebesgue pour les intégrales scalaires
(ef. 2.3 (¢)) on a a*lyp = lim,, «*[1p, == lim, a*/1p, pour tout x* ¢ \¥
Alors [ip appartient & la fermeture faible de Pensemble /i(L:. f). Or. cet
ensemble étant convexe, ses fermetures faible et forte coincident.

Théoréme. L'application Iy est une intégrale vectorielle (forte) sur L,

Démonstration. Nous n'avons qu’a démontrer que pour toute suite 1h,,
de fonctions de L; tendant en décroissant vers 0 partout on a lim, /4, 0.

Soit by = fu — gn, OU fio, gu € Ly et [11(Ly, gu)l] < 272 11 en déceoule la con-
vergence de la séric > 7\ I1(Ly. g,) et en vertu du lemme 3.5 celle de la série

Z;’j (p)p-p.-Ona alm's limy, gu(p) = 0 et aussi lim, fu,(p) == 0 p. p. Observons
quon a aussi |[/1(L,, g, < 277, ce qui découle du lemme. Si nous posons
’ A - ’ . U . .
So= AT foy onaura h, = f, < f, or, lim,f,(p)==0 p.p. Alors. d'aprés
le lemme 3.4 on a lim, I.f," = 0 et ccmme on a f, — f, == ¢, on a ausi

lim,, Ii(fn — fn) = 0 d’ol il $’ensuit que limy, 73 f, = lim,, ( Ig,/,, + Lilfn — 1)
= 0. Comme on a évidement lim, /g, = 0, nous obtenons le résultat désiré
limy, 11hy = lim,, ({1 f) — [19,) = 0.

, < y e o . . L.
3.8. Théoréme. Soit {h,} une suite de fonctions de L, telle que la série
DLy, hy) converge. La série Dk (p) converge presque partout  ( par

rapport a Io) et lorsque h(p) = D7 1ha(p) presque partout on a h € Ly et 11h
= 27 Iy

l)emon stration. Posons hy == f,, — gn avec f,, gn € L1 ct "1i(Li. gy)
< 2-n, ]l s’ensuit que la série Z,‘," (L, gn) converge. Ona f, == hy - gu
d'ott il découle que [i(Ly, fu) C Li(La, ky) + L:(L1, gu). Cela entraine que
la série Z;f’ 1[;(.lz§,fn converge. Le lemme 3.5 implique lexistence p. p.
des sommes > ° , [,(p) et > 1g,(p) et si nous posons f(p) —~ D7 f(p).g(p)

= Zf-lgn(m p-p. on a f ge L et [, f Zn» l[;.f)zv i = >_,n -l[ér{]u' Il en
découle toutes les propositions du théoreme énoncé.

Corollaire 1. Pour qu'un ensemble soit négligeable pour Io il faut et il suffit
qu’il le soil pour 1.
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Démonstration. Comme lintégrale I; est une prolongement de [y,
tout ensemble négligeable pour [y I'est en vertu du lemme 3.7 et 1.2 aussi
pour /1. L assertion opposée est contenue dans 'énoncé du théoréme.

‘orollaire 2. Nous les hypothéses  du  théoreme on a |[Li|(h — X7 b)) >0
(¢f. 2.4).

Démonstration. Nous avons a démontrer que [I(Lo, b — 27 (b)) >0
ce qui est équivalent & [1(1), b — >1 k)= 0. En vertu du lemme 1.1
il suftiit de démontrer que Iy(L/, h — Dok C© 2 N (L), k). On dé-
montre cette derniere rélation d’une mamew de, a utilisée sous 3.3.

3.9. Théordme. Si on pose |fi| = |[L|[{ fI) powr fe Ly la classe L, devient
wn espace semi-normé complet pour la semi-norme ||| Lensemble Ly constitue
wun sous-espace dense dans Ly .

Démonstration. Nous omettons la vérification que la fonctionelle |1
est en fait une semi-norme.

Soit [} une suite de fonctions de L, pour laquelle ||fy —— full > 0 quand
n > o, m-» oc. Choisissons les indices my < me << ... de fagon que pour
o> oon ait fif, — f. 0 << 27% Alors en particulier |[|f,, [, <2k,
Girice au théoréme 3.8 cela entraine la convergence p. p. de la séric > fmm( ) —

<[ (p) done, & plus forte raison, la convergence p. p. des scuoszl (o (D) —

S P) et D0 (o () — fu(p)) vers des fonctions appar tenrmtt,s a .
Ln désignant par fy(p) et hao(p) leurs sommes vspoctivv% posons f = [, =+

bl hao Comme ona (f — f, = o — D (f - S ke -

N, = [ e corollaire 2 du théoréme 3.8 ontmmo que S

= [.) = 0. 1L en découle d'une facon évidente que ||f — full > 0.

H nous reste a démontrer que Ly est dense dans Ly. Soit he Ly: h - f - g;
Jog € L. Etant donné & > 0, on choisit ¢, p € L, de sorte que {|lo(L. [ —
— ) << el y(Ly g — )| < e Daprésle lemme 3.7 onaaussi |[[, (L, [ — ¢) <
e et WL, g — ) <e Bn posant y = ¢ —  nous avons |h — y =

S g gyl don 1Ly, (b — g])] < 26 et par conséquent [|h — /]

(o b — )il < 4e.

La convergence d'une suite suivant la semi-norme introduite dans I’'énoncé
du théoreme cst appelée la convergence en moyen. De la démonstration
du théoreme il déecoule le

Corollaire. De toute suite convergente en moyen on peut tirer une suite particlle
convergente presque. partout.



4. INTEGRALE VECTORIELLE SATURABLE

4.1. La théorie de complétion de I'intégrale vectorielle donnée dans le n° 3
n’est pas encore satisfaisante dans certains points de vue. Par exemple.
du théoréme 3.8 on ne peut pas décduire la convergence de toute suite monotone
de fonctions de L; majorée dans L; vers une limite appartenant a L;. Pour
qu’on puisse déduire cette convergence Iintégrale /1 sur L doit étre saturable
(cf. la définition sous 2.2). Or, pour que lintégrale /; soit saturable il est.
évidemment, nécessaire que lintégrale Iy la soit. Nous allons démontrer
que la proposition contraire est aussi vraie.

SIS

Nous conservons les notations du n” 3.

Théoréme. Pour que Uintégrale vectorielle Iy soit saturable ¢l faut et il suffit
que Uintégrale Iy la soit.

Démonstration. La nécessité de condition énoncée étant évidente il nous
reste & démontrer que la propriété d’étre saturable se conserve quand on passe
de Pintégrale /o & [,.

Supposons alors que Uintégrale [y soit saturable. En supposant ¢, ¢ L
et > g, = @ pour ¢ € Ly, la séric Z;fﬂll(,(L(T, ?,) est convergente en vertu
du lemme 1.3 et du fait qu'elle 'est faiblement d’apres Uhypothese de la sa-
turabilité de 'intégrale 7.

Cela étant sm"f /',, €lo, feliet > f = f Soit f=

M WThavee g o L)

Noee
Lk
et la somme >° o(Ly, ) existant. Définissons les fonctions ¢k par ré-
currence en posant
k- n—1
Pnk - f’b - \> ‘/ u)) A ((]lc - » (/zk)

I

pourn = 1,2, .5k =12, (P«Ll la somme >? | nous comprenons le zéro.)
i ’ \ o — -

Du fait, qu’on a 2,° ,f, = >; A7 on déduit par induction que f, — > 0,
v D N — -

pourn = 1,2, ... Jvuh_/nnnent _>_‘,:f 170 = gr. 1l s’ensuit d’apres les lemmes 1.2

et 1.4 que

[e3) (e

o co o
> I(‘flb - Z Z [()’Inlc = ‘\l Z ]l)(/“'nlr € Z IU(Lln (/ A')'
nelk =1 Eolno-L k=1
o . N oo y et
Alors la somme > ° 1, [, existe.
g it - X , T
Soit maintenant hy, € Ly pour n - 0, 1,2, ... et >ih, = ho. Eerivons
}M = fo — gn avec fu, gn €Ly et WLy, gn)l < 2770 La somme > /g,
xistant, pour démontrer que Z [k, existe, il nous reste & démontrer
lexwt(}n(,c de la somme > Taf, . D'apres le lemme 3.5 la séric N7 g (p)
converge p.p. et sa somme a,pp(u't»ient a Li. Alors > /o “Jorygel.
De ce que nous venons d’établir il s’ensuit que > ;7 II(,(L';' ) (‘\l\(’(* Du

lemme 1.2 il découle aussi Pexistence de la somme > [,(Lg, f,), cc qui
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implique l'existence de Z,,,~11 1f.- Notons encore que d’aprés le lemme 3.5
la somme p. p. de la série Zn 1Jn appartient & L et par conséquent la somme
p. p- de la série > A, appartient & L, .

4.2. Théoréme. En supposant Uintégrale 1y saturable toute série Z‘; N
s - “oo _ = .
de fonctions de Ly telle que >3 \h, << hy pour hy € Ly converge vers une Jonction
de L. Lorsque h(p) = > \h,(p) presque partout on a [1h = > dh, et

(e — \'Q k) 0.

Démonstration. Nous avons déja démontré & la fin de la démonstration
du théortme 4.1 la convergence p. p. de la série >° 1k, (cette convergence
ayant li(‘u évidemment, aussi partout) vers une fonction A € Ly et la vélation
L >0 1, Par conséquent la série Zn I,(L), h,) converge aussi.
Mais on a 11(/,l cho— DU k) C > (L 11) ce qui implique que
(L > k) > 0 (cf. lemme 1.1). D’aprés la définition [[/1)j(h —

. = ~ +
— Nk = (L — D)= 2Ly, h — 2o ky)ll, d’olt notre asser-

tion.

Corollaire. En supposant Iy saturable toute suite {fn} monotone de fonctions
de Ly majorée dans Ly tend vers une fonction de L. En désignant f la limite
presque partout de {fy} on a |[Ij|(f — fu) = 0.

Démonstration. La série > (f,, — f,) remplit les hypothéses du
théoréme d’olt notre assertion découle d’une fagon évidente.

4.3. Théoréme. En supposant 1o saturable lorsque les fonctions fn de Ly con-
vergent presque partout vers une fonction f et que de plus, il existe une fonction
g € Ly de sorte que | f| = g pour tous n, alors, la fonction f appartient ausst a Ly
et Iif—> Iif, 1II(1Lf — fal) = 0.

Démonstration. En posant g, = limy, (fuV farr1V ...V foim), by =
= limu (fa A fast A - A farm) d’apres le corollaire du théoréme 4.2 on a
gn. by € Ly. La suite {gn — hy} tend en décroissant vers 0 p. p. et la suite {g,}
tend en décroissant vers f p. p. Alors, d’aprés le corollaire du théoréme 4.2
on a felLy ot |[Lllgs — k) > 0. Des inégalités hn < fu = gu, ha = [ = g
il découle que [f — ful = gu — ha, ot (1 — Infull = [T(f — fa)ll = 1100 —

ful) = Iilgn — hy) et, par conséquent, [1f, — I1f et aussi |[11]|(]f — f,,,i‘)—-‘» 0.

4.4. Vu les théorémes établis on voit la signification pour une intégrale
veetorielle d’étre saturable. Ktant donnée une intégrale vectorielle Iy sur Ly,
pour qu'il existe une intégrale vectorielle 1, sur L; telle que Ly D Ly, I1f = Iof
pour f € Ly et telle que les théorémes 4.2 et 4.3 aient lieu, il faut et il suffit,
que [y soit saturable. Nous allons, alors, donner quelques conditions suffisantes
pour qu'une intégrale vectorielle soit saturable.

Théoréme. Soit I une intégrale vectorielle sur L avec les valeurs dans un espace



de Banach X. Chacune des conditions (i), (ii), (iii), (iv) ci-dessous est suffisante
pour qu’elle soit saturable.
(1) I est relativement faiblement compacte.

(i1) L est o-réticulé.

(iii) X est un espace faiblement complet d’apres les suites.

(iv) Il existe une intégrale positive J sur L de sorte que [[Ifl| < .J f pour
tout f € L.

Démonstration. Soit fe L', f, e Lt avec > f, = f Comme pour
tout a* € X* la série > a*If, converge, si I'ensemble /(L, f). d’olt sont
tirées les sommes partielles de la séric > | If, est relativement faiblement
compact ou X est un espace faiblement complet d’aprés les suites, la série
> df, elle-méme converge faiblement vers un élement de X. Cela démontre
la suffisance de la condition (i) et (iii).

La suffisance de la condition (ii) découle du fait, que sous cette condition
aussi la somme > | f, appartient a L.

La suffisance de la condition (iv) est évidente.

Notons que L étant o-réticulé tout intégrale vectorielle [ sur L est relative-
ment faiblement compacte (cf. [2], Théoreme 4.2). Il en découle que la con-
dition (i) est aussi nécessaire pour qu'une intégrale / soit saturable. Par les
exemples convenables on peut montrer que les autres conditions du théoreme
ne sont que suffisantes.

5. INTEGRATION PAR RAPPORT A UNE FONCTION D’ENSEMBLE

Dans ce n° nous utiliserons les résultats des nos précedents a la théorie
de la mesure vectorielle et a la théoric de I'intégration par rapport & une telle
mesure.

5.1. Soit P un ensemble abstrait et soit R un anneau des sous-ensembles
de P, c’est-a-dire R contient avec les ensembles £, F aussi leur some £ U F
et différence £ — F.

Une fonction u sur R avec les valeurs dans un espace de Banach X est
appelée une mesure vectorielle lorsquon a > \u(K,) — u(K) pour toute
 F, R.

n

suite {#,} d’ensembles disjoints deux-a-deux de R avec K = U,

La mesure vectorielle u est dite relativement faiblement compacte lorsque
I'ensemble {u(F) : ' CE, F € R} est relativement faiblement compact dans .\
pour chaque ensemble £ € R.

Lorsque la mesure p est relativement faiblement compacte. 'ensemble
{u(F): F CE, F CR} est borné pour tout £ € R. Il en découle que la mesure
scalaire 2*y est & variation finie pour tout x* € X*, ¢’est-a-dire elle est majorée
par une mesure non-négative.
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Un anncau fermé par rapport aux intersections dénombrables d’ensembles
est appelé un d-anneau. Notons que toute mesure définie sur un d-anneau
est relativement faiblement compacte. Cette proposition a été démontrée
dans |8].

5.2. Considérons une mesure vectoriclle 4 sur R relativement faiblement
compacte.

Soit Ly 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires (& coefficients réels)
de fonctions caractéristiques d’ensembles appartenantes & R, c’est-a-dire
onaf = > ay, avec By € R et o; réels pour tout f € Ly. Pour les fonctions
de telle sorte nous posons [of = Zf o E).

La mesure w*u étant & variation finie pour tout a* € X, il découle de la
théorie de l'intégration classique (ce qu'on peut démontrer aussi directement)
que [y est une intégrale vectorielle faible sur L.

Nous allons montrer que [, est relativement faiblement compacte. kin cffet,
soit. fe Ly'. Nous pouvons supposer les ensembles E; intervenants dans
la définition de f deux-a-deux sans points communs. En vertu de la rélation
To(Ly. ) € >F ol y(Ly, i) nous n'avons qua demontrer que [o(Ly s yE)
est relativement faiblement compact dans X pour tout £ € R. Mais [o(Ly, 1)
est contenu dans 'enveloppe convexe de 'ensemble {u(F):# CHE, I' eR]
relativement compact dans X, par conséquent Io(L,, x;) Vest aussi (cf. [4],
Lemme V1, 2 et Corollaire 111, 2, 3).

I1 découle de ce que nous venons d’établir que /o est une intégrale vectorielle
(forte) sur Lo (cf. 2.5). Par conséquent la théorie entiére développée dans
les nos 3 et 4 sapplique. On peut alors construir les prolongements Li et [,
de Ly et 1y comme nous l'avons fait dans ces nos. On appele les fonctions
appartenantes & Ly intégrables par rapport a u et on écrit [fdu au lieu de /,f.

5.3. Designons par S la famille d’ensembles les fonctions caractéristiques
desquelles sont intégrables. Posons ui(K) = [x,dp pour K €S. Les propriétés
de I'intégrale (cf. surtout le théoréme 4.2 et son corollaire) entrainent que §
est un d-annecau et que yg est une mesure vectorielle sur S. Comme d’apres | 8]
toute mesure vectorielle définie sur un d-anneau est relativement faiblement
compacte, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoreme. Ktant donnée une mesure vectorielle p sur un anneaw R, une con-
dition nécessavre et suffisante powr que wu puisse étre prolongée a une mesure
vectorielle py définie sur un d-anneaw S contenant R est que u soit relativement
faiblewent compacte.

5.4. Nous avons détini dans 5.2 I'intégrale par rapport & une mesure vecto-
riclle relativement faiblement compacte définie sur un anneau. Comme toute
mesure veetorielle sur un d-anneau est relativement faiblement compacte,
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nous pouvons considérer 1intégrale par rapport & une mesure vectoriello
arbitraire sur un J-anneau.

1’intégrale pour les fonctions scalaires par rapport & une mesure vectorielle
sur un g-anneau a été introduite aussi dans [2] par un autre procédé. Or, la dé-
finition donnée dans [2] est équivalente a celle du travail présent, mais nous
ne donnerons pas la démonstration de ce fait parce qu’on n’en tirera aucune
conséquence.

Quant & la condition sur g d’étre relativement faiblement compacte, elle
est essentielle pour notre méthode d’introduir Pintégrale vectorielle par
rapport & u ot en géneral pour obtenir une théorie satisfaisante. Si u n'était
pas relativement faiblement compacte I'application Iy de 5.2 pourrait ne pas
étre intégrale vectorielle, de plus ne pas étre une intégrale vectorielle faible.
Pour le voir envisageons I'exemple de la mesure scalaire suivant:

ixemple. Soit P I'’ensemble de nombres entiers positifs. Soit R I'anneau
consistant en sous-ensembles finis de P (I’ensemble vide inclus) et leurs comp-
pléments. Définissons u(£) comme le nombre d’élements de £ pour £ fini
et comme le nombre d’élements de complément de £ multiplié par —1 pour £
infini.

En désignant par f, la fonction caractéristique de I'ensemble {n, n + 1,
n -+ 2, ...} on voit que f, . 0 et en méme temps I,f, = 1 — n.

5.5. Pour finir notons qu’une intégrale vectorielle engendrée par une mesure
vectorielle n’est pas un cas trop exceptionel parmis les intégrales vectorielles
de Daniell. En effet, on a le théoréme suivant:

Théoréme. Soit I sur L wune intégrale vectorielle, L supposant o-réticulé.
Supposons en plus que Li contient f A\ 1 avec toute fonction fe Ly. Dans ces
conditions il existe un d-anneau S et une mesure vectorielle w sur S de sorte que
chaque fonction f € L est intégrable par rapport & p et on a If = [fdu.

La démonstration de ce théoréme ne difféere que peu de la démonstration
du théoreme 4.1 de [2] et méme du théoréme analogue pour les intégrales
scalaires donné par ex. dans [9]. Alors, nous ne la répéterons pas ici.
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BEKTOPHBINN MHTEI'PAJ JAHUEJLIA
Nrops Huyvsaner
Pesiome

OroGpaskenne [ gnneiinoit pemerkn Lo geiicTBuTeabHBIX (QYyHKUMA HA MHOMecTRe [
8 npocrpanerso Hanaxa X nassizacM BextoprieiM upterpaiiom Jauuenna na L co snate-
unsm B U, eedtn oo ofurajaet Caey oMM enoiicTBamMn:

(D) H{evfr 4 eafs) = eddfy -+ exdfr mast geficTuurenbiuixX e1, ¢2 u fi, fo € L.

(2) Lesm moeaejloBaTeILIoCTh {f,,} Gyurnuii uz L BCIOJIy MOHIOTOHHO CTpCMUTCS K O,
TO lim,/j}lf,,i = 0.

Berropimtii ninrerpan Jlamenasas Ha L co 3iavenusimi B X Ha3bplBaeTCA HACHIIIACMBIM,
el st SHO0BIX  HCOTPHUATENBHBX  GyHKnmii fo, fi, f2, ... € L rakux, uro 3° f;, < f),
pst 7 s exopurrest.

Py
CHPaBe; LB Y TBCPHSICHNS
AL Bemn 1o — sewropuwtii unrerpad Jlanuenist na L) co snauenunsamu B X, TO CYIIECTRYCT

perrtopuntii mrrerpasr Jlanmess Iy na Ly co snavenusamu B X TaKkoi, 4To

W Iy Cla, hf = Lofnasnfe L.

G) L4 SIBIICTCH TOJHBIM - TIOSTY HOPMUPOBANHLIM TPOCTPAHCTBOM JUIST IOy HOpMBL | f | =
sup { gl g = If, g € L1}, B koTOPOM L) MpejcTaBisieT IIOTIOE MHOKECTRO.

B) Bem fy€ Loy, fu =0 1 i mo0wx 0 < g, < fo, g € L1, pag 2,7 111gn exoures,
o Gyusims f, onpejesaennas pasencrsom f(pr = 3,7 f.(p) Bcioay, rie mocaeinnii psiy
exonrest, upunagyteskut Lyw Ivnf = 3° 1 If .

b, Hyers Jo, 1o, Ly, Ly umelor To e 3navenune, 9to n B A,

a) Beam [y nacoim@aemsiii, To /1 TOMKE 11ACHIIA MBIIi .

o) Bean o nacomaemstit, fo € Ly, (fu) < g € La, fo — f, 10 f € Ly, Ifn — IJ.

B. Hyern R KOO0 OIMHOMKECTB MHOMKECTBA /2 1 IyCTb g — o-UIMTUBHAA yIIKINA
ua R co suavemnsing B Y. Ha naumensinem 0-kos biie S, cojepHaniemM R, CylecTsyer o-ajjjin-
THBIA QYHRINESE g €O 3l1aYeHusAMU B X, SIBIAIOIASACHA HPOJOIKCHUCM 4 TO/JA M TOJIbLKO
TOI, KOLa BT Besikoro £ € R MINOMKCCTBO {,u,(l") FCE, Fe R} OTHOCUTEJBLIIO CJ1ad0

roMiakTo B Y.
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