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Czechoslovak Mathematical Journal , 42 (117) 1992, P raha 

REGULARITAT IN TORSIONSFREIEN ABELSCHEN GRUPPEN 

EDGAR MÜLLER und O T T O MUTZBAUER, Würzburg 

(Received March 12, 1990) 

Eine Untergruppe einer torsionsfreien abelschen Gruppe heißt regulär, wenn sich 

die Typen ihrer Elemente bzgl. Unter- und Obergruppe gleichen. Der Begriff der 

regulären Untergruppe spielt eine wesentliche, wenngleich unterschwellige Rolle in 

Gruppen, für die vermehrt Typenbetrachtungen angestellt werden, wie z. B. in But­

lergruppen. So gilt beispielsweise der Satz von Koehler [Ar, 0.1 und 1.9], daß jede tor­

sionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges mit endlicher Typenmenge eine reguläre 

Butleruntergruppe B mit Torsionsquotienten A/B enthält. 

In dieser Arbeit wird eine Gruppe von Eigenschaften untersucht und verglichen, 

die der Regularität nahestehen. Insbesondere für die Klassen der Butlergruppen 

und der fast vollständig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges ergeben sich inter­

essante Zusammenhänge . Stark reguläre Untergruppen von fast vollständig zerleg­

baren Gruppen endlichen Ranges werden als Quasi-Summanden erkannt und diese 

Eigenschaft charakterisiert die fast vollständig zerlegbaren Gruppen. Schreibweise 

und Bezeichnungen werden von Fuchs [Fu] und von Mutzbauer [M] übernommen. 

Eine Untergruppe B einer torsionsfreien abelschen Gruppe A heißt regulär, falls 

tB(b) = tA(b) für alle b £ B. Reine Untergruppen sind stets regulär und die Regu­

larität ist transitiv. Der zweite Teil der folgenden Proposition wurde uns 1989 von 

Herrn K.-J. Krapf mitgeteilt. 

P r o p o s i t i o n 1. »Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe. Dann gelten folgende 

Aussagen: 

(1) Ist U regulär in A und V Untergruppe von A, so ist auch der Durchschnitt 

U fl V regulär in V. 

(2) Seien V C U C A Untergruppen von A und sei V rein in A. Ist U/V regulär 

in A/V, so auch U in A. 
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B e w e i s . (1) Sowieso gilt tUnV(x) ^ tu(x) und tUnV(x) ^ tv(x) und somit 

tUnV(x) ^ tu(x) n tv(x). Umgekehrt gilt für ny = x mit y G U und ny' = x mit 

y' G V wegen A torsionsfrei y — y' G UnV und xUnV(x) — XU(X)^XV(X), a lso auch 

tunv(x) = ^ ( x ) n ^ ( x ) . Folglich gilt für x G U fl V, lc/nV/(x) = / ^ (x ) n ^ ( x ) = 

^ ( x ) n lK(x) = ^ ( x ) , da tv(x) ^ lA(x), und der Durchschnitt U n V ist regulär 

in V. 

(2) Sei U/V regulär in A/V. Dann ist (u + V)A,V/(u + V)^/K = (u, V)?/(u, V)u 

endlich für alle u G U. Somit ist nach Zassenhaus (u)A/(u)u — ((u,V)A 0 

(u)A)/((u,V)u n <ti>^) = (u,V)A/(u,V)u endlich und U ist schließlich regulär 

in A. D 

Für eine reguläre Untergruppe U der torsionsfreien abelschen Gruppe A und eine 

reine Untergruppe V, die in U enthalten ist, ist nicht notwendig U/V eine reguläre 

Untergruppe von A/V. Denn seien V — ~La, U — Za(&Zb und A = (a, b, p~°°(a-\-apb)) 

mit irrationaler p-adischer ganzer Zahl a p , vgl. [Fu, §88]. Dann ist U regulär in A, 

aber wegen U/V = Z ^ - Q<P) ^ A/V ist U/V nicht regulär in A/V. 

P r o p o s i t i o n 2. Eine Untergruppe B der torsionsfreien abelschen Gruppe A ist 

genau dann regulär, wenn für alle Typen t die Gleichung B(t) = B C\ A(t) erfüllt ist. 

B e w e i s . Sei B als regulär in A vorausgesetzt und t ein beliebiger Typ. B(t) C 

BnA(t) gilt immer. Für b G B C\ A(t) gilt * ^ lß(b) = tA(b), da B regulär ist, und 

somit BC\A(t) C B(t). 

Sei nun B(t) = BC\A(t) für alle Typen t. Gibt es ein b G 5 mit lß(b) < tA(b) = s', 

so folgt wegen b £ B und 6 G -4(s') nach Voraussetzung b £ B C\ A(s') = B(B ') und 

somit tB(b) ^ 5' = iA(6) im Widerspruch zur Annahme lA(6) > tB(b) und H ist 

regulär. D 

Im folgenden werden einige Eigenschaften verglichen, die der Regularität von 

Untergruppen ähneln . Die Eigenschaft "kritisch regulär" wurde von K.-J. Krapf 

eingeführt. 

Eine Untergruppe B einer torsionsfreien abelschen Gruppe A heißt kritisch regulär, 

falls für alle Typen t gilt: B(t) \ B*(t)* C A(t) \ A*(t)+. Die Untergruppe B heißt 

stark regulär, falls B eine reguläre und eine kritisch reguläre Untergruppe von A ist. 

Schließlich heißt B ein Quasi-Summand von A, falls es eine Untergruppe D C A 

gibt, so daß der Exponent exp(A / (I5 0 D)) endlich ist. 

P r o p o s i t i o n 3 . Eine Untergruppe B der torsionsfreien abelschen Gruppe A ist 

genau dann kritisch regulär, wenn für alle Typen t die Gleichung B*(t)* = B(t) D 

A*(t)+ erfüllt ist. 
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B e w e i s . Sei B(t)\B*(t)* C A(t) \ A*(t)*. Dann ist 

[ (H (0 n A*(0*) \ B*(t)*} c [(A(t) n A*(0*) \ A*(t)m] = 0. 

Folglich ist B(t)HA*(t)* = ß*(0*-

Sei andererseits B(t) C\ A*(t)m = B*(t)+ und g £ B(t) \ B*(t)„. Dann ist g £ 

B*(t)+ = B(t) n ^* ( l )* und wegen g £ B(t) somit g £ A*(t)+. Folglich ist g G 

A(0 \ - 4 * ( 0 * u n d B ist eine kritisch reguläre Untergruppe von A. D 

Sei B eine Untergruppe der torsionsfreien abelschen Gruppe A. Ist B*(t)* — 

B n A*(0* fur a l le Typen l, so ist B kritisch regulär, aber nicht notwendig regulär. 

Insbesondere ist eine kritisch reguläre Untergruppe nicht notwendig regulär. Denn es 

gilt B* (0* C B(t)C\A*(t)* C BnA*(t)+ = £ * ( 0 * für alle T y p e n / . Folglich ist B nach 

Proposition 3 kritisch regulär . B muß aber nicht regulär sein, denn betrachte B = 

Q ( p )aeQ ( < ? )& C A = Q ^ ) a + Q^ r )(a + b) + Q^ ) b . Dann ist B*(t)+ = 0 = Hn^(0* für 

l > l(Z), da hier A*(t)+ = 0 gilt. Für t = *(Z) ist B*(t)* = ß = HnA = HnA*(0*. 

Aber B ist nicht regulär in A, da lß(a + 6) = t(T) < l(Q<r)) = tA(a + b) gilt. 

Ist B kritisch regulär, so ist nicht notwendig B*(t)* = B f\A*(t)* für alle Typen 

t. Denn sei B = Q ^ a 0 Q^>6 C A = Q<p)a + Q(r>5)(a + 6) + Q ^ b . Dann ist 

B*(t)+ = H(t)nA*(0* für alle Typen t und B ist nach Proposition 3 kritisch regulär. 

Aber für t = t(Q^) ist B*(t)* = 0 ^ Z(a + b) = HnA*(0*. 

Ist H stark regulär in A, so ist H*(0* = BC\A*(t)m für alle Typen l erfüllt. Nach 

Proposition 3 und der Regularität von B gilt # * ( 0 * = B(t) n .4*(0* = B H A(l) H 

A*(0* = HnA*(0*. 

P r o p o s i t i o n 4 . Für eine reguläre Untergruppe B der torsionsfreien abelschen 

Gruppe A sind äquivalent: 

(1 )1? ist stark regulär. 

(2) B ist kritisch regulär, d. h. für alle Typen t gilt B*(t)+ = B(t) C\ A*(t)+. 

(3) Für alle Typen t gilt B*(t)* = B n A*(l)*-

(4) (H n A*(/))/H*(l) ist eine Torsionsgruppe für alle Typen t. 

B e w e i s . Nach Proposition 3 und den vorausgegangenen Ausführungen gilt die 

Äquivalenz der Aussagen (1), (2) und (3). 

Bedingung (3) impliziert (4) offensichtlich. Sei (4) vorausgesetzt. Dann ist 

B*(t)« c HnA*(0* und (HnA*(0*) /£*(0* = (BnA*(t)+)/(B*(t)*nA*(t)*) c 
B/B*(t)+ ist torsionsfrei. Die Gruppe (B C\ A*(t)+)/B*(t) besitzt die Untergruppe 

(13 n A*(0)/B*(t) mit Torsionsquotienten, da 

(B n A*(t).)/(B n A*(t)) c A*(«)./A*(0 
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nach Zassenhaus eine Torsionsgruppe ist. Da 

(B n A*(t))/B*{t) und (B n A*(t)m)/(B C\ A*(t)) 

Torsionsgruppen sind, ist auch (B C\ A*(t)*)/B*(t) als Erweiterung zweier Tor­

sionsgruppen eine Torsionsgruppe. Folglich ist auch das homomörphe Bild (B n 

A*(t)m)/B*(t)* eine Torsionsgruppe und zugleich torsionsfrei, also ist (3) nachgewie­

sen . D 

In homogenen Gruppen sind reguläre Untergruppen schon stark regulär und in 

^-homogenen Gruppen sind alle l-homogenen Untergruppen regulär und somit auch 

stark regulär . 

P r o p o s i t i o n 5. Quasi-Summanden torsionsfreier abelscher Gruppen A sind stark 

regulär. Insbesondere sind direkte Summanden bzw. Untergruppen von endlichem 

Exponenten stark regulär. 

B e w e i s . Falls für eine Untergruppe B einer torsionsfreien abelschen Gruppe 

A der Exponent exp(A /H ) , oder sogar der Index [A : H] endlich ist, so ist B laut 

Definition ein Quasi-Summand, d. h. BA/B ist von endlichem Exponenten und für 

ein b £ B ist (b)A/(b) lokalzyklisch von endlichem Exponenten, also endlich. Folglich 

gilt tB(b) = tB*(b) = tA(b) für alle 6 G B und B ist regulär. 

Nach Proposition 4 ist noch zu zeigen, daß (B D A*(t))/B*(t) eine Torsions-

gruppe ist. Sei n := exp(A / (H 0 D)) mit geeigneter Untergruppe D. Dann ist 

A*(t)/(B*(t)®D*(t)) von endlichem Exponenten, der ?i teilt, wegen (B($ D)*(t) = 

B*(t) 0 D*(t). Sei nun a G A*(t). Dann ist a = £ a,- m i t ' ^ ( a t ) > t und 

na = Y, nai E / 3 0 D mit tmD(nai) = tA(nat) = tA(a{) > t, da B 0 D regulär ist. 

Somit ist na G ( ß $ D)*(t) und A*(t)/(B*(t) 0 D*(t)) ist eine Torsionsgruppe von 

endlichem Exponenten . Deshalb besitzt auch B*(t) = (B* (t) 0 D*(t)) C\ B endlichen 

Exponenten in A*(t) D B und H ist stark regulär in A. D 

Stark reguläre Untergruppen sind nicht notwendig Quasi-Surnmanden, auch nicht 

in Butlergruppen. Denn B = Q ^ a ist in der Butlergruppe A — Q^p)a -f Q(</)b -f 

Q^ r ;(a -f b) rein und somit auch regulär. B ist sogar stark regulär, da B*(t)* = 0 = 

HnA*(l)* für t > t(T) und B*(t(2))^ = B = B n A = B C\ A* (t(l))0 gilt. Aber B 

ist kein Quasi-Summand, da A/B = Q((/'r^ und es gibt kein Quasi-Komplement von 

diesem Typ. 

Reine Untergruppen vollständig zerlegbarer Gruppen sind nicht notwendig stark 

regulär oder Quasi-Summanden. Denn die Untergruppe B = (x + y)# der vollständig 

zerlegbaren Gruppe A = Q(^.t: 9 Q ( ? )!/ ist rein in A. Aber B*(t(l))^ = 0 ^ B = 
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B n A — B n A * ( / ( Z ) ) . Somit ist B nicht stark regulär in A, aber auch kein Quasi-

Sumrnand. Denn es gilt AjB = Q( p-^ . und das kann kein Quasi-Komplement in A 

P r o p o s i t i o n 6. In torsionsfreien abelschen Gruppen A gelten: 

(1) Die kritische (bzw. starke) Regularität ist transitiv. 

(2) Ist C kritisch (bzw. stark) regulär in A, und C C B C A, dann ist C auch 

kritisch (bzw. stark) regulär in B. 

(3) Reine Hüllen stark regulärer Untergruppen sind stark regulär. 

B e w e i s . (1) Sei C C B C A mit C kritisch regulär in B und B kritisch regulär 

in A, dann gilt C*(l)* ^ C C\ H*(l), = C n (B n A*(t)+) = C n A*(l)*. Also ist C 
kritisch regulär in A und mit der Transitivität der Regularität folgt der Zusatz. 

(2) D a C kritisch regulär in A ist, folgt C*(l)* C C ( / ) n H * ( 0 * C C ( l ) n A * ( l ) * = 

C*(/)* und wir erhalten C*(l)* = C(t) n B*(t)*. Somit ist C auch kritisch regulär 

in B und mit Proposition 1 folgt der Zusatz. 

(3) Reine Hüllen regulärer Untergruppen sind regulär. Sei B stark regulär in A. 

Wenn (B H A*(t))/B*(t) Torsionsgruppe ist, so auch (B* C\A*(t))/(B*)*(t) und mit 

Proposition 4 folgt die starke Regularität der reinen Hülle H*. D 

Vererbungseigenschaften für reine Untergruppen bzw. für reguläre Untergruppen 

unterscheiden sich von denen für stark reguläre Untergruppen. Der Durchschnitt 

zweier stark regulärer Untergruppen in einer torsionsfreien abelschen Gruppe A ist 

i. a. nicht stark regulär. Insbesondere ist der Durchschnitt U 0 V nicht notwendig 

stark regulär in V, wenn U stark regulär in A ist. Denn betrachte A = Q ( p ) £ 0 Q ( 9 ) y 0 

Q(p,<7)z u n d die Untergruppen U = Q ( p ) z 0Q ( < ? ) y und V = Q<p)(x + z) 0 Q ( < ? ) ( u - z). 

Offensichtlich sind U und V als direkte Summanden stark regulär in A. Aber UC\V = 

(x + y) + ist weder in V, noch in A stark regulär, denn (U DV)* (t(l)) ^ = 0 ^ Uf)V = . 

t / n v n r ^ z ^ = c7nVnA*(l(Z)) + . 
Die direkte Summe zweier stark regulärer Untergruppen ist i. a. keine reguläre und 

somit auch keine stark reguläre Untergruppe . Denn sei A = Q ( p ) - c + Q ( ? ) y + Q ( r ) ( x + y ) 

und seien U = Q ( p ) x und V = Q(9)w zwei Untergruppen von A. Offensichtlich sind 

U und V stark regulär in A. Aber U 0 V ist nicht regulär in A, da ^ ^ ( z + y) = 

l(Z) < l(Q(r)) = tA(x + g) gilt. Natürlich gilt für eine Quasi-Zerlegung B 0 C einer 

torsionsfreien abelschen Gruppe A und stark reguläre Untergruppen U bzw. V von 

B bzw. C, daß [ / 0 V stark regulär in A ist. 

Das torsionsfreie hornomorphe Bild BJC einer stark regulären Untergruppe B ist 

i. a. nicht stark regulär in A/C, auch nicht für eine Butlergruppe A. Denn die 

Butlergruppe 

A = Q ( p ) a + Q ( r ) b + Q ( r ) c + Q ( 5 )(a - c) + Q(<?)(a + b + c) C Qa 0 Qb 0 Qc 
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besitzt die reinen Untergruppen B = Q ( p )a (9 Q ( r ) b und C = Q ( p ) a . Darüber hinaus 

ist B stark regulär in A, da B*(t)+ = A*(t)* = 0 für alle Typen / > t(l) und 

B*(t(l))^ = B = B DA = BC\A*(t(l))^ gilt. Das homomorphe Bild B/C = 

Q ( r ) b von B ist jedoch nicht stark regulär in A/C = Q(<7,r)(6 4- c) * Q^- r ) c , da 

( D / C y ( / ( Q ( ' ' ) ) ) + = 0 / ^ 
Ist B/C stark regulär in A/C, so ist nicht notwendig auch B stark regulär in A, 

auch nicht für eine vollständig zerlegbare Gruppe A. Denn die vollständig zerlegbare 

Gruppe A = Q(p)aff)Q(^b(-r)Q(r)c besitzt die reinen Untergruppen B = Z(a-f b)OQ{r)c 

und C = Z(a + b). Die Gruppe B/C = Q ( r ) c ist als direkter Summand stark regulär 

in A/C = Q ( ' M ) ä 0 Q ( r ) c . Aber B ist nicht stark regulär in A, da B* (t(l))^ = 

Q ( r ) c ^ /3DA*(*(Z)) + = B g i l t . 

Satz 7. Die Typenuntergruppen A(t), A*(t) und A*(t)* sind stets stark reguläre 

Untergruppen in torsionsfreien ahelschen Gruppen. 

B e w e i s . Seien A eine torsionsfreie abelsche Gruppe und / ein beliebiger Typ . 

A(t) ist eine reine und deshalb reguläre Untergruppe. A(t) ist auch kritisch regulär, 

denn für s / / ist ( -4(0)00 = (-4(0)*00*. d a mi" «• £ (-4(O)(<0 der Typ L4(a) J> 

/ U s ist und somit sowohl tA(a) > /, als auch tA(o) > s gelten und folglich auch 

a G (A(t))*(s)*. Für s = t sind (A(t))(s) = A(s) und (A(t))*(s)m = A*(s)*. Also 

gilt (A(t))(s) \ (A(t))*(s)+ C A(s) \ A*(s)+ für alle Typen s und A(/) ist kritisch 

regulär. 

A*(t) ist regulär in A. Sei dazu a G -4*(0- Falls /^ (a) > / gilt, so ist (a)A C A*(t) 

und /^* ( t ) (a ) = tA(a). Ist /^ (a ) = /, so ist wegen a = £ > , ; mit FVO > / und 

(cii)A C /V ( / ) auch L4*(t)(a) ^ f | ^ * ( 0 ( a . O = f ! ^ ( a - ) ^ '• S o m i t i s t ^ * ( 0 ( « ) = 

tA(a) = /, und A*(t) ist regulär in .4. Die Typenuntergruppe .4*(/) ist schließlich 

auch kritisch regulär in A, denn für s 7- / ist (A*(t))(s) = (A*(t))*(s)my da für 

a G (A*(/))(.s) wieder tA(a) > s und folglich a G (/VO))*0O* gelten. Für 5 = / 

ist offensichtlich (A*(t))(s) = A*(t) = (A*(t))*(s)+. Somit erhalten wir insgesamt 

(A*(t))(s) = (A*(t))*(s)* für alle Typen s und A*(t) ist kritisch regulär. Die reine 

Hülle A*(t)+ von A*(t) ist nach Proposition 6 stark regulär in A. D 

Satz 8, [Ar, 1T0] In Butlergruppen besitzen reguläre Untergruppen endlichen 

Index in ihrer reinen Hülle. Insbesondere sind reguläre Untergruppen stark reguläre 

Untergruppen ihrer reinen Hülle. 

Umgekehrt sind nach Koehler [Ar, 0.1 und 1.9] torsionsfreie abelsche Gruppen 

endlichen Ranges mit endlicher Typenmenge, deren reguläre Untergruppen endlichen 

Index in ihrer reinen Hülle haben, stets Butlergnippen. 
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P r o p o s i t i o n 9. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges. Be­

sitzen alle regulären Untergruppen endlichen Index in ihren reinen Hüllen, so gilt 

für alle Typen t die Zerlegung A(t) = At 0 A*(l)* mit vollständig zerlegbarer t-

hornogener Gruppe At. 

B e w e i s . Sei At eine maximale Untergruppe in A(t) mit A*(l)* C\ At = 0, d. h. 

At ist rein und l-homogen und A(t)/(At 0 A * ( l ) * ) ist eine Torsionsgruppe. Sei Vt 

eine vollständig zerlegbare l-homogene Untergruppe von At mit Torsionsquotienten 

At/Vt. Da Vt regulär in der l-homogenen Gruppe At = (Vt)* ist, folgt, daß At/Vt 

nach Voraussetzung endlich ist, und At ist nach [Fu, 98.1] vollständig zerlegbar t-

homogen. Da weiter sowohl alle Elemente in A(t) \ A*(t)*, als auch alle Elemente 

in (At 0 A*(t)*) \ -4*(0* c l e n TYP t haben, ist At 0 A*(l)* regulär in A(t) und 

A(t)/(At 0-4*(/)*) ist nach Voraussetzung endlich und A(t)/A*(t)+ ist vollständig 

zerlegbar homogen vorn Typ t nach [Fu, 98.1]. Nach dem Lemma von Baer [Fu, 86.6] 

ist daher A*(l)* ein direkter Summand in A(t) und es gibt vollständig zerlegbare 

/-homogene Gruppen At mit A(t) = At 0 A*(t)*. ' D 

Beispiel E4 in [M, 2.7] und Proposition 9 zeigen, daß für eine Umkehrung von 

Satz 8 die Voraussetzung einer endlichen Typenmenge ganz wesentlich ist. Denn die 

quotienten-divisible und vollständig anisotrope Gruppe 

E4 = (p~°°vp | p prim) C V2 = Qzi 0 Q^ 2 , 

mit vp = apx\ +bpx2 E V2 und ap , bp G Z, ggT(ap , bp) = 1 derart, daß {Q^p | p prim} 

die Menge aller Unterräume von V> der Dimension 1 ist, besitzt die unendliche Typen-

menge T(E4) = { £ ( Q ^ ) | p pr im}. Offensichtlich besitzen alle rationalen regulären 

Untergruppen von E4 endlichen Index in ihren reinen Hüllen. Sei nun B eine reguläre 

Untergruppe von E4 des Ranges 2 und X eine reine rationale Untergruppe von B 

vom Typ / ( Q ^ ) . Dann besitzt A' endlichen Index in seiner reinen Hülle A'* in A 

und auch die hoinoinorphen Bilder B/X und E4/X* haben denselben Typ t(Qp) 

und B/X = B/(BC)X*) = (B + X+)/\\ C E4/X* mit endlichem Index. Also ist 

die Gruppe E4/B endlich, da X*/X endlich ist. Folglich besitzen alle regulären 

Untergruppen von E4 endlichen Index in ihren reinen Hüllen. 

Das Bild B/C einer regulären Untergruppe B von A ist i. a. nicht regulär in A/C, 

wobei A/C torsionsfrei ist. Butlergruppen besitzen jedoch diese Eigenschaft, wie die 

folgende Überlegung zeigt. Sei A eine Butlergruppe mit einer Untergruppe B und 

einer reinen Untergruppe C, welche in B enthalten ist. Ist B regulär in A, so auch 

BJC in A/C. Denn nach Proposition 1 ist B regulär in seiner reinen Hülle B?. Nach 

[Fu, 26.l.(ii)] ist auch B+/C rein in A/C. Wegen der Transitivität der Regularität 

müssen wir nur noch B/C als regulär in B+/C nachweisen. Nach Satz 8 ist aber 

B?/B endlich für Butlergruppen und alles ist gezeigt. 
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Quasi-Summanden sind stark regulär nach Proposition 5 . Aber nicht einmal in 

Butlergruppen sind stark reguläre Untergruppen Quasi-Summanden, wohl aber in 

fast vollständig zerlegbaren Gruppen von endlichem Rang. Denn die Klasse der fast 

vollständig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges ist genau die Klasse der torsions­

freien abelschen Gruppen endlichen Ranges, für welche die stark regulären Unter­

gruppen bereits Quasi-Summanden sind. 

Satz 10. In fast vollständig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges sind die stark 

regulären Untergruppen genau die Quasi-Summanden. Umgekehrt sind torsionsfreie 

abelsche Gruppen endlichen Ranges, deren stark reguläre Untergruppen allesamt 

Quasi-Summanden sind, fast vollständig zerlegbar. 

B e w e i s . Quasi-Summanden sind nach Proposition 5 immer stark regulär. Sei 

nun B stark regulär in A. Auf Grund der Transitivität der starken Regularität nach 

Proposition 6 und der Transitivität der Eigenschaft Quasi-Summand laut Definition 

und der Vererbung dieser beiden Eigenschaften auf Untergruppen von endlichem 

Index genügt es diesen Satz für vollständig zerlegbare Gruppen A endlichen Ranges 

zu zeigen. Weiter genügt es nach Proposition 6 und nach Satz 8 die stark reguläre 

Untergruppe B als rein anzunehmen . B ist also eine Butlergruppe und es gibt 

nach [Ar, 1.1] eine vollständig zerlegbare /-homogene Gruppe Bt derart, daß B(t) = 

£ ,0 /3*( / )* gilt. Da B stark regulär in A ist, folgt 0 = BtDB*(/)* = BtD(BC)A*(t)) = 

Bt C\A*(t). Da alle Elemente in A(t)\A*(t) vorn Typ / sind, gibt es eine vollständig 

zerlegbare /-homogene Untergruppe Ct C A(t) mit Bt C Ct und A(t) = Ct f& A*(t). 
k 

Nach [Fu, 86.6] ist Bt ein direkter Summand in Ct. Sei A = 0 Att eine vollständige 
i = l 

Zerlegung mit einer Anordnung der Typen, sodaß t{ minimal in der Menge {/;, . . . , /*.} 
k k k 

ist für alle i . Dann ist A = £ A(U) = Cu -f A*(tx) + £ A(U) = Cu 0 ]T A(U)< 
i = l i=2 i-2 

k k k 
da A*(t\) C Yl MU) — 0 Att. Wiederholung dieses Arguments ergibt A = 0 Ctt 

i = 2 i=2 i=\ 
k k 

und 0 Bti ist ein Quasi-Suinmand in A. Nach [Ar, IT] ist der Quotient B/ 0 Bti 
i=l i = l 

endlich und somit ist auch B ein Quasi-Summand in A. 

Seien umgekehrt in der torsionsfreien abelschen Gruppe A alle stark regulären 

Untergruppen bereits Quasi-Summanden. Dann sind nach Satz 7 alle Typenunter­

gruppen A(t), A*(t) und A*(/)* Quasi-Summanden. Somit ist auch A*(t)+ Quasi-

Summand von A(t) und es gibt eine Quasizerlegung A(t) = At 0 A*(t)+ mit reiner 

/-homogener Gruppe At. Die Voraussetzung, daß alle stark regulären Untergrup­

pen Quasi-Summanden sind, vererbt sich nach den Propositionen 5 und 6 stets auf 

Quasi-Summanden. In der /-homogenen Gruppe At sind alle reinen Untergruppen 

stark regulär, also Quasi-Summanden. Also gilt At =- (x) + 0 I\ für jedes x G At \ 0. 
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Die Gruppe K ist wieder ein Quasi-Summand. Folglich gilt die Voraussetzung auch 

für I\ und reine rationale Untergruppen lassen sich sukzessive abspalten, so daß At 

nach [Fu, 98.1] vollständig zerlegbar l-hornogen ist. Durch Induktion über den Rang 

von A wird nun gezeigt, daß A fast vollständig zerlegbar ist. Für rationale Grup­

pen A ist nichts zu zeigen. Seien Gruppen des Ranges < n mit der vorausgesetzten 

Eigenschaft fast vollständig zerlegbar. Sei A vom Rang 7i. Da A endlichen Rang 

besitzt, gibt es maximale Typen in der Typenmenge von A, da Elemente x\, . . ., xn 

mit linear geordneten Typen t(x\) < t(x^) < ... < t(xn) linear unabhängig sind. 

Für solch einen maximalen Typ t ist A(t) = At ^ 0 vollständig zerlegbar und Quasi­

Summand. Also gilt A = At(&K und der Quasi-Summand I\ ist von kleinerem Rang 

und nach Induktionsvoraussetzung fast vollständig zerlegbar. Somit ist auch A fast 

vollständig zerlegbar. D 

Reine stark reguläre Untergruppen von vollständig zerlegbaren Gruppen mit sogar 

linear geordneten Typenrnengen müssen i. a. keine direkten Summanden sein, wie das 

Beispiel Z(a + b) C* Zr~xa 0 Q ( p ) b mit verschiedenen Primzahlen r und p zeigt. In 

fast vollständig zerlegbaren Gruppen von endlichem Rang sind Typenuntergruppen 

schon Quasi-Summanden. In Butlergruppen dagegen gibt es Typenuntergruppen, 

die keine Quasi-Summanden sind, wie schon im Anschluß an Proposition 5 gezeigt 

wurde. Ferner gibt es stark reguläre Untergruppen von Butlergruppen, die weder 

Typenuntergruppen, noch Quasi-Summanden sind. Denn die Butlergruppe A = 

Q ( p ) a + Q(</)b + Q ( r ) ( a + b) + Q ( p ) c besitzt die stark reguläre Untergruppe B = Q ( p ) a . 

Aber B ist kein Quasi-Summand, da AjB = Q^>r) 0 Q ( p ) gilt und B kein derartiges 

Quasi-Kornpleinent besitzt. B ist auch keine Typenuntergruppe, da A* (t(Z)) = 

A*(t{Z))^ =A^B und A(t(q^)) = Q ( p ) a 9 Q ( p )c ^ B gilt. 

Korol lar 11 . In vollständig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges mit linear 

geordneter Typenmenge sind die regulären Untergruppen genau die Quasi-Summan­

den. Umgekehrt sind die torsionsfreien abelschen Gruppen endlichen Ranges, deren 

reine Untergruppen allesamt Quasi-Summanden sind, vollständig zerlegbar mit linear 

geordneter Typen menge. 

B e w e i s . Da für jede Typenuntergruppe A*(/)* ein Typ s mit A*(i)* = A(s) 

existiert, sofern die Typenmenge linear geordnet ist, ist jede reguläre Untergruppe 

schon stark regulär und nach Satz 10 ein Quasi-Summand. 

Sei umgekehrt vorausgesetzt, daß alle reinen Untergruppen der torsionsfreien 

abelschen Gruppe A endlichen Ranges Quasi-Summanden sind. Durch Induktion 

über den Rang von A wird gezeigt, daß A fast vollständig zerlegbar ist. Für ra­

tionale Gruppen ist nichts zu zeigen. Seien Gruppen des Ranges < n mit der 

vorausgesetzten Eigenschaft fast vollständig zerlegbar. Sei A vom Rang n. Eine 
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reine Untergruppe B vorn Rang n — 1 erfüllt wieder die Voraussetzung und ist nach 

Induktionsannahme fast vollständig zerlegbar. Da B nach Voraussetzung auch ein 

Quasi-Summand war, ist schließlich A fast vollständig zerlegbar. Es wird nun gezeigt, 

daß die Typenmenge von A linear geordnet ist. Seien dazu zwei Typen s und t aus 

der Typenmenge als unvergleichbar angenommen und x und y zwei Elemente aus A 

mit t(x) = s und t(y) =. t. Die reine Untergruppe (x*,y)+ erfüllt die Voraussetzung 

und ist wieder fast vollständig zerlegbar. Die reine Untergruppe (z-f-y)* besitzt den 

Typ s PI t und ist nach Voraussetzung ein Quasi-Summand in A und somit auch in 

(ar, y)*. Daher müßte es in (x, y}+ ein Quasi-Komplement vom Typ sUt geben. Das 

ist jedoch ein Widerspruch und die Typenmenge ist linear geordnet. Nach [Ar, 1.11] 

ist A schließlich vollständig zerlegbar mit linear geordneter Typenmenge. D 

Die Klasse der Gruppen, in denen alle regulären Untergruppen bereits stark regulär 

sind, umfaßt die Klasse der homogenen Gruppen. 

Koro l lar 12 . Sei A eine fast vollständig zerlegbare Gruppe endlichen Ranges mit 

stark regulärer Untergruppe B und reiner Untergruppe C. Sei C C B C A. Dann 

ist B/C stark regulär in A/C. 

B e w e i s . Nach Satz 10 ist B ein Quasi-Summand von A, d. h. es existiert 

eine Untergruppe D C A, so daß der Quotient A/(B 0 D) endlich ist. Somit ist 

auch (A/C)/((B 0 D)/C) endlich und wegen (B 0 D)/C 2* (B/C) 0 D existiert zu 

B/C ein Komplement X/C derart, daß B/C(BX/C endlichen Index in A/C besitzt. 

Folglich ist B/C ein Quasi-Summand in A/C und deshalb nach Proposition 5 stark 

regulär in A/C. D 

In Butlergruppen A ist das torsionsfreie homornorphe Bild B/C einer stark 

regulären Untergruppe B nach einer reinen Untergruppe C von A i. a. nicht stark 

regulär in A/C. Wenn in einer vollständig zerlegbaren Gruppe A endlichen Ranges 

das torsionsfreie homornorphe Bild B/C stark regulär in A/C ist, so muß B nicht 

stark regulär in A sein. Beide Aussagen werden durch das dritte bzw. vierte Beispiel 

im Anschluß an Proposition 6 belegt. 
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