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Czechoslovak Mathematical Journal, 43 (118) 1093, Praha 

CONSTANTE DE CHEEGER 

ET PREMIÈRE VALEUR PROPRE NON NULLE DU LAPLAC1EN 

D'UN GRAPHE DE PETITE DIMENSION 

J. E. BOILLAT, Berne 

(Reçu le 10 juillet, 1991) 

1. INTRODUCTION 

Dans cet article, on se propose d'étudier les liens entre la constante de Cheeger 
(appelée aussi nombre isopériinétrique) et la première valeur propre non nulle du 
Laplacien des graphes connexes values. La méthode utilisée s'inspire de techniques 
analogues à celles développées par Fiedler [3] pour déterminer les relations entre la 
mesure d'irrréductibilité et les valeurs propres de l'opérateur de Poisson d'un graphe 
value. Nous montrons que l'on peut appliquer cette méthode aux graphes de petites 
dimensions et nous déterminons une borne inférieure pour la première valeur propre 
non nulle du Laplacien d'un graphe connexe value. 

1.1. Notations, définitions et lemmes utiles. 
Dans cet article, un graphe G est un graphe fini, non orienté, connexe et sans 

boucles. On désigne par EQ l'ensemble des arêtes de G et par Va l'ensemble de 
ses sommets (ou plus simplement par E et V si aucune confusion n'est possible). 
Un sous-graphe H de G est un sous-ensemble des sommets de G muni de toutes les 
arêtes de G reliant deux à deux ses sommets. Une valuation d'un graphe G est une 
application associant à chaque arête (f,j) de G un réel positif c,j = cy,-. On posera 
C" = 22(itj)eE(G)CiJ-

Définition 1.1. (Matrice d'adjacence généralisée.) On appelle matrice d'adja-
cence généralisée de G la matrice symétrique Ac telle que 

( 1 jv , L - u n , -, s i {*J)£Ea, 
sinon. 

, c dęf í cij 
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Définition 1.2. (Matrice de valence généralisée.) On appelle matrice de valence 

généralisée de G la matrice diagonale Dc telle que 

(1-2) osd= £ «*• 
(i,J)€EG 

On remarquera que c,, = du. 

Définition 1.3. (Laplacien.) Le Laplacien de G est la forme quadratique qc sur 
G dont la matrice est donnée par 

(1.3) AC<^DC-AC. 

On remarquera que 

(1-4) </(*) = (A cs,*) = J2 *«(*.•-*i)2-
(*,j)€iSo 

Soit e le vecteur ( 1 , 1 , . . . , \)T. Comme Ae = 0 et A est positive semi-définie, 0 
est la plus petite valeur propre de Ac. Comme G est connexe, A c est irréducible 
et e est Tunique solution linéairement indépendante de (A c x ,x ) = 0 donc 0 est une 
valeur propre de multiplicité 1 du Laplacien. Soient 0 = Ai ^ À2 ^ • • ^ An les 
valeurs propres de A. Dans le reste de cet article, on s'intéressera en particulier à 
À2, la première valeur propre non nulle de A. 

R e m a r q u e 1.1. Lorsque G est muni de la valuation constante 1, la matrice 
d'adjacence généralisée Ac est la matrice d'adjacence de G, la matrice de valence 
généralisée Dc est la matrice de valence de G. 

Dorénavant on utilisera la notation A, D et A à la place de Ac, Dc et Ac si 

aucune confusion n'est possible. 

Définition 1.4. (Degré généralisé.) On appelle degré maximal (minimal) géné­
ralisé les grandeurs suivantes: 

(1.5) MQ = maxc,,, 
i£VG 

(1.6) me = min c„. 

Définition 1.5. (Volume.) Le volume |H | d'un sous-graphe H de G est le car­
dinal de l'ensemble des sommets V§§ de H c'est à dire 

(17) \H\ = card(V„). 

Définition 1.6. (Bord.) Le bord dH d'un sous-graphe H de G est l'ensemble 
de toutes les arêtes e reliant un sommet de H à un élément de Va — Vu. 
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Définition 1.7. (Aire.) L'aire \dH\ d'un sous-graphe H de G est la somme 
pondérée par C des éléments de dH c'est à dire 

(1.8) \ÔH\= £ ce. 
e£dH 

Définition 1.8. (Constante de Cheeger.) La constante de Cheeger ÎQ du graphe 
G appelée aussi nombre isopérimétrique de G est définie comme suit 

/ 1 û \ • def ' l9//l 
(1.9) IG = min H m i n ( | I / | , | G - H | ) ' 

La constante de Cheeger correspond au plus petit rapport aire / volume ( W r ) 
d'un sous graphe H de G contenant au plus la moite des sommets de G. Si on 
identifie G à un modèle rudimentaire de réseau téléphonique, ÎQ peut être considérée 
comme une mesure de congestion des lignes lorsque les abonnés du sous graphe H 
communiquent avec les abonnés du sous graphe G — H. 

Si A est une matrice carrée n x n et N = {1 ,2 , . . . , n} . On peut aussi définir un 

nombre isopérimétrique algébrique de A de la façon suivante: 

/ i in\ • I/.\def z2ieMjeN-M aij (1.10) IALG(A) = min ^ 
%*M%N m i n ( | M | , | N - M | ) ' 

Définition 1.9. (Mesure d'irréductibilité.) La mesure d'irréductibilité du gra­
phe G, notée ftQ est l'aire minimale d'un sous-graphe non trivial H de G, c'est à 
dire 

(1.11) fiG =fmin|<9I7|. 

La mesure d'irréducibilité (algébrique) a été introduite par [3] pour les matrices 

doublement stochastiques. La mesure d'irréductibilité satisfait de façon triviale fiQ ^ 

tG-

Définition 1.10. (Valuation unitaire et subunitaire.) Une valuation G est uni­
taire si 

eu = 1 Vi 

elle est subunitaire si 

eu ^ 1 Vi. 

Définition 1.11. (Opérateur de Poisson.) Soit G graphe muni d'une valuation 
subunitaire G. L'opérateur de Poisson Pc de G est la matrice 

(1.12) Pc = f / - A c . 

R e m a r q u e 1.2. L'opérateur de Poisson Pc du graphe G est une matrice 
stochastique symétrique. 
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Remarque 1.3. On peut associer à chaque valuation C une valuation subuni­
taire CQ en divisant tous les poids ce des arêtes par MG- On pourrait aussi associer 
au Laplacien un opérateur de Poisson généralisé P = MGI — A obtenant ainsi une 
matrice stochastique généralisée (la somme des éléments de chaque ligne valant M G)-

On notera P à la place de Pc si aucune confusion n'est possible. 
Soit Gn l'ensemble des graphes values à n sommets et désignons par An l'ensemble 

des matrices des Laplaciens associés. 

Lemme 1.1. Si A 6 A n , B G An , a ^ 0 et /} ^ 0 alors 

(1.13) 

(1.14) 

aA + ßB€ Д„, 

i(aA + ßB) ž «i(A) + ßi(B). 

P r e u v e . La première affirmation est triviale. Il existe M C N tel que 

i(aA + PB)- ]jT aaij + /?60 ^ ai(A) = pi(B). 
i€MJgM 

a 
Nous terminons ce paragraphe par la définition de quelques graphes par leurs 

matrices d'adjacence. 

Pn(z) est le chemin à n sommets muni de la valuation constante z 

/o i X 
1 o 1 

1 0 1 
Pn(z) = z 

\ 

1 0 1 
1 0 1 

1 0 / 

Cn(z) est le circuit à 7i sommets muni de la valuation constante z 

\ / 0 1 1 
1 0 0 1 
1 0 0 0 1 

Cn(z) = z 
1 0 0 0 1 

1 0 0 1 
1 1 0 / 

208 



Kn(z) est le graphe complet à n sommets muni de la valuation constante z 

Kn(z) = z 

f° i . . 1 1 \ 
1 0 1 . 1 I 

1 1 . . 1 1 
i 1 . . 1 1 
1 1 . 1 0 1 

M i . . i o/ 

1.2. Rappel de quelques résultats. 

Nous rappelons ici quelques résultats importants mettant en relation la première 
valeur propre non nulle du Laplacien, la constante de Cheeger et la mesure d'irré­
ductibilité des graphes values. 

Théorème 1.1. Soit G un graphe value. Soit A 2 est la première valeur propre 

non nulle du Laplacien de G, on a: 

A2 < 2 i c . 

P r e u v e . Choisissons un sous graphe H de G, tel que \H\ < \G — H\ et 

ÎG = JHV- On pose k = | / / | , / = | G - H | et on définit le vecteur x = (x i , x 2 , . . .,xn)
T 

par 

_ ( I si 1 Є H, 
U ~ \ -k si ІЄG- H. 

Alors 

xTAx= ~~ .Cij(xi-Xj)2 

(•'j')€iSo 

= £ Cij(xi-Xj)
2 + __ Cij(xi-Xj)2 

(iJ)čEH (i,j)eE{G-H) 

= 0 + 0 + (/ + fc)2|//| 

= k(l + k)2iG 

\9H\ 
\H\ 
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et 

X T A - P 
A 2 ^ 

11*1; 
k{l + k)2. 

^ kP + lk*tG 

^ / + *. 

^ 2 t G . 

D 

R e m a r q u e 1.4. Soit I\*2n(c) le graphe complet à 2n sommets, muni d'une val-

uation constante c, alors 

i(I<2n{c)) = ?IC 

et 

A 2 ( K 2 n ( c ) ) = 27iC 

donc 

A2(K2n(c)) = 2/:(K2n(c)) 

c'est à dire, à constante de Cheeger donnée, A'2n a la plus grande première valeur 

propre non nulle du Laplacien. (Se référer à [4] pour le calcul de i ( / \ 2 n ( l ) ) et à [3] 

pour le calcul de A2(I \2 n(c))) 

T h é o r è m e 1.2. Soit G un graphe value. Si A2 est la première valeur propre non 

nulle du Laplacien de G, on a: 
•2 

£ A 2 . 
2A1G 

P r e u v e . Voir [2], [1] et [4] D 

T h é o r è m e 1.3. Soit Dn Vensemhle de toutes les matrices n x n (n ^ 2) stochas­

tiques et symétriques et considérons Inapplication Y de Dn dans le plan donnée par 

r ( A ) = o * ( A ) , i - A n _ i ( A ) ) 

où A n _ i ( A ) est la deuxième plus grande valeur propre de A. Alors l'image R de Dn 

par T est un quadrilatère, dont les sommets sont VQ = (0,0) , V\ = (^, 1 — cos ^-), 

V2 = (1 , 1 - c o s -£) et V3 = (1, ^ j - ) . Si n = 3, V2 = V3 et R est un triangle; si n = 2, 

V2 _r V3} \\ G VoV2 et fi est "/- segment. 

P r e u v e . Voir [3]. On notera (pie \\ correspond à T(P n (^ ) ) , V2 à F ( C n ( ^ ) ) et 

^à(r(/vn(;rb)) " ' D 
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2 . CHEMIN VALUE MINIMAL 

On définit la fonction / : {1 , . . . , n} —• {1, . . . , ?i} de la façon suivante: 

{ min(k,n - k). k < n. 

V k = ?i, 

et on notera Gn(z) l'ensemble des Graphes dont la constante de Cheeger vaut z. 

Théorème 2 .1 . Soit Pn(z) le segment A n sommets muni de la valuation 

{ f(ï)z i = t + l, 

f(j)z i = t - l , 

0 sinon. 

Alors 

(-•3) «>.(,) = -

et si G G Grn(-r) aiors 

(2.4) A2(G) > A3(Pn(-)) . 

P r e u v e . On identifiera les sommets de Pn(z) avec l'ensemble. {1, 2 , . . . , ?i}. 
La valuation de Pn(z) est construite de manière à ce que chaque sous graphe Hm tel 
que V//m = {1 ,2 , . . . , m}, (m ^ ?i) soit un sous graphe isopérimétrique. Le calcul de 
ip / v est immédiat. 

La preuve de la deuxième affirmation est analogue à celle du théorème 1.3: 
Désignons par An(z) l'ensemble des Laplaciens associés aux graphes de Gn(z). Soit 

Sn l'ensemble des vecteurs unitaires orthogonaux à e et considérons Sn l'ensemble 
de tous les vecteurs x = (x\,..., xn)

T de Sn tels que x\ ^ x^ ^ • • ^ xn alors 

min A2U) = min min xTax 
A£&n(z) A£An(z)x€Sn 

= min min xTAx 
rÇSnAÇAn(z) 

= min min x Ax. 
*£SnAÇ*n(z) 

Car si P est une matrice de permutation et A G An(z) alors PAPT G An(z). 
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Soit 

(2-5) t>fc = ( 1 , . . . , 1 , 0 , . . . , 0 ) ' ) * = 1 , . . . , » 

k 

et considérons la matrice Z = (v\, v?,..., vn), c'est à dire 

/ ! 

(2.6) 

On remarquera que 

z = 
1 . . 

(2.7) z_ł = 

/ l -1 
1 -1 

1 -1 

1 

\ 

-1 

V 1 ) 

Avant de terminer la preuve, nous avons encore besoin des résultats de deux petits 
lernmes. 

Ь е ш ш е 2.1. $1 А € А п (г) 

(2.8) 

vjAvk ^ f(k)z, k < n, 

vjAvm ^ 0, k < ni, 

vjAvn = 0. 

P r e u v e . Soit Mk = {1,. . . , ib}. On remarquera que 

vlAvk = ^ ct> 

(i,j)edMk 

= \dMk\ 

\dMk\ 
= /(*)J 

/(*) 
^ /(*).. 
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D'autre part, 

(Avm)i - Y^ПІJ 

(•',І)€Л/m 

^ O 

Ь е ш ш е 2.2. 

(2.9) 

vlPn{z)vk = f{k)z, k< n, 

vJPn(z)vm = 0 , k < m, 

vlPn(z)vn = 0 . 

P r e u v e . Immédiat 

Considérons la matrice 

(2.10) U = ZTAZ - ZTPn(z)Z. 

11 découle des lemmes 2.1 et 2.2 que M,J ^ 0 Vi,j = V..,n. Si x G Sf
n, on pose 

y = Z~lx et on remarquera que ?/, ^ 0 si i < ?i. On obtient donc 

On a donc 

Donc 

n - l 

yTUij= ^T UijViyj = Yl u-iy-Vi ^ °-
«J = 1 i,i = l 

^ a r T ^ar -x T P n (2 )^ . 

(2.11) A3(Л) £ A3(P„(-)). 

D 
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On notera que la matrice d'adjacence de Pn(z) a la forme: 

зд = . 

/0 1 \ 
1 0 2 

2 0 3 

3 0 2 

2 0 1 

V 1 0/ 

Malgré la forme régulière de cette matrice, on n'en connaît pas les valeurs propres 

exactes si n est grand. 

Corollaire 2.2. Parmi tous les graphes connexes G à valuation subunitaire dont 

la constante de Cheeger z est plus petite ou égale à ^ y , Pn{z) possède la plus petite 

première valeur propre non nulle. 

P r e u v e . Si z ^ —-y alors Me ^ 1 • D 

3 . GRAPHES VALUES À 3 SOMMETS 

Soit G un graphe à trois sommets muni d'une valuation subunitaire. On associe 

à G une paire (i, A2) où i est la constante de Cheeger de G et A2 la deuxième plus 

petite valeur propre du Laplacien. 

T h é o r è m e 3.1. Soit G3 l'ensemble de tous les graphes G à 3 sommets munis 

d'une valuation subunitaire et considérons V application F de G s dans le plan donnée 

par 

r G = (iG,A2(G)). 

Alors l'image par T de 63 est un triangle, dont les sommets sont (0,0), r(A*3(^)) et 

r(/M£)) = r(ft(i». 
P r e u v e . Si G est un graphe à trois sommets, alors pc = *G- Soit Pc 

l'opérateur de Poisson associé au Laplacien A c . Comme C est une valuation subuni-
taire, Pc est stochastique (et symétrique). Le reste de la preuve découle directement 
du théorème 1.3 et du fait que 1 - A n _i(P c ) = A2(AC). D 
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4. GRAPHES À 4 SOMMETS 

Théorème 4 .1 . Soit G4 l'ensemble de tous les graphes G non complets a 4 som­

mets munis d'une valuation subunitaire et considérons Vapplication T de G4 dans le 

plan donnée par 

r o = (tG,A2(G)). 

Alors rimage par T de G4 est contenue dans un quadrilatère dont les sommets sont 
Uo = (0,0), U\ = F4(£), U2 = DC4 et U3 = CA(\) où DC4 est le graphe dont la 
matrice d'adjacence généralisée vaut 

DC\ = -

/ 0 1 1 0 \ 
1 0 2 1 

1 2 0 1 
Vo 1 1 0/ 

Les arêtes du quadrilatère sont toutes réalisées par des graphes, exceptée celle 
joignant rimage des graphes DC4 et C^(^). La frontière exacte est dans ce cas 
l'arc de parabole (/, 1 — \/2 — 6î -f 5i2), i G [ ,̂ ^] (voir figure l). 

0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 

Figure 1. Domaine des graphes non complets à 4 sommets munis d'une valuation 
subunitaire. 

P r e u v e . On traite chaque arête du quadrilatère séparément: 

• Le cas du segment de l'origine à U\ a déjà été traité plus haut (corrolaire 2.2) 

• Dans le système de coordonnées (i, À), le segment de l'origine à U3 a une pente 
de 2 qui réalise l'inégalité A ̂  2i du théorème 1.1. 
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• Chaque graphe non complet à 4 sommets a un nombre isopérimétrique plus 
1 
2 petit ou égal à ^ En effet, la matrice d'adjacence d'un tel graphe peut être mise 

sous la forme 
ra + b —a —b 0 

—a a + c + d — c — d 

—6 — c b + c + e —e 

0 — d —e d + e t 

et on peut admettre que a ^ b on en déduit que 

a + c + d^ 1, 

a + b - 2a r$ 0, 

(4.1) b+c+dÇ 1. 

Or b + c + d = \Ô{i,2}\ et 

^|f l { l ,2}[ 1 
° ' ^ |{l,2}| * 2 

selon la dernière inégalité 4.1. 

Soit B(t) = (l—t)C14(^)+tDC\, (0 ^ t ^ 1). On vérifie facilement que tB{t) — \ 

et que \2(B(t)) =- ~L-, (0 ^ t ^ 1). L'arête de U^ à t/3 est donc l'image par T 
de graphes de G4 

• Pour traiter le domaine situé entre r(P4(^)) et V(DC\), nous avons tout d'abord 
besoin des lemmes suivants: 

Leiiime 4.1. Soit Gn(z) l'ensemble des graphes munis d'une valuation subuni-
taire et dont la constante de Cheeger vaut z et désignons par A n ( : ) l'ensemble des 
Laplaciens associés, alors si A £ A n ( : ) 

vlAvt+x > \((f(k) + f(k + \))z - 1), k < n - 1, 

vn_xAvn = 0 . 

P r e u v e du Le m m e . Gomme la valuation est subunitaire, afc+ifc+i ^ 1. 
On en déduit que 

1 ^ «fc+i.fc+i 

^ (vl+\ ~vI)A(vk+l ~vk) 

^ v{Avk + vl+xAvk+x - vl+YAvk - vjAvk+i 
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d'autre part comme A est symétrique, v\+xAvk = v'k Avk+\ donc 

v\+xAvk £ -(vl+lAvk+l + vjAvk - l) 

^((/(*) + /(* + i))--n-

Leimue 4.2. Sb/t 

alors 

de plus 

(4.3) 

,4(z) = 3(1 - 2z)P 4 ( i ) + 2(3z - l)DC4 \ ^ z ^ \ 

lc vjA(z)vk üjfЛÍ-фfc+i vjA(z)vk+2 

1 z 1(32-1) 0 

2 22 1(32-1) 0 

3 2 0 -

4 0 - -

A2(Л(z)) = 1 - \/2 - 6z + 5z2. 

P r e u v e d u L e m m e . On remarquera que 

A(z) = 

2z z - 1 1 - Зz 0 ^ 

1 | z - 1 2 2z - 2 1 - Зz 

1 - 3- 2- - 2 2 z - 1 
0 1 - Зz z - 1 2z / 

Le reste de la preuve est immédiat D 

Une preuve analogue à celle du théorème 2.1 permet de montrer que si A G 

A2(A) > A2(A(2)). 
An(z) 1 ^ 2 ^ 1 alors 

Remarque 4.1. Le résultat précédent montre que l'inégalité du théorème 1.2 
est faible en petites dimensions. En effet, cette inégalité prévoit un domaine plutôt 
convexe, alors qu'il est concave en réalité. Plus précisément, le domaine est étoile 
par rapport à l'origine, c'est à dire que si (x,y) G R alors (ax,ay) G R (0 -$ a ^ 1). 
En effet, si G G G4 alors il est facile de vérifier que itG = HG e*» A2(<G) = <A2(G), 
(0 $ t t$ l. L'application 7 est donc surjective. 
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La technique de démonstration du théorème 1.3 ne s'applique plus au cas de tous 

les graphes à 4 sommets (graphes complets inclus). Une des frontières du domaine est 

donnée par le segment joignant l'origine à F(IV4(^)) (théorème l . l ) . Une génération 

de graphes aléatoires réalisée avec le programme Mathematica1 [5] permet de trouver 

le chaînon manquant entre DC4 et KA(\). NOUS pouvons donc formuler la conjecture 

suivante2 : 

C o n j e c t u r e 1. S'oit G\ l'ensemble de tous les graphes G à 4 sommets munis d'une 

valuation subunitaire et considérons l'application T de G4 dans le plan définie par 

r G = ( . G ,A 2 (G)) . 

Alors l'image par T de o4 est contenue dans un polygone à 5 sommets: WQ = (0 ,0) , 

wi = r ( P 4 ( i ) ) , W2 = T(DC\), W3 = T(T4) et W4 = T(A' 4 ( i ) ) où TA est le graphe 

dont la matrice d'adjacence généralisée vaut 

* - . 

Les arêtes du polygone sont toutes réalisées par des graphes, exceptées celle joignant 

l'image des graphes DC\ et P4 (la frontière exacte est donnée par l'arc de parabole 

(i, 1 — \ /2 — 6i-f 5i2) ? € [3* \\) e t celle joignant DC4 et P4 (la frontière exacte 

est donnée par l'arc de parabole (i, -H7»W-2-44*±4ig) { e [1,1]) (voir Figure 2). 

/ 0 1 1 
І 0 2 

Ҷ 
2 

1 2 0 2 

\ 1 2 2 0/ 

0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 

Figure 2. 10,000 graphes aléatoires et frontières probables du domaine des graphes 

à 4 sommets munis d'une valuation subunitaire. 

Le graphe DC\ a lui aussi été trouvé à Faide d'une génération de graphes aléatoires 
r On remarquera que les graphes complets posent aussi certains problèmes dans la démon­
stration d'une version stricte du théorème 1.2 faite par Mohar [4] 
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