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QUELQUES REMARQUES SUR LA QUASI-CONTINUITE
DES MULTIFONCTIONS

MILAN MATEJDES

Dans l’article présent, nous démontrerons deux théorémes sur un ensemble
des points de semi-discontinuité inférieure (supérieure) d’une multifonction
continue au sens certain (voir déf. 1) de la fagon analogue élaborée par Ewert
(voir [1] pour une multifonction semi-quasi-continue supérieurement (in-
férieurement)). Une démonstration analogue a €té donnée par Fort dans [2] pour
la semi-continuite.

Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique avec la distance
d. Nous supposons que 7 soit un o-idéal de tous les ensembles de I-e catégorie
dans X et 4, soit la famille de tous les sous-ensembles de X de I/-catégorie qui
jouissent de la propriété de Baire. Soit ¢ la famille de tous les sous-ensembles
ouverts non vides de X et soit ¥ ¢ # = B,U %. Soit F: X - Y une multifon-
ction telle que F(x) est comact non vide pour chaque x € X.

Définition 1. Une multifonction F est dite u-B-continue (I-%B-continue) au point
x,, lorsque pour chaque ensemble ouvert G < Y tel que F(x,) = G(F(x,) NG # 0)
et pour chaque entourage U de x, il existe un ensemble Be % tel que B c U et
F(x) = G(F(x) n G # 0) pour chaque x € B.

Remarque 1. La %-continuité est le terme généralis¢é de la quasi-
continuité (pour & = 9).

Nous désignons: K(y, €) = {ze Y; d(z, y) < &}, d(y, A) = inf{d(y,a); ae A},
K(A,e) ={yeY;d(y,A) <&}, A< Y. C{(Cr)— I'’ensemble des points de semi-
continuité supérieure (inférieure) de la multifonction F.

A — la fermeture de A.
int (4) — lintérieur de A.

Définition 2. Une multifonction F est dite semi-continue supérieurement (in-
férieurement) au point x,, lorsque pour chaque ensemble ouvert G < Y tel
que F(x,) € G (F(x,)n G # 0) il existe un entourage U de x, tel que F(x) c G
(F(x)n G # 0) pour chaque xe U.

Lemme 1. Pour qu’ un ensemble A appartienne a I, il faut et il suffit que pour
chaque ensemble Ge 9 il existe un ensemble Be B tel que B< G et BN A€l
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Démonstration. Nous montrerons que si 4¢ 7, alors il existe un ensem-
ble Ge¥ tel que pour chaque ensemble Be Z, Bc Gona An B¢l Si A¢l,
alors D(A) # 0, d’apres [3. p. 51], ou D(A) est 'ensemble des points ou 4 n’est
pas de I-e catégorie. D(A) est fermé et D(A)¢ 1, donc int (D(A)) # 0. Posons
G = int(D(A)). Soit B< G, BeA. Si Be¥9, alors Bn A¢l. Si Be#,, alors
B=(HN\I)ul ou He¥%, I, Lel et H[nG #0. (Si Hyn G = 0, alors on
a: B=BnG=((H\N)nG)u(Gn L)el). Posons H= H,n G. Parce que
HnN A¢l donc :

AnB=Hyn AL~ A U(,AA) > (HAA\LAA) U (L A)¢ .
La condition nécessaire est évidemment réalisée.

Théoréme 1. Si une multifonction F est u-#B-continue, alors tous les points de
semi-discontinuité inférieure de la multifonction F constituent un ensemble de I-e
catégorie.

Démonstration. Soit N(F(x), & =min{n = 1, il existe des points y,,

n

Fa...ytels que F(x) < () K(»;, €)}. Nous désignons par le symbole N(n, £) un
i=1

ensemble de tous les points xe X tel que N(F(x),&) =n et pour chaque

£ €(0.3¢) et pour chaque entourage U de x, il existe un ensemble Se % tel que

S < Uet F(x) ¢ K(F(2), €) pour chaque z € S. Nous montrerons que I’ensemble

N(n, g) est de I-e catégorie. Soit G un ensemble ouvert tel que G n N(n, €) # 0.

Si xeGn N(n.g), alors il existe des points y,, y,, ..., y, tels que

n

F(x) = | K(3, €). La multifonction F est u-#-continue au point x, il existe un

i=1

ensemble B, € tel que B, = G et F(p) = | ) K(y,, &) pour chaque pe B,, d’ou
i=1
N(F(p).e) =n. Ou bien B,NnN(neel ou bien B N N(ne ¢l Soit
B, NN (n.e)¢ I L'ensemble B, ¢ 1, d’ou H = int(D(B,)) # 0. 1l existe un point
x'e B,n Hn N(n,¢). Le point x"e N(n, €), d’ou il existe un ensemble Se % tel
que Sc H et F(x') ¢ K(F(t),2¢) pour chaque t€S. Soit teSn B,¢1. On a
N(F(1), €) < netil existe un point y’ € F(x’) tel que y’ ¢ K(F(?), 2¢). 1l existe j tel
que " € K(v, €) et K(. &) A F(1) = 0, d'ott F(1) = | J{K(v, €), i < n, i # j}, donc
on a N(F(t),e)<n-—1. Il existe des points z,, z,, ..., z,_, tels que
n—1
F(1) = ) K(z;, €). La multifonction F est u-#-continue au point ¢, d’ou il existe

i=1
n—1

un ensemble Be & tel que B < G et F(x) < U K(z,€) pour chaque xe€ B, d’ou
i=1
N(F(x), &) £ n— 1 pourchaque xe B,donc B N(n,¢) = 0. D’apres le lemme 1,
N(n, €) est de I-e catégorie.
Nous montrerons que X\ Cr = () () N(n, ¢), d’oi X\ Cr est de I-e catégo-

n=1¢ceQ
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rie, ou Q est ’ensemble des nombres rationnels > 0. Si xe X'\ Cr, alors il existe
ye F(x) et £ > 0 tels que pour chaque entourage U de x il existe un point ze U
tel que F(z) = Y\ K(y, €). La multifonction F est u-#-continue au point =, donc
il existe un ensemble S = U, Se 4 tel que F(x,) = Y\ K(y, €) pour chaque x, € S.
Il existe n = n(x) = N(F(x), g/3), d’ou xe N(n, ¢/3).

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

Soit M(F(x), €) = sup {m > 1, il existe des points y,, y,, ..., V., € F(x) tels que
d(y,y;) > € pour chaque i, j =1, ..., m, i # j}. Nous désignons par le symbole
G(n, €) ’ensemble de tous les points x € X tels que M (F(x), €)- = net pour chaque
£ €(0,4¢) et pour chaque entourage U de x, il existe un ensemble Se & tel que
S < U et F(z) £ K(F(x), ) pour chaque ze S (comparez avec [1]).

Lemme 2. Soit F I-%-continue, soit € > 0 et soit Be % tel que BN G(n,e)¢ 1.
Si pour chaque A€l il existe des points y,, ..., y,€ Y tels que d(y,, y,) > 2¢ pour
chaque i, j =1, ..., k, i # j et F(x) N K(y, €/4) # 0 pour chaque x€ B\ A et pour
chaque i =1, ..., k alors il existe un etnsemble B, # et un point y, , € Ytel que
B, < B,d(y,yi +\) > 2¢ pour chaque i = 1, ..., k et on a F(x) " K(y , 1, €/4) # 0
pour chaque x€ B,.

Démonstration. Nous supposons que B est ouvert et Ael. Soit
Y15 - €Y tels que d(y, y,) > 2¢ pour chaque i, j =1, ..., k, i #j et F(x)n
N K(y;, €/4) # 0 pour chaque i = 1, ..., k et pour chaque x€ B\ A. Parce que
BN G(n, )¢ 1, il existe un point x,e BN G (n,¢€)\ 4, d’ou il existe un ensemble
S < B, Se# tel que F(x,) £ K(F(x,,3¢) pour chaque x,€ S, donc il existe un
point y, , € F(x)) tel que d(y,,,, F(x,) = 3¢. Parce que x,€ B\ 4, donc il
existe des points z,, ..., z; tels que z;e F(x)) " K(y,€/4), i=1, ..., k, d’ou
d(yi .1 z) 2 36, donc d(y, .\, ¥;)) > 2¢e pour chaque i = 1, ..., k. Le point x,€ B
et la multifonction F est 1-#-continue au point x,, d’ou il existe un ensemble
B,e # tel que B, < B et pour chaque xe B, on a F(x)n K(y, ,,,£4) # 0. La
démonstration est achevée.

Dans [1, th. 4], 'auteur suppose que X soit I’espace extrémement discon-
tinu. Le théoréme suivant montre que cette condition peut étre supprimée (pour
Y = & voir [1, th. 4)])

Théoréme 2. Si une multifonction F est I-%B-continue, alors tous les points de
semi-discontinuité supérieure de la multifonction F constituent un ensemble de I-e
catégorie.

Démonstration. Nous montrerons que I’ensemble G(n, €) est de I-e ca-
tégorie. Soit G un ensemble ouvert. On a deux cas. Ou bien G~ G(n, €)e ] ou
bien G G(n,e)¢ 1. Soit GNG(n,e)¢l. Si xee G G(n,e¢), alors il existe un
ensemble Se# tel que S < G et F(x,) ¢ K(F(x,), 3¢) pour chaque x,€S. Soit
x, € Sety, € F(x,). La multifonction F est 1-#- continue au point x,, donc il existe
un ensemble B, e # tel que B, = G et F(x) n K(y,, €/4) # @ pour chaque x€ B,.
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Ou bien B,nG(n,e)el ou bien B,NnG(n,e)¢l. Si B nG(n,e)¢l, alors
GNnH NnG(ne)¢lou B, =HN\I)UI, He%, I, Iiel Dapres le lemme 2,
il existe un ensemble B,€ 4 et un point y,€ Y tel que B, €« H,n G, d(y,, y,) > 2¢
et F(x)n K(y,,€/4) #0 pour chaque xeB,. On a B,< B,ul,. Ou bien
B, " G(n,e)e I ou bien B, G(n,&)¢ 1. Soient y,, y,, ---, y,€ Yet B, = G, B, < G,
B, B,_,ul_,, I,_,el pour chaque i =2, ..., n tels que d(y,y) > 2¢ pour
chaque i, j= 1, ..., n, i #j et F(x) n K(y,, €/4) # 0 pour chaque x¢€ B, et pour
chaque i=1, ..., n. Ou bien B,nG(n,e)el ou bien B,NG(n,e)¢l. Si
B,nG(n,e)¢l, alors HnGnGn,e)¢l, ou B,=HN\IL)VI, HeG, I,
I e l. D’aprés le lemme 2, il existe un ensemble B, , €% et un point y, , ;€ Y
tel que B,,, < H,n G, d(y,, ,),) > 2¢ pour chaque i =1, ..., n et
F(x)nK(v,,,, €4) # 0 pour chaque xeB,,,. On a B, , < B,ul,. Soit

B,,+|=(H"+,\I"+|)UI:,+|,0fl H"+|€g, In+l* 1;1+161’ Parce que B'-C

n+1 n+1

c B,_,ul,_, pour chaque i=2..., n+ 1. doncona H,, \\J < () B,
i=1 i=1
n+1

d’ou M(F(x),€) = n + 1 pour chaque xe H, , ,\ U I, donc B,, ,nG(n,e)el et

i=1

d’apreés le lemme 1, G(n, €) est de I-e catégorie.

Nous montrerons que X\ C} < [ | ) G(n, ¢). Si x,e X\ C}, alors il existe

n=1¢ceQ

€ > 0 tel que pour chaque entourage U de x,, il existe un point xe U tel que
F(x) & K(F(x,), 5¢). Soit ye F(x)\ KF((x,),5¢). La multifonction F est 1-#-
-continue au point x, donc il existe Se 4, S < U et F(x,) n K(y, €/2) # 0 pour
chaque x,€ S, il existe n = M(F(x,), ¢/4), d’ou x,€ G(n, g/4).

Deux exemples suivants montrent que dans le théoréme 1 (le théoréme 2) la
u-Z-continuité (I-#-continuité) ne peut pas étre replacée par la 1-#-continuité
(u-2-continuité) (comparez avec [1, th. 2]).

Exemple 1. Soit F: <0,1) - <0,1), F(x) = {0,1) pour chaque x¢Q et
F(x) = {0} pour chaque xe 0, ou Q est des nombres rationnels dans <0, 1).

Exemple 2. Soit F: {0,1) - <0,1), F(x) =<0,1) pour chaque xeQ et
F(x) = {0} pour chaque x¢ Q.
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HEKOTOPBIE 3AMEYAHHSA O KBA3U-HENPEPBIBHBIX MHOI'O3HAYHBIX
OTOBPAXEHHAX

Milan Matejdes
Pe3swome

B 3T1oit paGote chopMynIHMpoOBaHBI HEKOTODBIE YC/IOBHS, KacaloLIMecs NMOJyHEMPEPbIBHOCTH
cBepxy (CHHM3Y), CHH3Y (CBepXy) B-nosnyHenpepbIBHBIX MHOTO3HAa4YHBIX OTO6GpaxeHUH.
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