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QUELQUES REMARQUES SUR LA QUASI-CONTINUITÉ 
DES MULTIFONCTIONS 

MILAN MATEJDES 

Dans l'article présent, nous démontrerons deux théorèmes sur un ensemble 
des points de semi-discontinuité inférieure (supérieure) d'une multifonction 
continue au sens certain (voir déf. 1) de la façon analogue élaborée par Ewert 
(voir [1] pour une multifonction semi-quasi-continue supérieurement (in-
férieurement)). Une démonstration analogue a été donnée par Fort dans [2] pour 
la semi-continuité. 

Soient X un espace topologique et ( Y, d) un espace métrique avec la distance 
d. Nous supposons que I soit un <j-idéal de tous les ensembles de 7-e catégorie 
dans X et 3iï0 soit la famille de tous les sous-ensembles de X de //-catégorie qui 
jouissent de la propriété de Baire. Soit ^ la famille de tous les sous-ensembles 
ouverts non vides de X et soit ^ cz $ cz â90 u <§. Soit F: X-+ Y une multifon­
ction telle que F(x) est comact non vide pour chaque x eX. 

Définition 1. Une multifonction F est dite u-3s-continue (l-@-continue) au point 
x,, lorsque pour chaque ensemble ouvert G cz Y tel que F(xx) cz G(F(xx) n G # 0) 
et pour chaque entourage U de xx il existe un ensemble Beéiï tel que B cz U et 
F(x) cz G(F(x) nG # 0) pour chaque xeB. 

R e m a r q u e 1. La ^-continuité est le terme généralisé de la quasi-
continuité (pour âï = <&). 

Nous désignons: K(y, e) = {ze Y; d(z, y) < e), d(y, A) = inf{d(y,a); aeA), 
K(A, s) = [ye F; d(y, A) < s), A cz Y. Cp(Cj) — l'ensemble des points de semi-
continuité supérieure (inférieure) de la multifonction F. 
Â — la fermeture de A. 
mt(A) — l'intérieur de A. 

Définition 2. Une multifonction F est dite semi-continue supérieurement (in-
férieurement) au point xx, lorsque pour chaque ensemble ouvert G a Y tel 
que F(xx) cz G (F(xx)nG ^ 0) il existe un entourage U de xx tel que F(x) cz G 
(F(x)n G 7̂  0) pour chaque xeU. 

Lemme 1. Pour qu un ensemble A appartienne à /, il faut et il suffit que pour 
chaque ensemble Ge^ il existe un ensemble Be@l tel que B cz G et BnAeL 
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D é m o n s t r a t i o n . Nous montrerons que si A$I, alors il existe un ensem­
ble Ge$ tel que pour chaque ensemble BeâS, B a G on a AnB^I. Si A$I, 
alors D(A) 5- 0, d'après [3, p. 51], où D(A) est l'ensemble des points où A n'est 
pas de /-e catégorie. D(A) est fermé et D(A)$I, donc \x\t(D(A)) ^ 0. Posons 
G = mi(D(A)). Soit 5 cz G, BeâS. Si £ G ^ , alors BnA£I. Si £ G ^ 0 , alors 
B = ( / / 0 \ / , ) u / : où / / 0 G 3 % /,, I2el et / / o n G # 0 . (Si //on<7 = 0, alors on 
a: B = BnG = ((H0\I])nG)Kj(GnI2)eI). Posons / / = / / 0 n G . Parce que 
HnA$L donc 
/ l n 5 = ( / 7 0 n , V \ / 1 n ^ ) u ( / : n ^ ) D ( / / n ^ \ / 1 n ^ ) u (/2n ,4)<£Z. 
La condition nécessaire est évidemment réalisée. 

Théorème 1. 5/ l/ne multifonction F est u-&-continue, alors tous les points de 
semi-discontinuité inférieure de la multifonction F constituent un ensemble de I-e 
catégorie. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit N(F(x), £) = min{tt= 1, il existe des points y,, 
n 

ys y„ tels que F(x) cz [J K(yt, s)}. Nous désignons par le symbole 7V(n, s) un 
/ = 1 

ensemble de tous les points xeX tel que N(F(x),é) = n et pour chaque 
e'e(03e) et pour chaque entourage U de x, il existe un ensemble S e âft tel que 
5 cz U et F(.Y) <£ K(F(Z), é) pour chaque z e S. Nous montrerons que l'ensemble 
N(n, e) est de /-e catégorie. Soit G un ensemble ouvert tel que G n N(n, e) # 0. 
Si xeGnN(n,£), alors il existe des points yb y2, ..., yn tels que 

F^v) cz \J K(y\, £). La multifonction F est u-J^-continue au point x, il existe un 
/ = 1 

n 

ensemble Bx e$ tel que 5, cz G et F(p) cz ( J K(yj9 e) pour chaque PG/?,, d'où 
/ = 1 

N(F(p).s)^n. Ou bien B]nN(n,s)eI ou bien BxnN(n,s)$I. Soit 
.5, n TV (/?, s) i I L'ensemble B} <£ I, d'où H = int (D(BX)) # 0. Il existe un point 
x'eBx nHnN(n,é). Le point x'eN(n,e), d'où il existe un ensemble 5G33 tel 
que Scz / / et F(x') £ K(F(/),2f) pour chaque te S. Soit teSnB^I. On a 
7V(F(t), £) = n et il existe un point y' e -FC*') tel que y' <£ K(F(t), 2s). Il existej tel 
que y' G K0> £) et #0> e) n F(t) = 0, d'où F(/) cz (J{#(y„ *), i ^ n, i ^ j}, donc 
on a N(F(t),e) _̂  « — 1. Il existe des points z,, z2, ..., zn_x tels que 

n - I 

F(t) cz [J K(zf, e). La multifonction F est u-^-continue au point t, d'où il existe 
/ = 1 

n- 1 

un ensemble BeâS tel que 5 cz G et F(x) cz ( J AXz,,£) pour chaque x e 5 , d'où 
/ = 1 

N(F(x), e) = n - 1 pour chaque x G 5, donc /? n 1V(n, £) = 0. D'après le lemme 1, 
N(n, e) est de /-e catégorie. 

00 

Nous montrerons que I \ Q c U U ^(w> *)> d'où ^ \ CI" e s t d e / - e c a tégo-
* = 1 eeQ 
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rie, où Q est l'ensemble des nombres rationnels > 0. Si x e X\ Cp9 alors il existe 
yeF(x) et e > 0 tels que pour chaque entourage U de x il existe un point zeU 
tel que F(z) c: Y\K(y9 e). La multifonction F est u-^-continue au point r, donc 
il existe un ensemble Sa U9 S e 38 tel que F(xx) c y\K(y, e) pour chaque x, 6 S. 
Il existe n = n(x) = N(F(x)9e/3)9 d'où xeN(n9e/3). 

Le théorème est ainsi complètement démontré. 
Soit M(F(x),e) = sup{m > 1, il existe des pointsy]9 yl9 ..., ymeF(x) tels que 

d(y/>yj) > e P o u r chaque /,j = 1, ..., m, / #j}. Nous désignons par le symbole 
G(n9 e) l'ensemble de tous les points xe X tels que M(F(x)9 e) = n et pour chaque 
^ G (0,4s) et pour chaque entourage U de x9 il existe un ensemble Se38 tel que 
S c= (/ et F(z) a: K(F(x), tf) pour chaque ze S (comparez avec [1]). 

Lemme 2. Soit F l-3S-continue9 soit e > 0 et 8o/t 5 G ^ tel que BnG(n9 e)$L 
Si pour chaque Ael il existe des points y]9 ..., ykeY tels que d(yi9 y,) > 2e pour 
chaque i9j^\9...9k9i^jet F(x) n K(yi9 e/4) # 0 pour chaque xeB\A et pour 
chaque / = 1, ..., k alors il existe un etnsemble B2e38 et un point yk + x e Y tel que 
B2 c= B9 d(yi9yk + ]) > 2epour chaque i = 1, ..., k et on a F(x)n K(yk + ]9e/4) # 0 
pour chaque xeB2. 

D é m o n s t r a t i o n . Nous supposons que B est ouvert et Ael. Soit 
y]9 ..., yke Y tels que d(y,,y7) > 2e pour chaque /, j = 1, ..., k9 i # j et F(x) n 
nK(yi9e/4) # 0 pour chaque i = 1, ..., k et pour chaque xeB\A. Parce que 
BnG(n9e)$I9 il existe un point x0eBnG(n9e)\A9 d'où il existe un ensemble 
S a B9 S G 3$ tel que F(xx) g K(F(x09 3e) pour chaque x]eS9 donc il existe un 
point yk + ]eF(xx) tel que d(y,v+1, F(x0)) ^ 3s. Parce que jc0e.fl\./4, donc il 
existe des points z]9 ...9 zk tels que zieF(x0)nK(yi9e/4)9 / = 1, ..., k9 d'où 
d(y* + b z/) = 3e, donc d(yA+ ,, y) > 2epour chaque / = 1, ..., k. Le point xxeB 
et la multifonction F est 1-Jf-continue au point xX9 d'où il existe un ensemble 
B2e3$ tel que B2 a B et pour chaque X G 5 2 on a F(x) n A:(yA,+ „ s/4) # 0. La 
démonstration est achevée. 

Dans [1, th. 4], l'auteur suppose que X soit l'espace extrêmement discon­
tinu. Le théorème suivant montre que cette condition peut être supprimée (pour 
# = # v o i r [ l , th. 4]) 

Théorème 2. Si une multifonction F est 1-36-continue, alors tous les points de 
semi-discontinuité supérieure de la multifonction F constituent un ensemble de I-e 
catégorie. 

D é m o n s t r a t i o n . Nous montrerons que l'ensemble G(n9é) est de 7-e ca­
tégorie. Soit G un ensemble ouvert. On a deux cas. Ou bien G n G(n9 e) e I ou 
bien GnG(n9e)$L Soit GnG(n9e)$L Si x0eGnG(n9e)9 alors il existe un 
ensemble Se33 tel que S c G et F(xx) <jz K(F(x0)93e) pour chaque xxeS. Soit 
xx G S et y, G F(xx). La multifonction F est \-3S- continue au point xl9 donc il existe 
un ensemble Bxe3S tel que Bx a G et F(x)nK(y]9e/4) ^ 0 pour chaque xeBx. 
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Ou bien _?, n G(n, s) e I ou bien Bx n G(n, s) <£ L Si _?, n G(n, s) $ /, alors 
GnHxnG(n,s)$Ioxx Bx = ( # , \ / , ) u / î , # , G ^ , /|, / J G / . D'après le lemme 2, 
il existe un ensemble _?2G ^ et un point y2 G 7 tel que B2a Hxn G, d(yx, y2) > 2s 
et F ( . v ) n % £ / 4 ) ^ ( î pour chaque xeB2. On a B2ŒBXUIX. OU bien 
B2nG(n, s) e / ou bien B2nG(n, s) $1. Soient y,, y2, - -y , G 7 et 2?, c_ G, /?, cz G, 
_?, c_ _?,_, u /,_ ,, /,_ , G / pour chaque / = 2, ..., n tels que d(yt,yj) > 2s pour 
chaque /, j = 1, ..., n, / ^ j et F(x) n K^(y„s/4) # 0 pour chaque xefi, et pour 
chaque / = 1 , ..., n. Ou bien BnnG(n,s)eI ou bien BnnG(n,s)^I. Si 
BnnG(n,s)$I, alors HnnG nG(n,s)$I, où B„ = (H„\I„)v I'„9 HneG, In, 
Lnel. D'après le lemme 2, il existe un ensemble £„ + xeâiï et un point y,,+ ,e Y 
tel que Bn + ] Œ HnnG, d(y„+ ,,y,) > 2s pour chaque i = 1, ..., n et 

F(x)nK(y,,+ i, e/4) ^ 0 pour chaque xe Bn+,. On a £,,+, o J5„U/„. Soit 
Bn+]=(Hn+]\In+])vI'n + ],où Hn + ]e%, In + ], rn+]el. Parce que _?, c 

n + \ n + 1 

c _?,_, u /,_, pour chaque / = 2.. . , n + 1, donc on a # „ + ,\ ( J /,- c: Q _?,, 
w+ 1 

d'où M(F(x), s) = n+\ pour chaque xeHn+]\{J If donc £„ + , n G(n, s) G / et 
i - i 

d'après le lemme 1, G(n,s) est de /-e catégorie. 
00 

Nous montrerons que X\C£ a [J [J G(n,s). Si x]eX\C£, alors il existe 
n= \ eçQ 

s > 0 tel que pour chaque entourage C/ de x,, il existe un point xe U tel que 
F(x) c£ K(F(x,), 5s). Soit yeF(x)\KF((x]),5s). La multifonction F est l-#-
-continue au point x, donc il existe 5 G &, Sa [/et F(x2) n K(y, s/2) # 0 pour 
chaque x2eS, il existe n = M(F(xx), s/4), d'où x,GG(n, s/4). 

Deux exemples suivants montrent que dans le théorème 1 (le théorème 2) la 
u-^-continuité (1-^-continuité) ne peut pas être replacée par la 1-^-continuité 
(u-^-continuité) (comparez avec [1, th. 2]). 

Exemple 1. Soit F: <0,1> -* <0,1>, F(x) = <0,1> pour chaque x$Q et 
F(x) = {0} pour chaque xeQ, où Q est des nombres rationnels dans <0,1>. 

Exemple 2. Soit F: <0,1> -> <0,1>, F(x) = <0,1> pour chaque xeQ et 
F(x) = {0} pour chaque x£Q. 
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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О КВАЗИ-НЕПРЕРЫВНЫХ МНОГОЗНАЧНЫХ 
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Резюме 

В этой работе сформулированы некоторые условия, касающиеся полунепрерывности 
сверху (снизу), снизу (сверху) В-полунепрерывных многозначных отображений. 
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