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PYTHAGORAISCHE TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG 
UND GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN (2. TEIL) 

EDMUND HLAWKA 

(Communicated by Karol Nemoga ) 

ABSTRACT. The first par t of this article appeared in [Acta Math . Inform. Univ . 
Ostraviensis 11 (2003), 29-72] . In this earlier paper the author continued his in
vestigations on Pythagoreian triples, uniform distribution and applications which 
he already started in [Bonner Math . Schriften 121, Univ . Bonn, Bonn, 1980] and 
in [Aequationes Math . 58 (1999)]. In the first par t of this paper the author fo
cuses on the construction of Pythagoreian triples by means of prime numbers in 
the Gaussian number field and various geometric applications . In the first three 
sections of part I applications to line geometry and to spherical t r igonometry are 
discussed. Sections 4-6 are devoted to rotations in the three dimensional space. 
The present second par t is not self-content, it makes use of the notation and 
results of the first part . It starts with Section 7, which is devoted to the ortho
gonal group in higher dimensions . Section 8 gives applications to non Euclidean 
geometry and in Section 9 Clifford's surface is discussed. In Section 10 Godel's 
cosmological model is considered. In Sections 11 and 12 applications to a prob
abilistic model and to infinite series are discussed. The paper ends with several 
remarks on solitons, Doppler 's phenomenon and aberration and on extensions of 
the theory to quaternions and imaginary quadratic number fields. 

§7 

Im ersten Teil der Arbeit haben wir Drehungen im dreidimensionalen Raum 
betrachtet. Wir wollen im folgenden einen Blick auf den höherdimensionalen 
Fall werfen. Jede orthogonale Matrix O läßt sich durch passende Transforma
tion TOT'1 (T orthogonal) auf Normalform Ox bringen: Ist n die betreffende 
Dimension des zugrundeliegenden euklidischen Raumes gerade (n = 2s), so 

2000 M a t h e m a t i c s S u b j e c t C l a s s i f i c a t i o n : 11K06. 
K e y w o r d s : Pythagoreian triples, uniform distribution, discrepancy. 
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EDMUND HLAWKA 

wird, wenn die Determinante DetO = 1 ist, 

0 1 = 

D . 

wo D- von der Gestalt 

cos 27n/- sin27n/-
- sin 27T -̂ cos 2 ^ ^ . _, 

ist. Ist aber n ungerade (n = 2s + 1), dann ist sie von der Gestalt 

(i) 

(2) 

0 , = 
£> 

(3) 

wo e = 1 ist. 
Ist DetO x = — 1 und n = 25 + 2, so gilt wieder (3) mit 

e = 
1 0 
0 - 1 

Für n = 25 + 1 ist aber wieder e = — 1. Wir nehmen nun 5 geeignete Primzahlen 

px,...,ps und die zugehörigen ^ j . . . , ^ und setzen in gewohnter Weise für 

3 = 1, . . . ,5 

A2 - B2 

X(ҡЛ = -± - £ = cos2тrt?. 
A2 + B2 з ' 

2A.R. 
ғ (^ ) = ijtij = sin27Г^-

(4) 

(4' 

Man erhält weitere Drehungen, wenn man Potenzen TT • nimmt, WTO / eine 
ganze Zahl ist für j = 1 , . . . , 5 ist. 

Wir können aber auch die Gestalt der Drehungen, welche wir für n = 2 in 
§4 entwickelt haben, heranziehen: 

az-\- ß 
w = 72: + S 

(4" 

wo a = A + iB = 5 und ß = C + '\D = 7 . 
Wir wollen dann die Transformation in homogener Form schreiben, indem 

wir 
z = b, , w = ™1 (5) 

ш, 
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setzen: Es ist dann 
w1 - az1 + ßz2 , 

W2 = 7^i + lz2 • 

Wir haben damals für die Größen A, B, C, D folgende Darstellung gegeben 
(vgl. §4(30) (34)): 

A = cos ^ , 

B = sin fCo = Vi ~ ^2C0 , 

C = sin ^î?0 = л/l - ^ Ч > 

Г; = - s i n ^ 0 = - У l - A 2 Ç ( 0 ' 

Es war (Co^o'^o) ^ z w - (—Co? _r7o> ~~£o) der Drehvektor und $ bzw. 7r - ß der 
Drehwinkel. Wir können dann, wenn n = 2s für die Drehung O die Darstellung 
geben 

ø i = 

Ф. 

wTobei 

und 

und 

ф , = ' a j 

ІЪ f] 
a, = A, + Ш,, Ъ = ~ßj' 
Ą = C j + І D 

j ' *J = aJ 

| a / + |Ą | 2 = Лj + Bj + CÎ + DJ = l 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

für j = 1 , . . . , 5 . 
Wir nehmen wieder geeignete Primzahlen, die wir in drei Gattungen einteilen: 

pl5...,p5, p[,...,p'3, p'\,.-.,p" s mit den zugehörigen T T ^ . . . , ^ , T T J , . . . , ^ , 

Wir konstruieren die A x , . . . , As mit Hilfe der n • 

.. = X(TT,) = cos -f , yJl-A] = Yfy) = sin '• 
1?, 

Dann konstruieren wir uns mit Hilfe der ix'-

= X{ҡ[), Vj = Y{ҡ>) 

(П) 

(12) 
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und mit Hilfe der nj 

U'3=X{-K';), V'3 = Y{K';). (i3) 

Dann berechnen wir den Drehvektor 

(Coj>%->$>,•)> ( 1 4 ) 

Soj = £ju'j> v 

V0j = VjV'3 , (15) 

^ = ujV'r (16) 

Dies ist gerade die Darstellung der Sphäre (10), (10'), (10") in §1, aber jetzt in 
der Reihenfolge (z1 y, x). 

Die u-, v- sind von der Gestalt 

• _ UI - VI _ 2UJVJ 
UJ~uj + v2' vJ-uj + vf (1° 

Das sind Größen, die wir früher mit a, b bzw. A, B, usw. bezeichnet haben. 
Die Uj , Vj entstehen aus den u-, v-, indem wTir U'-, VJ statt U•, V- schreiben. 

Wir erhalten die B, C, F) in der Form 

(BpCpD}) = y/T^i^floj,-^) • (18) 

Bei dieser Konstruktion sind die Vorzeichen e- noch willkürlich wählbar. Wir 
haben 2S Möglichkeiten. Will man sie wieder konstruieren, so nimmt man 
weitere s geeignete Primzahlen p[ , . . . ,p[3^ mit den zugehörigen TT[ , . . . , TT^3^ . 
Wir betrachten 5 Teilintervalle J- = (0, a ) des Einheitsintervalls (man kann 
z.B. wieder a- — \ nehmen). Ist v . die Indikatorfunktion von J• für j = 
1 , . . . , s, betrachtet man für ganzzahliges / = 1, 2 , . . . 

£j = 1-2x0(7}) (19) 

({a} = Bruchteil von a: a — [a]), wobei 

* S 3 ) 

e = ^äY • ( 2 ° ) 

Es ist ja die Folge (/O") gleichverteilt modulo 1 m Es. 
Man kann die Konstruktion noch verallgemeinern, indem man in den Gat

tungen der Primzahlen (es sind jetzt im ganzen vier) vier Gattungen von ganzen 
Zahlen (l{3\ . . . , /(3>) k = 1,2,3,4 zugrundelegt und die nf] zur Potenz / / } 

erhebt. 
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Werfen wir noch einen Blick auf die unitären Transformationen U, die auf 
Diagonalform gebracht, die Darstellung 

U = 

Л. 
Л. 

(21) 

haben, wobei die A vom Betrag Eins sind (A- ist die Konjugierte zu A^). 

Nehmen wir wieder 5 geeignete Primzahlen px,..., ps mit den zugehörigen 
, ns, dann schreiben wir für j = 1 , . . . , s 

A . = e ^ = ^ (22) 

bzw. allgemein 

л < f c ) 
lj,k 

(23) 

WTO / k wieder ganze Zahlen sind. 

Wir haben dann die Darstellung 

\f=X{*lť)+iY(Kl?'h). (24) 

Führt man nach O l g a T a u s s k y T o d d eine passende Transformation aus 
(vgl. [TAU02], die allerdings \/2 enthält), so kommen die X bzw. Y direkt ins Spiel. 

Wir führen dies nicht näher aus und bemerken noch, daß wir durch unsere 
Konstruktion auch Hermitsche Matrizen H in der Form 

erhalten können, und zwar in Diagonalform. Die auftretenden Koeffizienten sind 
von der Form ctg7rt/- bzw. ctgi:Lkd-. Es wird 

X(nl/>k) 
Ctg 714 -̂

Y{ҡfk) 
(26) 

und es ist nach dem Satz von Scherrer-Hadwiger der Nenner stets ungleich Null. 
Wollen wir in O alle Drehwinkel in Erscheinung bringen, so brauchen wir 

^n(n — 1) Drehungen Di(ßk-)1 wo i die Zeile bedeutet und (k , j ) alle Paare 
mit k > j sind. Dabei durchläuft j die Zahlen i = 0, l , . . . , n—2 und k = 
1 , . . . , n—1. Zur ganzen Darstellung verweisen wir auf die berühmte Arbeit von 
A. H u r w i t z [HUR01; S. 546 564], vergleiche auch [HUR02]. 
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Bei der zweiten Darstellung, wobei wir die Matrizen E(p, er, ß) benutzen, 
benötigt man 3 + 5 H h (2n - 1) = n2 - 1 Parameter p, a , ß. Auch hier sei 
wieder auf die Darstellung bei Hurwitz verwiesen. Bemerkenswert ist, daß man 
die Parameter auf den Quader Q: 0 < p < § , 0 < a < 27T, 0 < /3 < 27T ein
schränken kann. Man kann dann gleichverteilte Folgen in Q betrachten verteilt 
mit einer Dichte p, welche das Volumselement in Q ist. 

Hurwitz hat mit Hilfe dieses Maßes Invarianten zur orthogonalen Gruppe 
konstruiert. Nimmt man eine gleichverteilte Folge zu dieser Dichte, so kann man 
damit solche Invarianten approximieren. Betrachten wir p, er, ß im Komplexen, 
so kommt man zu den Invarianten der unitären Gruppe. Mit Hilfe des "unitären 
Tricks", den Hurwitz erfunden hat, kommt man zur linearen Gruppe, die ja auch 
in der Geometrie der Zahlen eine wichtige Rolle spielt. 

So kommt man - ein alter Traum des Verfassers zu einer Verbindung der 
beiden Gebiete. Für den Fall n = 2 liegen hier alle Hilfsmittel vor. 

Kehren wir zur Transformation (7) zurück. Betrachten wir nun zwei Drehun
gen mit verschiedenen Drehvektoren r1 = (Cp^fpCi) und r2 = ((2,r/2, c,2), die 
sich nicht im Vorzeichen e unterscheiden. Es sind rx und r2 Vektoren von der 
Länge 1 . Wenn a der Winkel von rx und r2 ist, so gilt bekanntlich 

cos O- = rxr2 = ixi2 + ^r/2 + ^ 2 . 

Betrachten wir die A,, B,, C,, D, definiert in (9), so gilt 

so finden wir 

B) + C)+D) = \-A)<\ und # 0 , 

B, B9 + C,C9 + Dл D7 
c o s <T = — —   

^Bl + CІ + DWBl + Cl + Dl 
Dies führt zu folgender Deutung: Betrachten wir die Vektoren r = ((, rl, £) als 
Punkte auf der Sphäre, dann können wir o als Entfernung d der beiden Punkte 
r1 und r2 ansehen 

d(r1,r2) = arecosr1r2 . 

Betrachten wir die Ebenen u£ + vrj + w£ = 0, so können wir als Abstand d von 
zwei Ebenen E1 = (u1,v1,w1) und E2 = (u2,v2,w2), den Winkel der beiden 
Ebenen 

d(E^E2) = arecos 2 . 1 2 * 2 = 
VHf + v{ + IÜJ vH2 + Ul + u'| 

ansehen. Ein Beispiel sind die (F?, C, D ) . 

Wir sprechen von einer sphärischen Geometrie. Identifizieren wir r = (£, r/, £) 
und —r = (—C, —r/, —<[;), d.h. erklären wir als Punkte die Paare (r, —r), so wird 
aus der Sphäre das Modell einer projektiven Ebene, d.h. wir betrachten die 
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Drehachsen und achten nicht auf den Drehsinn, so erhalten wir bei Beibehaltung 
der Definitionen vom Abstand der Punkte bzw. Ebenen die elliptische Geometrie. 

Wir haben vorher den Kosinus der Winkel a zwischen zwei Drehachsen 
durch die zugehörigen Drehvektoren (r1,v1) bzw. (r2,v2) durch die zugehörigen 
Größen A, B, C, D ausgedrückt. Wir wollen nun diesen Kosinus cos er durch 
die zugehörigen Fixpunkte zx, z2 (vgl. §4 (29)) ausdrücken. Es sei F(w) = 0 
ein quadratische Gleichung, welche z1, z2 als Wurzel besitzt, die bis auf einen 
Faktor eindeutig bestimmt ist. 

Wir setzen w = ^ - , dann wird aus F(w) eine homogene Form F(wl^w2) 
und wir können sie schreiben (wenn zx = s + it) 

F(wx,w2) — (s — it)w\ + ( l — |s |2 — \t\2)wxw2 + (s — it)wl 

(Man braucht nur 

(z - Zí)(z - z2) = (z - zx) (z + — j 

zu bilden, den Nenner zx wegschaffen und dann F homogen machen!). 
F. K l e i n nennt diese Form die diametrale Form zur Drehachse, die der 

Durchmesser der Einheitssphäre ist. Jedem Durchmesser kann eine solche Form 
zugeordnet werden. Diese fast vergessene Theorie gestattet viele Anwendungen. 

Man kann also den beiden Drehachsen (r1, —rx) und (r2, — r2) zwei Formen 
Fx, F2 zuordnen und unter Benützung von §4 (19), (19') die Formel für cosa 
so schreiben 

4(Sls2 + tj2) + (1 - (s\ + t\)) (1 - (s2
2 +1\)) 

cos a = — 7y 9 ^TT . ( * j 
( l + S 2 + 1 2 ) ( l + S 2 + £ 2 ) 

Haben wir drei Drehungen, also drei Drehachsen, so haben wir auch drei Formen 
Fx, F2, F3 und damit drei Durchmesser auf der Einheitssphäre. Nun haben mit 
§4 (19), (197) die auftretenden Quadratwurzeln zwei Vorzeichen, diese bestim
men also 26 sphärische Dreiecke. Man kann zu je zwei Formen, die man aus 
den drei Formen Fx, F2, F3 herausgreifen kann, die Funktionalformen d[w

u J \ 
bilden, die wieder diametrale Formen sind. Wir nennen sie ipx, <p2 , (D3 . Man kann 
durch die sechs Formen den sphärischen Dreiecken A Winkel der Seiten und 
Winkel zwischen den Seiten zuordnen und diese mit Hilfe von (*) ausdrücken 
(vgl. [KLE01; §36, S. 174-177]). 

Man kann zwei verschiedenen diametralen Formen Fx, F2 eine dritte solche 
Form F12 zuordnen. Sind (r1^—r1) bzw. (r2,—r2) Drehachsen von Fx, F2, 
dann bilden wir uns das vektorielle Produkt rx x r2 (vgl. §3). 

_ r,xr2 

' 1 2 - U x, „ I 
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gehört zur Form F12. 
Bilden wir also zu den Formen F1, F2, F3 die Formen F23, F31, F 1 2 . 

Die zugehörigen Drehachsen bilden dann die Potenzdreiecke der sphärischen 
Dreiecke A. 

Betrachtet man den pythagoräischen Fall §4 (30)-(34') , so kommt man 
zu den trigonometrischen Formeln, die den Zusammenhang zwischen den ver
schiedenen Darstellungen der Drehungen herstellen, wenn man auch §3 berück
sichtigt. Man nimmt drei Paare an ( I ^ , ^ ) ' (Pz->P±)-> (Ps^Pß)-

Wenden wir auf die Punkte der Sphäre 

e+v2+c2 = i 
die stereographische Abbildung an (wir haben sie schon in §4 benützt, verwenden 
jetzt aber andere Buchstaben) 

X = - - - - , Y= n 

i + r i + e 
Verwenden wir wieder die Bezeichnungen u, v, v!, v', so erhalten wir 

£ = uv', r\ — vv', ^ — eu'. 

Für e — 1 erhalten wir 

Uj-Vl V^ 2U1V1 V, 

u? + v?'u2' u? + v?'u2' 
für e = — 1 

Uj-Vl U, 2UXVX U, 
A U2 + V2~V2> U* + V?'V2' 

also zusammengefaßt 

(U?-V? 2UV \ 

wo 

^=K< i+4+<i-4 
ist. 

Wir hatten umgekehrt 

2X 2Y 1-{X2 + Y2) 
K l + X2 + Y2' V 1 + X2 + Y2' * £1 + (X2 + Y2)' [1) 

Wir erhalten 

da* = d f + dry2 + dC" = 
2 , ,2 , , 2 , J л 2 _ 4 ( ( d X ) 2 + (dF)2) 

(1 + X2 + Y2)2 
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als Bogendifferential für die sphärische bzw. elliptische Geometrie, von der wir 
vorher gesprochen haben. 

Dies führt uns nun zur hyperbolischen Geometrie, zur eigentlichen nichteuk
lidischen Geometrie, kurz NE Geometrie genannt. 

Bevor wir dies tun, wollen wir noch die Formel §7 (*) begründen. Wir 
benützen dazu §4 (19), (19') und (29 ;). 

Es wird 
1 K l 2 - i _ 2B 

Zl + Z- ~ Zl " Yx " zx " i(-C + i_D) 
und 

- _f_ -______. 
ZlZ2~~Tx- C-\D' 

Daraus folgt sofort 

z1+z1 _ 2C 
1 — zл zn ' 1 2 _ žг ~C-ІD 

uud 
2D 

1 + zy z2 = — i — 
i(C - iD) 

Nun sollte zx = s + it Sein, daraus folgt sofort für den Vektor 

v = (B,C,D), 

v — Ew, 

wo w der Vektor 
( l - ( 5 2 + t 2 ) , 2 5 , 2 t ) 

ist und E der Faktor -2-_i-2.. 
zi 

Es ist 

Nun ist 

und 

Wir erhalten 

«r = i_f M a . 

v\2 = B2 + C2 + D2 

2 = ( 1 _ s 2 _ í 2 - ) 2 + 4 s í = ^ + s 2 + ť 2 ^ 2 
\w 

V 

|г;| 
w 

= ЄT~\ \w\ ľ 
зo explizit 

(B,C,D) _ ( ! " -s 2 -

1 + 
- í 2 ,2s ,2í) 

VB- + C- + D2 
_ ( ! " - s 2 -

1 + s 2 + í 2 
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Daraus folgt unmittelbar (*). Wir hätten auch (f) benützen können. 
Es liegt nun nahe, auch im höherdimensionalen Fall - sagen wir für n = 2s, 

so die Darstellung §7 (7) - s solche diametrale binäre Formen F1,...,FS zu 
verwenden und das Produkt 

ғ = ғ x . . . ғ s 

zu bilden, welches eine zerlegbare Form vom Grade 2s in 2s Variablen w ist, 
und als diametrale Form von Ox zu betrachten. 

§8 

Wir legen statt der Sphäre das Hyperboloid 

H: Z2 -(X2 + Y2) = 1 (1) 

zugrunde. Sind px = (X1,Y1,Z1), p2 = (X2,Y2,Z2) zwei Punkte von H, so 
definieren wir den Abstand d(px,p2) durch 

Cosd = ZXZ2 - (XXX2 + YXY2) (2) 

und als Abstand von zwei Geraden ElJ E2, gegeben durch 

uxX + vxY + wxZ = 0, u2X + v2Y + w2Z = 0 , 

jiv TP \ u1u2 + v1v2 + w1w2 

cos d(E1, E2) = —A v———l— 2 
yju\ +V\+W\ y/u% + Vi + w\ ' 

also wie im elliptischen Fall. 
Um rationale Punkte von (1) zu erhalten, nehmen wir wieder zwei geeignete 

Primzahlen px, p2 mit den zugehörigen ixx = U1 + iVx, TT2 = U2 + iV2 und 
definieren 

Wir setzen jetzt (nach Weierstraß) für x, y, z große Buchstaben (IV-Koordinaten 
genannt) 

Z = L1L2 7 

X = M 1 L 2 , 

Y= M2. 

Wir haben dabei benützt, daß 
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ist. Wir erhalten weitere Punkte, wenn wir ganze Zahlen ra1, ra2 und TT™1 , 7r™2 

zugrundelegen.1 

Wenden wir wieder stereographische Projektionen 

X Y 
x = 7 - 7 - ^ У 1 + Z ' y 1 + Z 

und die Umkehrung an 

2x y _ _ _ _ _ _ _ _ _ _-_ l + x2+y2 

l-(x2+y2)' l - ( x 2 + H 2 ) ' l - ( x 2 + H 2 

wo x2 + y2 < 1 sein muß, so erhalten wir 

d s 2 = 4 **+& 

(1 - (ж2 + y 2 ) ) 2 

(1. Poincaresches Modell). 

Dabei haben wir Gelegenheit folgende Transformation zu besprechen 

_ (A + iB)Z + (C-iD) _ aZ + ß 
W{Z) ~ {C + W)Z + A-iB ~ ^ZTS ' M 

wobei Z = X + \Y und \Z\ < 1 ist, 

5 — ä , /? — 7 

ist und 
^ 2 + ß 2 _ ( c,2 + _ , 2 ) = |a |2 _ |7 |2 _ g. (g> 2 ) 

ist. Dabei ist e = 1 oder — 1 . 

Man kann den zweiten Fall auf den ersten zurückführen: Definiert man 

ao = -'llf> ßQ = -iä, 

so wird 

W(Z) = ^±f 
7 0 z + 5o 

und 

Kl 2 - I7 0 | 2 = l 7 | 2 - H 2 = l . 
1Die Kreisverwandtschaften (vgl. [PER01]) 

x , = y T £ ^ y/ = y Ц Z l Z'=
 z + v 

vZ + 1 vZ+1 vZ+1 

erhalten dann rationale Koeffizienten, wenn wir in gewohnter Weise v = Ä>Bi setzen. 
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Setzt man dann Z — Z1, führt also eine "Umklappung" durch, so wird 

W(Z') 
a0Z' + ß0 

%Z' + 50 

Wir erhalten die gleiche Transformation (8.1), wenn wir (a, 7) durch (—a, —7) 
ersetzen. 

Transformation (8.1) können wir auch anders schreiben: Wenn 

zo = - - > e"" = - ? , (8.1') 
a a 

dann wird |Z0 | < 1 und wir erhalten 

Z' = e 1 ^ Z ~ Z° . (8.1") 
Z0Z-1 ' 

Wir definieren nun drei Gaußsche Zahlen Ul+\V1, U2 + iV2, U3 + iT 3, am 
besten drei verschiedene Primzahlen TT • bzw7. Potenzen davon. Dabei definieren 
wir 

U2-V2 2UV 

<j) = ff^h , b{j) = J J ^ > (8-3) 

Es ist stets 

(a ( l ) ) 2 + (ò(l))2 = l , ( c ( j ) ) 2 - r ø ) 2 = l . 

Wir definieren die Vektoren 

(A,B) = (a(3),b(3)c(2)), (8.4) 

(C,D) = b(3)d(2)(a(l),b(l)). (8.4') 

Für das erste Modell bilden wir uns dann 

a = a(3) + i6(3)c(2), (8.5) 

7 = 6(3)d(2)(o(l) + i6(l)) (8.5') 

und es wird 

H 2 - |7 |2 = (a(3))2 + (6(3))2((c(3))2 - (d(3))2) = 1, 

also gilt (8.2). 
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Beim zweiten Modell w i rd 

a=A+D, 

c = C-B, 

b = C + B, 

d = A-D. 

(8.6) 

(8.6') 

Das gewünschte Resultat ist 

ad -bc = A2-D2 - (C2 - B2) =A2+B2- (C2 + D2) = \a\2 - | 7 | 2 = 1. 

Wir können also mit Hilfe der pythagoräischen Tripel unendlich viele rationale 
Punkte, insbesondere Folgen von solchen Punkten und Geraden, im Inneren des 
Einheitskreises bzw. in der oberen Halbebene konstruieren. 

Die geometrische Bedeutung folgt aus der Identität 

1 \7\2 

1 1 \iZ + 6\2 

Es wird das Innere, das Äußere und der Rand von \Z\ = 1 auf das Innere, das 
Äußere und den Rand von \W\ = 1 respektiv abgebildet. 

Wir führen mit Poincare eine NE-Geometrie ein: Als Gerade bezeichnen wir 
den Durchschnitt des Einheitskreises mit einem Kreis von der Gestalt 

wo a ф 0 ist und 

explizit 

wobei 

-a(l + \Z\2) +(b + \c)Z + {b- \c)Z = 0 

|ò + ic|2 > a2 

Z = m + re iҡů 

m = 
b + ic 

r = 
b2 + c2 

Die Spiegelung an der Geraden wird gegeben durch eine linear gebrochene Ab
bildung w = A(Z) mit der Matrix 

A = 
ví m\ 

m —1 
1 — m 

Wenn a = 0 ist, sind es die Geraden 

(b + ic)Z + (b-ic)Z = 0 

durch den Nullpunkt. Die Spiegelung hat jetzt die Form 

A = elů 0 
0 e •ìů 
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wo d der Winkel der Geraden mit der x-Achse ist. 

Die Winkel zwischen solchen "Geraden" sind die euklidischen Winkel. 

Als NE-Bewegungen bezeichnen wir die Transformation (8.1). 

Die Fixpunkte in (8.1) werden durch die Gleichung 

-Bi+^A2-l 
v 2~ 2(C + iD) 

bestimmt. 
Im Falle A2 < 1 haben wir eine Drehung am Drehpunkt 

_.__________[ _.___+__\_ !+__ 
Z ' - 1 2(C + W) - 1 c2 - 1 Ö 3 63c2 • 

Im Falle A2 > 1 ist es eine Schiebung. 
Wir führen nun im ersten Modell eine Metrik, den Abstand zweier Punkte 

im offenen Einheitskreis \z\ < 1 ein: Es seien Z0, Z0 zwei Punkte, dann ist die 
Distanz 

D(Z0,Z'0) = 
zo ~ zo 
Z'0Z0 + 1 

und die Entfernung der beiden Punkte 

E-^Z^Z^-2X°gl-D(Z0,Z'0) 

(vgl. [BEH01]), die bekanntlich der Logarithmus eines Doppelverhältnisses ist. 
D und E__ sind invariant gegenüber den "Bewegungen" (8.1). Analoges gilt für 
das zweite Modell. 

Bevor wir weitergehen betrachten wir noch den dreidimensionalen Fall 

z2 - (x\ + x\ + x\) - 1. 

Hier erhalten wir rationale Punkte ( z , x 1 , x 2 , x 3 ) , indem wir drei geeignete 
Primzahlen p_, p2, p 3 mit den zugehörigen n_, 7i_, 7r3 nehmen, wobei wir für 
j = 1,2,3 

*J = LJ+Щ 

nehmen. 
Wir erhalten analog 

z = LXL2L3, 
xi = ЩL2L3, 

x2 = M2L3 , 

x3= M3 
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Es gibt noch eine oft verwendete Parameterdarstellung der NE-Geometrie. 
Es sei 7r = U + iV eine Gaußsche Primzahl und es sei wieder 

Wir setzen z = L, dann erhalten wir 

x\ + x\ + x2
s = 1 - L2 = M2 . 

Dies ist bei festem M eine Sphäre mit Mittelpunkt (1,0,0,0) und Radius \M\ 
eine sogenannte Grenzsphäre. Wir benützen jetzt die Parameterdarstellung der 
Sphäre in §1 und erhalten als Parameterdarstellung 

A2-B2 2CD 
x, = M 

x0 = M 

A2 + B2C2+D2' 
2AB 2CD 

' 2 ~ ' " A2 + B2C2 + D2' 

»,C2-D2 

x* = £Mc2+-D-2 ' 
z = L. 

Im zweidimensionalen Fall haben wir den Grenzkreis 

A2 — B2 2AB 
X = M

A^+-B^' y = MÄTTB2> z = L-

Dabei seien die zugehörigen Primzahlen TT1 = A + i ß , n2 = C + iD und ir. 

Während wir für die sphärische Geometrie ein Modell im dreidimensionalen 
Raum haben, eben die Sphäre, so wurde für die NE Geometrie ein solches von 
Beltrami gegeben, nämlich die Pseudosphäre. Sie entsteht bekanntlich aus der 
Traktrix 

z = \g(l + ̂ - l - V l - r A =$(r) (3) 

für 0 < r < 1 durch Drehung um die z-Achse 

x = rcos(^, y = rsmtp , z = <&(r). 

Beachten wir, daß 

dr V r2 

so erhalten wir für die obige Fläche, wo r und ip die Parameter sind 

2 

(4) 

dá2 = dx2 + dy2 + dz2 = ( ^ ) + r2 d<p2 . (5) 
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Nehmen wir als neue Parameter 

£ = 7 , V = <P, (6) 

so erhalten wir 

d s ! _ ( d ^ + W 
T}1 

Setzen wir £ = £ + ir/, dann ist 

\d(\2 = (ao2 + (dv)
2, - J - ( C - C ) = ^ -

Es schreibt sich dann das Bogenelement 

dS* = ^ . ,8) 

Wir machen nun die Transformation: Abbildung des Einheitskreises in die obere 
Halbebene 

<='.-§£• (9> 
also wird 

, , . | 2 4 d z dz 
MCI2 = -----7-j.-

und 
1 I7 I 2 

(2. Poincaresches Modell), also 

|dC|2 4 |dz |2 

(C-í?)2 ( l - | z | ) 2 • (10) 

Aus den Automorphismen (8.1) des Einheitskreises werden die Automorphis
men der oberen Halbebene Im ( > 0 

< + b 
^ c( + d ' 

wo a, b, c, d re.elle Zahlen mit ad—bc=\ sind und folgender Zusammenhang 
besteht 

a + d b + c 
a = (- 1 , 

2 2 ' 
b + c . a — d 

ß = hi . 
H 2 2 
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Die "Geraden" sind die oberen Halbkreise 

l?-*ol 2 = r2> 

WTO x0 auf der x -Achse liegt und r der Radius ist und auch die Halbgeraden 

Re £ = x0 , Im £ > 0 . 

Kehren wir zum ersten Modell zurück: Wir hatten die Abbildung (8.1) in der 
Form (8.1'), (8.17/) geschrieben 

w f z \ iTr^ Z ~ Z0 
ГV \ĆJ J — c 20z-\ 

war 
iтгt? a 

- ã ' 
z0 = -1-

u a 
wird jetzt 

j*ů _ «( 3 ) + ib(3)c(2) 
a(3)- ib(3)c(2) ' 

Da die a(j) _ b(j), c(j) rationale Zahlen sind, so erhalten wir dadurch ein neues 
pythagoräisches Tripel, das noch weiter betrachtet werden kann. 

Weiters wird 
|6(3)d(2)| 

\Z0\ = - < - • 
| ( a (3)) 2 + ( 6 ( 3 K 2 ) ) 2 | ' 

Wir hatten noch die "Geraden" , also die zum Einheitskreis orthogonalen Kreise 
k mit Mittelpunkt m und Radius r eingeführt, wobei 

m und r = 

waren. Wir nehmen jetzt für m und r 

i fu4 _,_ v4 m=Åv4
+Җ 

1 fuл қ_ 
uл 

r 2\VA "4 w 4 > 

also wieder rationale Zahlen. 
Im zweiten Fall sind die "Geraden" Halbkreise mit Mittelpunkt X0 auf der 

x-Achse 
17 - X I2 - v-\ZJ — _ _ 0 | — r , 

WTO wir Mittelpunkt und Radius als rationale bzw. als nicht negative rationale 
Zahlen wählen und I m Z > 0 sein soll. Das Kleinsche Modell erhält man aus 
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dem ersten Poincareschen Modell durch die Darbouxschen Transformationen 
(§4 (27)) 

_ 2x 2y (r=1~^2 + y2) 

1 + x2 + y2 ' ' 1 + x2 + y2 ' V l + (x2+y2)^ 
w 0 (£> ^) ein Punkt im Kleinschen Modell £2 + T,2 < 1 und (x, y) ein Punkt im 
ersten Poincareschen Modell mit x2 + y2 < 1 ist. 

Umkehrung (£2 + rj2 + (2 = 1) nach §4 (26): 

i + r • i+( 
und 

C = ± \ / l - ( e 2 + r ? 2 ) . 
Es besteht also auf der Pseudosphäre die NE Geometrie, allerdings enthält 

das Modell Singularitäten, wie man sofort sieht. D. H u b e r t hat unter starken 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gezeigt, daß es keine singularitätenfreien 
Modelle in der NE Geometrie im dreidimensionalen Raum gibt. Es hat nun 
B i e b e r b a c h [BIE01] ein singularitätenfreies Modell der NE Geometrie im 
Hilbertraum gefunden. Ein weiteres Modell hat B l a n u s z a [BLA01] und 
[BLA02] gegeben. Dort ist auch weitere Literatur angegeben. Auch ist ver
merkt, daß es sogar ein singularitätenfreies Modell im dreidimensionalen Fall 
gibt, nämlich von Nash (1954) unter schwachen Annahmen. B l a n u s z a hat 
auch für die mehrdimensionale NE-Geometrie singularitätenfreie Modelle im 
Hilbertraum angegeben, später auch in hochdimensionalen endlichen Räumen. 

Wir wollen nun die Methode von B i e b e r b a c h auseinandersetzen und 
dabei der Rezension von C o h n V o s s e n z u [BIE01] (siehe [COH01]) folgen. 
Wir entwickeln die rechte Seite von (10) in eine Potenzreihe. Da 

1 oo 

— (11) 

dZ. (12) 

(13) 

(13') 

VlZ^dZ, (14) 

(14') 

1 ^ £i\z\21 

! = 1 (i-lzľf . £i\z\21 

! = 1 

so folgt, da \z\: 1 = ZZ, d\Z\2 =dZŽ 
oo 

ds^J^lZ1-1 dZŽ1'1, 

Wir setzen : nun für 1 = 
1=1 

1,2 ,3 , . . . 

X2l -i+iX2l = -=Zl 
5 

X2l -i-[X2i = viz' ) 

dX2l- i + i d X 2 í = ^ Z ' -xdZ = 

dX2l- . + iåX2l = VlŽ1--Už. 
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Es ist also 
( d X ^ ) 2 + (dX2l)

2 = (ZZ)1-1 d z d z , 

also ist 
oo 

ds2 = —_{(dx2l_1)
2 + (dx2l)

2). (15) 
1=1 

Wir führen Polarkoordinaten ein 

Z = rel7r*, (16) 

also ist 
Z, =__, ,_,+i__2 , = - ^ r ' e i ' r M

) (17) 

also 

X2l__ = 4=^COS7r/. , (18) 
v/ 

X2l = — rlsimrW. (19) 
1 

VT 
Es seien Vi > P2 geeignete Primzahlen mit den zugehörigen U, V, also 

7T_ = t7 ._+ iVi , 7T2 = U2-F2, 

dann sei 

und 

Z__V _ ________ 

da 

so wird 

ITTtf _ __1_ U # _ 

" ' e - ' - ' Uu-iVu 

/TJ2 _ T / 2 \ 2 

" ( _ T # ) < 1 - (20) 

_ J_ / t _ _ _ _ _ f E/?t - Vx
2 

_ 1 (U_-V2\21 2UUVU 
2l~Vi\Щ + vi) UU + ІV2> 

also 

__ (uj-vzy /__+__. 
Vi\ui + v2) \U_-iV_ 

(2ľ) 

_, _ 4 , g^gf . M ) ' . <_., 
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Wir können vom Kreis zur oberen Halbebene übergehen 

z; + i 
\Zl + ^=[åтi=^+щ 

und 
2Z, , 1 + lz,12 

Č. + irl( = i — Í Ť " ^ ' c. = 
J/l 

i - | z , | 2 ' ъ/ i-lzd 2 

Die Z^ sind Funktionen von r, cos7rW und sin7r/#. Die Folge ( Z l 5 Z 2 , . . . ) 
bzw. (X/,Y

F

/,.Zj) ist ein Punkt P in der NE Geometrie. Wollen wir eine Folge 
von Punkten in der NE Geometrie erhalten, so müssen wir eine unendliche Teil
folge aus der Folge der geeigneten Primzahlen, z.B. die Folge der geeigneten 
Primzahlen selbst, wählen. "Darüber" liegt die Folge von Punkten der NE Geo
metrie, welche eine Folge im Hilbertraum bilden. Das gleiche gilt für die Folge 
der((C,)) . 

Nun gibt es bekanntlich zu jedem Punkt P in der oberen Halbebene eine 
Transformation T von der Gestalt 

<+_& 
^ cC + d ^ ' 

wobei a, b, c, d ganze rationale Zahlen mit ad — bc — 1 sind (Man nennt eine 
solche Transformation eine Modultransformation. Wir haben sie schon am An
fang der ganzen Reihe von Arbeiten über pythagoräischen Zahlen behandelt), 
sodaß C' i m "Fundamentalbereich" der Modulgruppe liegt. Der Fundamental
bereich - die Modulfigur - ist 

- | < R e C ' < | , K ' I > 1 , ImC7 > 0 . 

Führt man eine solche Transformation (wir wollen sie Tt nennen) bei (t durch. 
so liegt die Folge (Tt([) i n der Modulfigur. Diese Modulgruppe wird bekanntlich 
durch folgende Transformation erzeugt 

C' = C + i , C' = C - i und C' = - ^ -

So kann man zu jeder geeigneten Primzahl die zugehörige Folge (T^) kon
struieren und gewinnt eine Folge von Punkten in der Modulfigur, die näher zu 
untersuchen hier nicht am Platz ist (vgl. auch die Arbeit [HLA05]). 

Die Methode von B 1 a n u s z a geht ebenfalls von der geometrischen Reihe 
aus und zwar für die Funktion j^rr (wir nehmen nun für die Bezeichnung kleine 
Buchstaben) 

+ 2 ^ ( l + 2 / 2 ) ' y 2 + • 
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Durch Differentiation erhält man 

ly 1 

(1 + 
also auch 

£п 

( i + y2)í+1 y3' 

ly2 i 

B 1 a n u s z a setzt nun 

(1 + H2)<+2 y2(l + y2)' 

%o = ig(2/ + \ A + y2) 
giv7/^ 

X 2 / - l + 1 X 2 І "~ 
yД(l + y2 

Es ist 

dxo = -7=== > 
V І + 2/2 

<Ц = d ^ 2 i - l + l d x 2 i = 

und es ist 

^i л/T" A^z 

yíl (i + г/2) 

iy2 cxj • _. C X J ^ 2 \ c*-1 

(dx0)
2 + E | d,(i

2 = d,2 (-^L- + g - - - - -^Ï-- ) +d*2 £a+*2)- ' 

-VҺ+-- + 1 + H2 y2(l + y2)) y2 y2 

1 \ dar dx 2 + áy 
+ 

und 

Es wird 

OO OO 

EІ Z ІІ 2 = E 7 7 T 
1 ' = - i g ( 1 ' 

i=i ^ i Ҷ l + î/2)' ь\ l + y 

^ o = l g I " e I bzw> lg 

c2(-i + l x 2 i ~ \2\\в\+ A )) 

Anhang. 
Wir wollen noch etwas über die Darstellung von konfokalen Schalen von El

lipsen bzw. Hyperbeln anfügen. 
Betrachten wir zunächst den Fall der Ebene. Wir setzen 

JL Li-t L;c\ ., 

y = v1s2. 
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Dann ist die Ellipse 

\uj +\vj = 1 

bzw. die Hyperbel 

\~\) ~ \~~) 
= 1. 

Dabei bedeutet 

cr-
C]-D) i 

_ з з d — 
C) + D) ' ӣi 2 (%-

\Dз 

+___ 
c i 

sr- Щ~І i 
- c) + D) ' Vi 2 

(^ 
\Dз 

Dз 
Cз 

Im Raum 

iL/ — Ub -i C o , 

y = u^s2c3 , 

z = ^i «5253 . 

Wir können auch wieder die uiv v2V c2V s 2 / , . . . mit / = 1,2, . . . benützen. 

§9. Cliffordsche Fläche 

Es sei $ gegeben (üblicherweise nimmt man an, daß $ zwischen 0 und ~-
liegt), dann betrachten wir im R4 die dreidimensionale Sphäre 

xl +x\ +x2
2+x\ = 1 (1) 

(wir haben sie früher oft mit 

A2 + B2 + C2 + D2 = 1 

bezeichnet) und in ihr die Cliffordsche Fläche 

x\+x2
2- {x\ + x3) = cos 7n? . (2) 

Daraus folgt 

Jb -i | Jb r\ L U ö ~\ , Jb r\ \ Jb n o l I l ~^ 

und daraus folgt die Parameterdarstellung 

TT!/ 7T1/ 

xx = cos --- cos ip , x2 = cos --- sin (p , (3) 

x0 = sin - y cos er, :r3 = sin - y sin o . (3') 
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Das Bogenelement ds der Cliffordschen Fläche lautet 

d s 2 = ^ d l ? 2 + c o s 2 ^ d ( / , 2 + s in2^.d(72_ ( 4 ) 

Wenn $ konstant gelassen wird, so haben wir einen Zylinder vor uns. Den Kurven 
(p + a = Konst bzw. p> — a = Konst ensprechen Großkreise der Fläche. Auf ihnen 
gilt die Euklidische Geometrie. Die Gaußsche Krümmung der Fläche (3), (3') 
ist Null. 

Bei H u b e r t C o h n - V o s s e n [HIL01] findet sich das Beispiel: 

(cos u cos v, cos u sin v, sin u cos v, sin u sin v). 

Rationale Punkte werden geliefert durch die Kombination von zwei pythagorä-
ischen Tripeln 

A2-B2 C2-D2 A2-B2 2CD 
A2 + B2 C2 + D2 A2 + B2 C2 + D2 

2AB C2-D2 2AB 2CD 
A2 + B2 C2 + D2 A2 + B2 C2 + D2 

wo a = A + iB und ß = C + W ist. 
Für 0" = •§ bzw. (2k -f l ) f erhalten wir einen Zylinder 

x\+ x\ = cos2 --y-, x3 = ± sin - y - , xQ = 0 . (5) 

Lassen wir diesen Fall beiseite und gehen wir zu inhomogenen Koordinaten über 

yi = — > y2 = —> % = ^ > ( 6 ) 
XQ XQ XQ 

so erhalten wir das Hyperboloid 

{y\ + yl)tg2?f-yl = l, (7) 

wenn i? nicht von der Gestalt d = (2k + 1 ) | ist. Symmetrischer ist die Gestalt 

{y\ + vi) sin2 M _ yj cos
2 Jf = sin

2 ?f , (8) 

welches auch Sonderfälle einschließt. 
Wir können der Cliffordsche Fläche auch den Torus 

x = (a + r cos a) cos ip , 

y = (a + r cos er) sin p , (9) 

z = rsinO-

mit a = ctg ^ , r = sin - ^ zuordnen oder in impliziter Gestalt 

v2 
(v/x2 + г / 2 - a ) + z 2 = r 2 . 
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Das Hyperboloid wird 

(yl + yl)=a\l + yl). (T) 
Für er = f (2k + 1) erhalten wir 

x = a cos <p , 

y = asirnp , (10) 

z = ± r . 

Der Zylinder (5) ist die Menge der uneigentlichen Punkte des Hyperboloids (7), 
also abgebildet auf die Kreise 

x2 + y2 = cos2 ^~- , z = ± sin -~- , 

welche auf dem Torus liegen. 

Das Hyperboloid (7) ist abgebildet auf dem Torus, wenn man jeden Punkt 

7n/cos7T(D in) sinn(p sin7rcr 
2/i = ctg — , y = c t g — , y3 = (11) 

2 C0S7TO- z 2 C0S7TO- COS 7TO-

dem Punkt (8) zuordnet. 

Wir nehmen jetzt wieder drei geeignete Primzahlen p l 5 p 2 , p 3 mit zugehörigen 

(12) 

(13) 

Wir wissen, daß die v • irrational sind. Die uneigentlichen Punkte o = | ( 2 k +1) 
bzw. i3 = TT(21 + 1) wurden also nicht durch (13) dargestellt. 

Zu den Punkten, die wir durch (12) erhalten, bei festem ix • kommen noch 
weitere Punkte hinzu 

e^=X(^)+iY(^) 

und 

7Г 1 ? 7Г2, 7Г3 

a 
= C0SЏ = X(Ҡl), r = s i n ^ = y(^)5 

cosҡip = X(ҡ2), smҡ(p = Y(тг2), 

COS7ГO" = X(ҡ3), SІП7Г(T = Y(к3) • 

Wir setzen noch 

X(ҡj) = cosҡXji Y(Ҡj) = SmҡXj-

ei<r'=X(irl

3»)+iY(nli), 

wobei l2, /3 ganze Zahlen sind. 
Wir erhalten so unendlich viele Punkte auf der Cliffordschen Fläche wie auf 

dem Hyperboloid und auf dem Torus. 
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Bevor wir weitergehen wollen wir noch eine Umformung beim Hyperboloid 
(7) vornehmen. Wir setzen 

Lp — a = T . 

Es wird dann nach (9), wenn wir noch s — tg<r setzen 

a cos a + T a ( \ 
y, — --— = - (cos T - s sm T) , 

1 r cosrj r v ' 
y2 — -(SCOST + SUIT) 

und 

H3 = 5 . 

Führen wir eine weitere Primzahl p4 bzw. TT4 ein, so wird 

COST = X(TI) , sinT = Y(n) 

und wir erhalten 

yi-J(xW-syw), 
y2 = *(sX(ir) + Y(n)). 

Wir haben also eine Drehung vor uns. 

Es gilt nun 

e ^ = e i C T e i r = ^ . 
7T 3 TT 

Wir können also statt der Primzahlen px, p 2 , P3 auch die Primzahlen pi, P3 

und p nehmen. 

Betrachten wir nun den Torus: 

Wir führen in bekannter Weise statt a die Variable 

* = / dV = - iL = a rc tg f , / i i ^ tg f > ) ^ 7 ^ + cosU y^ -7^ 6vV a + r 2 ; 
0 

ein. Es wird der Torus auf das Rechteck 

- 7 T < </? < 7T , 

r7T . ^ r7T 
< ^ < \Ja2 — r2 V«2 — r2 

abgebildet. Die Längen der beiden Seiten des Rechtecks werden 2n bzw. 2TT- = 

2тr ctg ' * 
2 * 

Wir setzen nun 

r = i c t g ^ = i 
2 ^ 3 / ^ 3 / 

^3/ ~ вы 
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und führen den ganzen Apparat der elliptischen Funktionen bzw. der Theta-
funktionen ein. (Wir verweisen auf das sehr gut lesbare Buch [CHA01].) 

Wir setzen weiters 

und 

wobei 

q = elҡт =e-
ҡcts% 

2 

k 78 .(0, r)V ,,_/e 2(0,r) 
\e3(o,T)J ' le3(o,T) 

1 ( 0 , r ) - 2 ^ Î И ) ) 

П = l 

oo 

2(o,r) = i + ү ^ ( _ i Г g n 2 

n = l 
oo 

3(0,r) = l + 2V2 ? " 2 . 
n = l 

Es ist k2 + k'2 = 1. 
Wir setzen nun 

UJ, = ne2
3(0,ÍT), 

Führen wir die vier Thetafunktionen ein (die Summen gehen von — oo bis oo, 
der Index ist n) 

e(w,T) = - i V 2 ( - l ) " ( ? ( " + 5 ) 2 e ( 2 " + 1 ^ i " , 

®l(v,T)=YJ1
(n+h)2*(2n+1)*'lV, 

e2(v,T) = J2(-i)nvn2e2nwiv> 

@3(V,T) = V"Jg"2
e
2mri,\ 

Die elliptischen Funktionen stellen sich dar wie folgt 

Q ( ^ ) e3(o,r) 
SПH = 

Setzt man 
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so erhält man das elliptische Gebilde 

y2 = (l-x2)(l-k2x2) 

da 

Dabei ist 

wrobei 

sn2 u + cn2 U = 1 , 

dn2 u + k2 sn2 u = 1. 

v /-J= 2(0^) / Z = ҙ(0Ir) 
3(0,r)' V^ .(0,r) 

V ^ = 
i ( 0 , r ) 

9 3 ( 0 , r ) 

i?3 / zu ersetzen (Anwendungen siehe Bemerkung 2, [SEE01] und [SEE02]). 
ist. Betrachtet man die l-te Potenz von rx, r 2 , so sind die A3, Bs durch yl3 /, 

B e m e r k u n g . 

Es ist oft zweckmäßig, die Transformationsformel 

f 3(0,r) = 3 ( 0 , - f ) 

zu ersetzen. Diese Formel ist ein Spezialfall der berühmten Transformations
formel 

yfe>,r) = e-^e3(^,-l). 
Es wird 

1 fA3l IV l = - i 
T 2 VĄ, л, 

i.gf, 

also das zugehörige g = e n t g 2 . 

Wir führen noch die Kleinschen Modulfunktionen 

= 1 (<J>8(0,r) + <J>8(0,r) + $ 8 ( 0 , r ) ) 3 

54 ( $ l ( 0 , r ) $ 2 ( 0 , r ) $ 3 ( 0 , r ) ) 8 

ein und 
A(r) = A;2(r). 

Es gilt für alle ganzen Zahlen a, b, c, d mit ad — bc = 1 

• ' ( # # ) • = • ' « 
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in der oberen Halbebene Im r > 0 mit 

J(p) — 0 , J(L) = 1, J(i oo) = oc . 

wo p = e - ^ 1 im Fundamentalbereich der Modulgruppe ist. 

J(T) hat die Reihenentwicklung 

k(,+IИ 2633q 

wo alle cn nichtnegative ganze rationale Zahlen sind. 

Das Bild von J(r) im Bereich I m r > 0, — \ < R(r) < 0 ist die obere 
Halbebene und für I m r > 0, 0 < R(r) < \ ist es die untere Halbebene. Diese 
Abbildungen sind bijektiv, also existiert die inverse Funktion von J(r). 

\(T) ist ebenfalls eine Modulfunktion 

A(^-ff)=AW m i t ad-bc=l, 

wobei b, c gerade ganze Zahlen und a, d ungerade ganze Zahlen sind. 

§10 

Wir haben bisher mit Hilfe der pythagoräischen Tripel rationale Punkte auf 
dem Kreis, der Sphäre, der Hyperbel und anderen Mannigfaltigkeiten behandelt. 
Wir wollen noch einige andere Beispiele anführen, angeregt durch die in der 
Kosmologie verwendeten Modelle. 

Wir betrachten zunächst die n-dimensionale Sphäre für alle Dimensionen. 
Sei n die Dimension dieser Sphäre. Wir nehmen n geeignete Primzahlen, die 
zugehörigen Gaußschen Primzahlen seien 71^, . . . , nn . Ist 7r • = U- + i Tr-, so sei 

dann sei 

ur- щ-
~щ + 

yf 
V2 ' 

3 

v ~ 2 U ^ ur- щ-
~щ + 

yf 
V2 ' 

3 
^ U] + Vf 

x i = W 1 U 2 ' ••vn_гvn, 

X2 = vxv2-' • • V u n . 

x 3 = «.••• Vn-2Un-l' 

Xn = vxu2 5 

X n + 1 = ux. 

(1) 

(2) 
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W i r können v o n Sn zu Sn+1 übergehen, wenn w i r setzen 

Xl = ^l^n+l ' 

x2 = x1un+1 , 

X4 — X , (3) 

X n + 2 — Ul ' 

Nehmen wir ganze Zahlen lx,..., ln und legen 

A1, •••,<- (4) 
zugrunde, so erhalten wir neue Lösungen 

X l(^l ' • • • ' vJ> * * * ' X n + l ( ' l ' ' ' * ' Vi) * W 

Am einfachsten ist der Fall lr = • • • = ln = l. Wir schreiben dann kurz 

Xl(l),...,xn(l). (6) 

Wir können nun weitere Mannigfaltigkeiten ins Auge fassen. 
Nehmen wir eine weitere Sphäre 

Sm: 2/? +"" •" + 2/^+i = 1 • (7) 

Konstruieren wir mit Hilfe weiterer Primzahlen qx,..., qm und ganzen Zahlen 
61> • ' ' ' lm 

y i ( ' ; , - - - , U , - - - , y m + i ( l ' i , - - - , 0 (8) 
und einer weiteren Primzahl p 

p = C + \D 

TT - l ( C + _\\ „ _l(C_D\ (9) 
" * ~ 2 \D + C) ' 2~ 2\D C) • 

Wir haben dann 
H\-H2

2 = \. (10) 

Wir setzen dann 
Zj =xjHi ' 3 = l , . . . , n + l , 

wk =VkH2' k = l , . . . , m + l , 

so erhalten wir die Mannigfaltigkeit 

Z\ + --- + Z2
n+1-(W^ + --- + Wl+1) = \, (12) 
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da ja 

{x\ + --. + xl+l)Hl-{yl + ... + yll+l)Ht = Hl-Hl = l. 

Für n = m = 1 erhalten wir (Gödelsches Modell) 

G: Z\ + Z\ - {Z\ + Z\) = 1. (13) 

Für n = 2, m = 1 (Anti-de Sitter-Modell, vgl. (18)) 

Zl + Zl + Zl-{Zl + Zl) = l. (14) 

Wir haben statt Wx = Z4, W2 = Z5 geschrieben. 
Nehmen wir die null-dimensionale Sphäre 

5 0 : z2 = l (15) 

und in der obigen Konstruktion m = 1, so erhalten wir 

Z, = x,H , 3 3 l (16) 

1. (17) 

Für n = 4 erhalten wir den de Sitter-Raum, also explizit mit 

^ = ^HiJ + ü ) < <18) 

(18') 

und 

(19) 

Wir benötigen also 5 Primzahlen, um die Hyperbelwelt von de Sitter darzu
stellen. 

Ist x\ > x\ und setzt man x4 = zHx und x5 = zH2, so erhält man die 
Sphäre x\ + x\ + x\ + z2 = 1 (H. Weyl). 
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z0 = w0 = н2, 
dann haben wir 

z\ + --- + zl+x-zl 

'0 
1 
2 \D c) 

xo z 
= W l % V3V4> 

X l z = *W v3u4, 

x2 -= <W W 3 > 

xз z = vxu2 5 

x4~- = U1-



PYTHAGORAISCHE TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG UND GEOM. ANWENDUNGEN 

Wir können noch andere Mannigfaltigkeiten beschreiben (Methode von 
Hawking). Wir nehmen die Halbsphäre 

x\ + x\ + x\ + x\ + x\ = 1 mit xb < 0 

und die de Sitter-Welt 

x\ + x\ + x\ + x\ — x\ = 1 mit xъ > 0 . 

(20) 

(20') 

Der Durchschnitt ist gerade 5 3 und x 5 = 0. Wir nehmen dann einfach in der 
obigen Konstruktion die fünfte Koordinate im Fall der Sphäre negativ bzw. bei 
de Sitter positiv. 

Anhang. 

Betrachten wir den Fall n = 3 , m = 1, d.h. es ist 

z\ + zl + z\ + z\ = \, z\ + z\ = \. 
Wir setzen für j = 1,2, 3,4 

? _ 7 ( C\ , \D\\ 
ZJ-ZJ\D\ + \C\) 

(*) 

und für j = 5, 6 

) • j J V J 

so erhalten wir 

(z1)2 + --- + (Z4)2-((z5)2 + (Z6)
2) = l. 

Wir setzen nun 

Zx + i Z2 = a , Z3 + i Z4 = ß , Z5 + i Z6 = r . 

so wird 

M2 + |/?|2 = l , |r|2 = l . 

Damit haben wir einen Zusammenhang zu §4 zur Matrix 

a_ ß 
_-ß ä_ 

mit \a\2 + \ß\2 = 1. Wir können die dort angegebenen Parameterdarstellungen 
übernehmen. 

Es sei nun r' = tx + \t2 eine Gaußsche ganze Zahl, dann sei 

r = ^ = e 2 i ^ , 
T 
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also 

t2 -t2 

Z, = -i 1 = COS 7TŮ , 5 t2 + t\ 

Z 6 = ^ 7 2 = S Í n 7 r ? ? -

Wir können nun statt r auch 
тl = e ш ů 

nehmen, wo / eine ganze Zahl ist. Es ist 

Zu = cos irli) , Z6l = sin TTW . 

Wir nennen l die fiktive Zeit 0, ± 1 , . . . . 
Wir bezeichnen (**) als die komplexe de Sitter Welt. Diese Welt zu betra

chten wurde ich durch einen Diskussionsbeitrag des Philosophen C. F. v. Weizsäc
ker zu einem Vortrag von Dirac angeregt. Obwohl von Weizsäcker dies in anderer 
Weise anwendet, wurde ich durch seine Bemerkung dazu geführt, eine Dichte 
P(T) einzuführen und mit a , /?, r zu multiplizieren. So erhalten wir als Man
nigfaltigkeit 

a = pa , ß = pß , f = pT , 

wobei 
T 

P(T) d r 
o 

und 0 < T < 1. Wir erhalten also 

I ~ 12 , i /? 12 i | 2 - 2 

m +\ß\ - m =P > 
wobei die /9 von der komplexen Zeit r oder nach von Weizsäcker von der atom
aren Zeit r , genauer von d mod 1, abhängt. Nehmen wir nun eine gleich
verteilte Folge (dk) im Intervall (0,1) mit der Dichte p. Die Folge (W) ist 
nach dem Satz von Scherrer und Hadwiger eine gleichverteilte Folge modulo 1. 
Wir konstruieren nun eine gleichverteilte Folge dk von der Dichte p 

„Q 

N 

I-

fc=iL i 

in (0,1). Es sei nun T < 1 die kosmische Zeit, dann betrachten wir 

N T 

jf E X<o,r> (**) = / PW dT + F e h l e r . 
fc=i 
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wo nach §0 (10') 

| F e h l e r | < ^ . 
1 ' " lg-V 

Diese Multiplikation mit der Dichte p kann man auch bei den anderen Mannig
faltigkeiten, die wir hier betrachtet haben, einführen, z.B. bei der Sphäre in §1. 
Diese Ähnlichkeitstransformation hat noch weitere Anwendungen. 

Eine Bemerkung zum kosmologischen Modell von Gödel. 
Kurt Gödel hat am 7. Mai 1949 ein Modell des Kosmos vorgeschlagen, welches 

großes Interesse gefunden hat (zur Literatur vgl. man [GÖD01], [GOD02], 
[GÖD03], [HAW01], [HLG01] und [KUN01]). 

Wenn wir das Bogenelement d«s des Gödelschen Kosmos in der Fassung von 
Kundt zugrundelegen: 

2 

fãЛ .«,(!£ + <* d s 2 = | d í _ ^ d £ | _ 6 2 (___!____ _ d г /2 
2 

so setzen wir wie schon vorher (vgl. §8) 

Wir bilden wieder auf dem Einheitskreis ab: 

c = i ^ 4 
z — 1 

und erhalten 

zidz ( d z dz \ \z\2 

c = " ( z - i ) 2 ' ^ = ~l\(z-i)2 ~ (z-iy)' v = (z-i)2' 
Wir entwickeln nach Potenzen von z, z und ersetzen wie bei der Bieberbach-
schen Methode (vgl. §8) zl, zl durch x2l__ und x2l bzw. dz, dz durch die 
zugehörigen dx2l__ und x2l. Wir behalten v, t bei. So erhalten wir ein Modell 
dos Gödelschen Kosmos über dem Hilbertraum der Variablen x_,x2,... . Man 
drückt dann -— in diesen neuen Variablen aus und entwickelt in eine Potenzreihe. 
Dies soll hier nicht näher ausgeführt werden. 

Anmerkung zum Gödelschen Modell . 
Gödel hat in seiner Arbeit Quaternionen eingeführt, die er als hyperbolische 

Quaternionen bezeichnet. Wir wollen sie kurz Gödelsche Quaternionen nennen. 

QQ — (_ — XQ ~\~ X^J ~\~ X2K ~r X^l — [XQ) X-^j X2) XQ) , 
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wobei 

;•- = - ! , fc2=P = l, 
jk = —kj = l, kl = —Ik = —j , /j = — jl = fc , 

y X r\ X-i J X r\ IXi X o J 

und die Norm von q 

N(q) = qq = xl+x\- (x\+x\) 

ist. Quaternionen mit der Norm 1 sind 

I = (cosx 0 , s inx 0 ,0 ,0) , 

II = (chxjjO, 0, s h x x ) , 

III = ( l , x 2 , x 2 , 0 ) . 

Faßt man sie als Abbildungen von G auf, so geht G bei Abbildung III, II, I in 

sich selbst über. 
Diese Gödelschen Quaternionen können wir auch für unsere Pythagoräischen 

Tripel verwenden. 
Ist a eine Gaußsche ganze Zahl A + i ß , so können wir 

a _ A2 -B2 . 2AB 
~ ~ A2 + B2 + l ~~~~~~ 

die Quaternion I 
fA2-B2 2 AB 

,0,0 A2+B2' A2 + B2 

zuordnen und 

2icrä . a2 + ä2 

l(A + K) 1(A+B\ 

v 2 U + A j ' 2 U + A) 
die Quaternion II 

2 - 2 ' 2 - 2 
Û Г — CY CT — CTZ 

ł(Ш+f).°.°.Ш-f))) 2 

Dabei ist der Ausnahmefall im Satz von Scherrer und Hadwiger natürlich aus
geschlossen. 

Gödel betrachtet dann eine 2. Abbildung. Wir schreiben sie gleich explizit 
auf 

* h 
u0 = cos —— sn ru0 , 

H-, = sm —— ch.ru, , 
1 y~ l 

u2 = sin l(p- —=j s h ™ 2 , 

^3 = cos lif- - - ) chru3. 
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Gödel nimmt dann r = c lg( l + y/2 ) und R = che = 1. Wir wollen G in der 
Form 

|it0 + i f i j 2 — \u2 + iu3\
2 = \V,Q — u2 + u2 — u2\ = 1 

schreiben. Wir nehmen drei geeignete Primzahlen p. (j = 1,2,3) mit den 
zugehörigen Gaußschen Primzahlen ü, = A, + iL? (j = 1,2,3). Dann be
trachten wir die "timelike" Punkte 

1 / ^ I Y M S ^: 

1 7To f TI, \ f Ao BQ 
Шз-2> 2UJ Uз + ^ з 

für / = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . 

§11 

Wir machen nun eine Anwendung von §10 (5) auf die Wahrscheinlichkeit
srechnung. Wir setzen 

Pl=x2
1(l),P2=x2

2(l), . . . , Ps=x2
s(l) (1) 

mit s = n + 1. Es ist 
P1+P2 + ... + Ps = l (2) 

und alle P, sind positiv und kleiner als Eins. 
Wir betrachten auf E: 0 < (, < 1 die Intervalle 

0<C<P1, P 1 < C < ^ i + ^ 2 5 • • - , Pn<(<1' (3) 

Wir nennen sie kurz 
J_, J2,..., Js. 

Die Längen sind P _ , . . . , Ps und alle rational. Das einfachste Beispiel ist s = 2 

_ (u?-uj\2
 = (2uxu2 y 

1 \uf + ui) ' ^ \u? + ul) • W 

Wir können (U2 + U2) als Anzahl der möglichen Fälle und (U2 — U2) als 
Anzahl der günstigen Fälle und (2U1U2)

2 als Anzahl der ungünstigen Fälle 
auffassen oder umgekehrt. 

Für jedes Intervall J, gilt dann für die relative Häufigkeit HN(j) nach §1 (10) 

\im HN(j)=Pr (5) 
TN—>oo J 
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Die Wahrscheinlichkeit P. ist gleichzeitig auch die relative Häufigkeit. Der 
zugehörige Erwartungswert ist, wenn a 1 ? . . . , as reelle Zahlen sind, 

aipi+--- + a,p.- (*) 

Wir können die multinomiale Verteilungsfunktion 

£ ÄFI?* ••-*• <0 ) 

betrachten und die Entropie 
s 

£-v<>g-v (7) 
k=i 

Wir wollen noch über die bedingte Wahrscheinlichkeit in unserem Modell spre
chen. 

Wir betrachten eine Teilfolge J[,..., J[ unserer Folge J1,..., Js. Die Vereini
gungsmenge bezeichnen wir mit J'. Da die Intervalle disjunkt sind, ist 

p(J')=p(J[) + ...+p(Jl). (8) 

Sie ist nach Konstruktion auch eine Häufigkeit. Wir betrachten nun die Teilfolge 
J / 7

l 5 . . . , J"m aus der Teilfolge J[,..., J[. Die Vereinigungsmenge bezeichnen 
wir mit J". Sie ist Teilmenge von J' und es ist 

p(J")=p(J'1') + -.-+p(J'l') (9) 

und auch wieder Häufigkeit. J" ist natürlich eine Teilmenge von J'. Es ist also 

jf = ^E i(J"'^)=! j(J")' (10) 
k=l 

% = jfY,*J'>*k) =p(J')- (io') 
k=i 

Es ist A" < A' und sie sind die Anzahl der Folge (xk) in A" bzw. in A'. Es ist 
weiter ^ = *mm (11) 

A' p(J') { } 

Betrachten wir jetzt solche xk, die in J' liegen. Wir numerieren sie durch: 
xx,..., x / 5 wo l — A! ist. Dann ist 

A" die Anzahl der x-, welche in J" liegen. 

Es ist 

^ = yE 4 ( J " .*«) ' ^12) 
k=\ 
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also die Häufigkeit der xl, welche in J' liegen. Wir können nun vom Standpunkt 
der Folge (xk), von J' aus gesehen, mit S die Anzahl der möglichen Fälle und 
mit A" die Anzahl der günstigen Fälle, welche in J" liegen, bezeichnen. 

Ist A! = E, so ist p(J') = 1 und p(J") ist die Anzahl der günstigen Fälle, 
womit wir auf die Laplacesche Definition zurückkommen, dann ist alles möglich. 

Jedes p- hat als Nenner u2+v2. Der gemeinsame Nenner Z ist das Produkt 
(u\ + v2) - - - (u2 + v2). Dies können wir als die Anzahl der möglichen Fälle 
zur Verteilung p1,...,ps ansehen. Die zugehörigen Zähler Z- sind dann die 
günstigen Fälle zur Wahrscheinlichkeit p-. Wir haben damit der Laplaceschen 
Definition eine Deutung gegeben. 

Wir können nun den Erwartungswert (*) so deuten: 
Es liege eine Versuchsreihe zur Bestimmung einer Funktion a = al,a2,..., a5 

vor. Es trete Z^-mal ax auf, Z2-mal a2, usf., dann ist die Anzahl der Versuche 
Zx + '-- + ZS. Da 

P = ^ 
Vj z 

ist der sogenannte mittlere Wert von a, üblicherweise bezeichnet mit a, aufgrund 
der Versuchsreihe gerade der Erwartungswert 

E(a) = a-^ + -.. + a-^. 

Die Streuung a(a) ist dann 

a(a) = ^(a-E(a))2. 

B e m e r k u n g . 
Nehmen wir eine Folge unendlich vieler Primzahlen ix •, so erhalten wir eine 

Folge P1,...,PS,... mit 
P 1 + P 2 + . . = l . 

Es seien nun s = n + 1 positive Zahlen Px,..., Ps mit 

P. + • • • + Ps = 1 (13) 

gegeben, dann setzen wir für j = 1 , . . . , s 

Xj = ±jpr 

Wir setzen für jedes j = 1, 

x2
1 + --- + x2

j_1=P1+--- + Pj_1 = l-(Pj+Pj+1 + ---) 
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(fúr j = 1 sei s0 = 0). Wir bilden uns fiir j = 1 , . . . , s 

und 

Es ist 

At = 

B, 

V1-- s i 

-A2-A 

- s i 

-A2- •fi 
•Зj+i 

ß . . . BJ- • / • - "V 

(14) 

(14') 

Es sind alle A-, B- positiv und kleiner als Eins. 
Es sei N eine natürliche Zahl, dann gibt es eine natürliche Zahl v mit 1 < 

v < Ns und eine ganze Zahl u-, sodaß für v, = v mit j = 1 , . . . , s 

fl-Л-
l + A, 

ui < 

Es ist dann 

M 2 — г>2 

J и 2 + f2 

ß 
2Ujv 

i uj + f2 

< 

< 

Nv' 

2 

JVӮ' 

2 

JVv" 

Diesen Satz haben wir schon wiederholt verwendet.2 Wir setzen 

aJ--

гx2 — г>2 2u-v 
- b — aJ-- u2 + г>2 ' J u2 + г;2 

Es ist 
^ = 1 

für alle j . Wir setzen 

**T ~ ^l ' 

x 2 = b^ a2 , 

x 3 = L Г À ^ З ' 

< = Ò l " - A - l a n > 

< + l = Ьl • • • Kan+l • 

(15) 

(15') 

(16) 

(17) 

2 siehe [HLA02] und Seite 52 (of this paper) . 
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Wir setzen P'. = (x'j)2. 

Es werden die so konstruierten P j , . . . ,P' s im allgemeinen nicht alle Eigen
schaften haben wie jene, die mit Primzahlen konstruiert wurden. 

Man kann das System (P[,..., P's) als Annäherung an das System (P1,...,PS) 
betrachten, weil die P- von den P'. um höchstens -7 -̂j abweichen. Es sind ja 

P1 + • • • + Ps = 1 (18) 

und 
^ ' + ••• + ^ = 1. (19) 

Es gilt auch 

\P, -P'\ < - V . (20) 

Kehren wir zu (1) zurück. 
Man kann im Raum der x 1 , . . . ,x eine Koordinatentransformation durch

führen (angeregt durch [SAV01]) 

y = Ox, (21) 

also eine Drehung vornehmen, in Koordinaten geschrieben 

y = (y1,-..,ys), (22) 

dann ist 

Vj = ° i x i + ' * * + °sXs » (2 3) 
wo die o1,..., os ein orthogonales System von s Vektoren sind, also (o-, ok) = 0 
für j / k sind. Es ist bequemer, zunächst noch nicht vorauszusetzen, daß für 

0 j-°j) 
wir 

(ovy) 

j = k (o.,o.) = \o,\2 = 1 ist. Wenn wir die x- durch yk ausdrücken, erhalten 

* ' o) 

für j = 1 , . . . , s. Für die Wahrscheinlichkeiten p. erhalten wir 

2 

(24) 

* - * ; - m • <25» °j 

Ein Mittelwert, also eine Linearform in den p. 

m=(l,p) = llPl+... + lsPs (26) 

erhält dann die Gestalt 

7=1 \ 3 / 
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und das Quadrat der Streuung a wird 

D'i-"•)*!>/= E(^) '<?-» ' • <28> 
3 = 1 .7 = 1 V •? / 

Beispiele von normierten Vektoren o1:..., os, also Drehungen, erhalten wir mit 
Hilfe der Formeln aus §7, wobei die Drehungen 

(29) cos*/?- s'mcp-
- sin (fj cos ^ 

aneinandergereiht sind. Wir nehmen natürlich die pythagoräischen Tripel und 
bleiben damit im Bereich der rationalen Zahlen. 

Interessant ist ein System von orthogonalen Vektoren, welche der Verfasser 
bei der Radontransformation aufgestellt hat. Es seien a 1 , . . . , a 5 Zahlen mit 
a\ + a2 7̂  0 gegeben, dann sei 

0i = K , - - - , a j , 

°2 = ( - ^ a ^ O , . . . , 0 ) 

°3 = (aia3> a2a3> _ ( a i + a 2) a 3 ' °> • • • > °) > 

°s = (aiasi • • • » as-iasi ~ ( a i + ' ' ' + al-l)as) 

(30) 

Es wird 
2 2 . , 2 

°1 = ß l + • • • + ӣs: 
2 2 2 

o2 = ax + a 2 , 
ol = a\{a\ + a\){\ + a\ + a\) ( 3 1 

Ein ganz einfaches Beispiel ist: a • = p- ( j = 1 , . . . , s). 
Man kann die Sache jetzt umdrehen: Geben wir ein orthogonales System von 

Vektoren ox,..., os vor (es kann auch ein abzählbar-unendliches System von 
orthogonalen Vektoren sein), einen Vektor y bzw. eine Funktion / , das skalare 
Produkt {Oj,y) durch 

f9i dx 

/ • 

und g1,g2,... ein orthogonales Funktionensystem. Man kann damit die x,. 

02 und die Wahrscheinlichkeiten p. bilden. Man kann dann ein approxima

tives System von Wahrscheinlichkeiten, welches nur rationale Zahlen enthält, 

aufstellen und erhält damit einen Hilbertraum von rationalen Zahlen. 
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Wir können die Überlegungen noch erweitern. Setzen wir 

ai = y/Pi e ' ^ 

für j = 1 , . . . , s, so nennen wir die a • die Wahrscheinlichkeitswelle und es ist 

\a.\2 = P-. 
I j l 3 

Wir haben also 
Kl2 + --- + K|2 = ì . 

Nehmen wir den Fall s = 2 und setzen a1 = a und a2 = 7 , so ist 

H2 + |7|
2 = i. 

Wir hatten in §4 die Darstellung 

a = X3(X1+iY1)(X2 + iY2), 

7 = ^ ( X . + i r . X X j - i K , ) . 

Setzen wir nach A. Penrose 
a 

' = 7' 
so ist q eine komplexe Zahl. Wir betrachten ihr stereographisches Bild auf der 
Riemannschen Zahlenkugel 

(2X3Y3e^,Xi-Yi), 

wobei (f = (p1 — (f2 ist. 
A(a, 7) hat das gleiche Bild wie (er, 7 ) . Wir können also (er, 7) als Punkt der 

komplexen projektiven Geraden auffassen. Wir können allgemein ( a 1 ? . . . , a s ) 
als Punkt des (s — l)-dimensionalen projektiven Raumes auffassen. 

Wir wollen jetzt einer binomialen bzw. multinomialen Verteilung eine weitere 
Deutung geben. 

Es sei / eine Funktion von der Gestalt f(x1,..., x3). Es genügt, wenn sie für 
rationale Zahlen definiert ist. Es seien M 1 ? . . . , Ms s Mengen, welche zueinander 
disjunkt sind und das Einheitsintervall ausfüllen. 

Wir betrachten nun das Integral 

J= j ' . . . j f{\{xx),..., \s{xs)) dx,... dxs, (32) 

Mi Ms 

wobei 

XÁXi) = lÍZiMji.
Xj)- (33) 5 

j = l 
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Wir betrachten nun die Menge aller x- mit 

EчЫ = r i ( 3 4 ) 
k=l 

und 

X > ^ = 5 ' (З ) 
wo a und r 1 , . . . , ra natürliche Zahlen sind. 

Es ist also 
ľi 

und 

A,Ы = f (36) 

dx e J= Eл^ í ) / - / ^ 
ri+-+гa-в M i M s ^ ^ 

= E/(^--^)Лï1(M l)---Лa в(A fa) 
IV ! . . 

Nehmen wir eine Verteilung p1,..., ps, so erhalten wir 

^ETT^/IT^^M1-"-^- (38) 
' r V 

Wir haben bisher / festgehalten. Der Deutlichkeit halber schreiben wir w{ , . . . 
. . . , wt . Nun berücksichtigen wir, daß wir nach dem Satz von Scherrer-Hadwiger 
unser Modell mit Hilfe der Gaußschen Primzahlen konstruiert haben und die 
zugehörige Folge Ixi, • • •, lxs

 im Einheitswürfel Es gleichverteilt ist (zur Erin
nerung siehe [HLA07; §1, u. 2]). Wir können daher die Methoden der Gleich
verteilung anwenden. 

Statt einer Sphäre Ss nehmen wir nun eine abzählbare Menge Ss x . . . 
• • • x Ss . . . von Sphären mit den zugehörigen Primzahlen und bilden die direk
ten Produkte. Wir können so ein Modell einer elementaren Wahrscheinlichkeit
stheorie aufbauen. 

§12. Reihen 

Wir können mit Hilfe der pythagoräischen Tripel auch Reihen aufstellen. 
Wir gehen von Fourierreihen bzw. Potenzreihen mit Konvergenzradius 1 aus, 
also Reihen von der Form: 

/(</>) = 5Z«/c e (M 5 (1) 
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wo 
e ( a ) = e 2 ^ i Q 

ist. 
Weiters ist 

P(z) = ~akz
k, 

k 

wenn wir also z = re((f) schreiben, ist 

P(r,v) = ~a

kr
ke(kp). (2) 

І * X _ _ 

Wir setzen Lp = Ix, wobei 

e 
a 

ist. Wir haben also 

fdx) = _ak<klx) = _ak{%) 
k 

bzw. 

p(rJx) = "_Zake(klx)' 
k 

Ein Beispiel für (1) ist ak — -^. Es ist dann 

zM(r+(rM(i-<<*>)2-^. 
aber 

-i((Sf-(Sf)=-'(H<*>)-
Dabei bedeutet (Ix) den Bruchteil von Ix, also /% — [Ix] • 

Allgemein sind (Bernoullische Polynome) (s gerade) 

^ ^ - ^ ' ^ ( ( t f - t r 
Betrachten wir die erzeugende Funktion, so ist 

te2nixt _™B8(lX)t8 

et-l ~ 2-< s\ 
k=i 

Es sei auch hingewiesen auf die Kurven von W. W u n d e r l i c h 

5 - 1 

z = a0e
lcüst + ~~]ake

mkUJst 

k=\ 
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WT0 

z = x + \y, ak=bk+\ck. 

Ein einfaches, aber wichtiges Beispiel ist das Kirsteprofil (Kirste ist bekannt 
durch sein Werk im Bau von Tragflügeln. Es sei auf die Arbeit [WUN01] ver
wiesen) 

x = acost, y = csin£(l + racoscY) . (f) 

Dabei ist 0 < m < 1. Wir haben dies gleich in reeller Form geschrieben. 
W. W u n d e r l i c h nennt solche Kurven höhere Radlinien. Diese Kurven haben 
eine schöne geometrische Deutung, große Wichtigkeit in den Anwendungen 
(z.B. Mandelbrot mengen, siehe [ZEIT01]) und eine lange Geschichte (Die Epi-
zyklen von Ptolemäus) 

z = e i ( Ҷ(Я + r ) - / г e i ^ ) . 

Es sei nun p = ^ irrational. Wir nehmen für tp die Zahlen 2irk = Lpk 

(k durchläuft alle ganzen Zahlen). Wir bezeichnen mit zk jenes z, welches 
zum Winkel pk gehört und erhalten 

zk =R + r-he(ppk), 

da ja e(7rk) = 1 ist. (Wir haben dabei für ela kurz e(a) geschrieben.) 

Da p irrational ist, ist die Folge (p(fk) mod 1 gleich verteilt, also ist 

1 N 

i i m ^r y ^ e ( w / r ) = ° > 
k=\ 

dann ist 
1 N 

i i m ^7 y ^ z k = R + r -
k=\ 

Wei t e r e Beispiele. 

Geometrische Reihen (7 = e17r7?) 

00 .. 

E(^)fc = -— (i) 
k=0 ' 

und 

E ^ = ̂  - (2) 
k=0 

Es wird 
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und 

r 7 ( A2-B2\ ( 2AB , . • 2AB \ ,., 
e = exp\?1?TW) \cos^+~Wr + l s i n^+-W r) • (4) 

Die Exponentialreihe ist bekanntlich für alle r konvergent, die geometrische 
Reihe nur für 0 < r < 1. Es erscheint zweckmäßig in allen Potenzreihen, deren 
Konvergenzradius Eins ist, für r auch die pythagoräischen Tripel heranzuziehen. 
Man wählt eine geeignete Primzahl p, die zugehörige Gaußsche Primzahl TT = 
C + iD und nimmt 

r = , C2-D2"2 

C2 + D2 

dann ist 

1_r=f/___Z_L_V>0 
\C2 + D2) > U ' 

also ist 0 < r < 1. Nimmt man sogar wl, wo l eine natürliche Zahl ist, so wird 
die Potenzreihe 

W-£°*r* 
mit 

C2-D{ 

r, = 

2 _ Г>2 -> 2 

Cf + D2 

eine Funktion in /, welche es gestattet die V(r) für alle r mit 0 < r < 1 zu 
approximieren. 

Man kann (2) auch für die Besselfunktionen In(z) mit ganzzahligen Indizes 
berechnen. Bekanntlich ist 

7T 

In(z) = ^ I e(i(mp-zsm<p)) dcp 

— TT 

(e(x) = ex). Nun ist 

e(i(ncp — zsin(^)) = e(irnp)e(—zsincp). 

Nun sei n = A + iB eine Gaußsche Primzahl, dann ist (li9) gleichverteilt. Wir 
können die Formeln der Gleichverteilung anwenden und haben 

/nW = Äw-__VM^(V-y) ) . 
1=1 

Nehmen wir ein festes JV, so ist der Fehler höchstens 

(n + \z\)DN(W). 
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Dabei ist 

DN(Щ < -
mig(O2 

+ D2) 
DN(Щ < -

ig^ tV 

)in(^ durch 

s 

ncp-j2 
j = i 

Zj-Ьlj-
J 

- 7 í j ) , 

wo zx,..., zs Variable sind. Wir erhalten so eine Funktion 

J n ( * i > - • • > * _ ) > 

die eine (bekannte) Verallgemeinerung der Besselfunktionen ist. 

Dies führt uns dazu, auch andere Funktionen zu betrachten. Für die Chebyshev-
Polynome Tn und Un haben wir 

Tnh) + iUn(1)=r = An + 'lBn, 
An ~ lnn 

Tnd)-wn(1) = T-An~lBn 

K + iBn 

Für die Laguerrschen Polynome Ln{x) ist bekanntlich 

OO 7- / \ 
e 1~t _ V - LnW +n 
1 _ t ~ 2 - , „I 

n=0 

die erzeugende Funktion. Wir nehmen jetzt 

dann ist 

A2+B2 ' \A2 + B2 

( . _ - _ > ) ' 
und es ist 

1-t 

2n 

«"=(_(_-f)) ' 
und die erzeugende Funktion wird 

(. (i+f))2«(f ( .-!))• 
Wir können auch mehrfache Reihen betrachten. 
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Es seien s Primzahlen p1,..., ps mit den Gaußschen Primzahlen 7r1,..., TTS 

gegeben. Ist Y^ck1...ka
zi1 • ' ' z** k o n v e r S e n t in | ^ | < 1, . . . , | z j < 1, so sind es 

die Reihen 

S Ck1...ks
ri1 • • • rkSS {-^J ' • * ( ^ J ' 

Wir können die pythagoräischen Tripel auch auf Differentialgleichungen an
wenden. Wir nehmen die Lösungen der schwingenden Saite: 

uk (x,t) = sin kixx (ak cos kirt + bk sin kt) , 

k = -oo 1 \ 2 2 / 

wo px, p2 geeignete Primzahlen und 7r1, TT2 die dazugehörigen Gaußschen 
Primzahlen sind. 

Wir geben jetzt eine weitere Anwendung auf die Potentialtheorie an. 

§13. Anwendung auf die Potentialgleichung 

Es ist 

1 + £ rke{k{la -<,)) = £ rke(k(la -<p))-\, (0) 
fc = l k=0 

also ist 

1 , r i * / , , , ^ l + re(k(la-(p))-2rse(s(la-(p)) 
Tz + ^rKe[k{la-ip)) - -—-• '— ^ '-. (1) 1 frl 2(1 - re(la - (f)) 

Dabei sei a eine irrationale Zahl und e(p) = e2 7 r i p . 
Es sei nun f(p) eine periodische Funktion mit der Periode 1 und integrierbar. 

Wir nehmen also ein solches Beispiel einer Funktion 

H(x, y) = H(cos 27T(/?, sin 2n(f) 

definiert auf dem Einheitskreis. Wir multiplizieren die Gleichung (1) mit f(la) 
für / = 1 , . . . , N und dividieren durch N. Wir erhalten dann links 

5 - 1 

\MNs(a, f,0) + ~) rkMN(a, f, k)e(-k<p), (2) 
fc=i 

dabei ist 
1 N 

MN(a,f,k) = -~]e(akl)f(la) (3) 
N 

1=1 
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und rechts 
1 ---.Л + re(la -<p)- 2rse(s(la - <p)) 
Гт 2_, "T; - / , - . ...ч f(ІQ) • (4) N f^t 2(1 - reila - ip)) 

(2) und (4) sind nach (1) einander gleich und wir wollen diese Funktion mit 

$ 5 , / v ( ^ « ) (5) 

bezeichnen. 

Es sei 
z — a 

w = 
1 — az 

wobei \a\ < 1 ist. Wir setzen z = e m , a = re1(f mit 0 < r < 1, dann ist 

l - l a ľ \-rг 

|1 - az\2 1 - 2rcosi? + r 2 ' 

wobei 1} = \a — cp\ ist. 

Kombinieren wir unsere Formeln mit der bekannten "Alternierenden Metho

de" von H. A. Schwarz, so können wir die erste Randwertaufgabe der Poten
tialtheorie in der Ebene mit beliebiger Genauigkeit behandeln und vielleicht bis 
zur Uniformisierungstheorie vorstoßen. 

Es seien nun zwei geeignete Primzahlen px, p2 gegeben und TT1, n2 die 
zugehörigen Gaußschen Primzahlen. 

Es sei M = s u p H auf E, dann gilt nach der Theorie der Gleichverteilung 
für (3) 

wobei 

mit |i? < 1|. 
Wir setzen 

Setzen wir 

so erhalten wir 

MN(a,f,k) = J e(kţ)f(ф)d<p + R, 
0 

R = ů(a(f,Dў)+M(f)D°ћ 

1 

/ 
e(Юf(Odţ = Mк. 

ö — 1 

Ф. = | м 0 + J V Є H P ) M . , 

|ФS|JV - ФJ < sa{f, oÿ1) + M(f)DNs2MR 

(G) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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W i r b i l d e n n u n 

Ф = І M 0 + V V e ( - ^ ) M ; (11) 

und es ist 

Es ist ja 

und es ist 

Es ist nun 

Mrs З M 

1 — r ~ s(l — r) | Ф , - Ф | < — < „ , - • _ , 2 - (12) 

Г в = Є - " 8 Г < — ^ — (13) 
_(1 —r) 

. , M r 2 / . _ i \ , . , _ i 
$ „ ^ - _ < "Mt - ' - i _ r 

1 

+ sa(L_)| f)+52M_)І. (14) 

* = / / ( C ) d c Q + f>fce(fc(C-¥>)))• (15) 
0 k=1 

Es ist nun, wenn wir i? = £ — </? setzen, 

Wir erhalten also 
l 

1 + re(i?) W=J 
0 

Es ist nun 

. . / • • ЛC)dC- (17) 
re(i?)' 

l + re(i?) _ ( l + r e ( i ? ) ) ( l - r e ( - l ? ) ) 1 - r 2 + 2 i r sintf 

0 

und 
i 

V 

o 

(18) 
l - r e ( t f ) | l - r e ( t f ) | 2 l - 2 r c o s t f + r 2 ' 

Wir erhalten 

_ = _ " + iY, (19) 

wobei 

u=ji«\-2r:S*+r>i< <2°» 

1 

/
, / > x 2rs\nd _ . . 

/ ( C ) l - 2 r c o s ^ + r 2 d C - < 2 1 > 
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Es ist nun, wenn wir auf (7) zurückgehen 

U- (\MN0 + J2rk cosk^Ře\MN(f)\) 
^ k = l ' 

< F 

und 

У~ (\мNfi + J2rk coSkpìm\MN(f)\) < E , 

wo 
Mr2 í I \ o --

F = - — - + sa ( / , D'N) + з2MD'N . 

Wir wollen nun U weiter behandeln. 

SetzЄП WІГ (l) = ( — (f) 

1 - r 2 

1 — 2r cos i? + r 2 

so ist bekanntlich 

Wir bilden jetzt 

i 

| i>(r,C-¥>)dC = l . 
0 

1 

£%) - /(</>) = / ( / ( C ) - f(<p))P(r, C - y>) de. 

0 

Wir zerlegen das Integral in zwei Teile 

«/_= J{m)-f(<p))P(r,C-ri)dC 
IC-V|<£ 

und 

^2= j{f(0-f(<P))P(r,C-v)d{-
\C-Ч>\>є 

Wir betrachten zuerst J2 . 

Es ist (7? = C - r l ) 

1-cost f = s i n 2 | - > 4г> 

also 

COS$ < 1 

2 - 2 

2 ' 

(22) 

(22') 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 
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also 

l - 2 r c o s t f + r 2 > l-2r(l- - | ) + r 2 > (1 - r ) 2 + 2re2 

Es wird also (da 1 + r < 2) 

p M ) < „ 4 ( 1 г r ) „ < 2 ( 1 ~ r ) 

Da |/ | < M , so ist 

(1 — r ) 2 + 2ГČ:2 re2 

4M(l-r) ш< 
rez 

Jetzt betrachten wir J1. 

Es ist 

Wir haben also 

Ш<°(f,є)JpdÇ = a(f,є). 

\U-f(<p)\<^^- + <r(f,e). 
reA 

Es ist nach (22), (23), (31), (32) 

4 ( 1 - r ) 
\Re(<š>StN(r,<p,a))-f(v)\<F+-±—^+a(f,s). 

reг 

Wir nehmen 

S = D N + 1, l - r = Dl, є = D%. 

Wir erhalten 

Wir setzen 

£ = r elv? = u + iv , z = e1^ = x + \y , 

dann ist bekanntlich die Greensche Funktion 

zC 
g(x,У,ţ,v) = g(z,Q = -log 

z-Cг 

J_ _ _ le^-re^l 
Щ - - o g | i _ г e i ( € - v ) | 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

| І Ц Ф . I Д Г M ) - / t ø ) | = ю(o-(/,Djt) +Djt) . (33) 

wo £x = -4- ist. Die Greensche Funktion verschwindet am Rand. 
ICI 
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Weiter ist 

dg _ dg _ 1 — r 2 

dn = " dr~ = |l + r2-2rcos(^-(^)| = P ^ ' ^ " ^ 

(n innere Normale), also ist 

o-fm£*p 
in der geometrischen Form. Dann ist für den Kreis vom Radius 1 nach (22) 

fH(cp)-£ dtp - ^MN0 + J2cosk^Re\MN(H)\ + Fehler, 

wo der Fehler in (23) angegeben ist. 

Bemerkungen 

Bemerkung 1. 
Es sei 

dann ist 
(p(tp(x)) =<p2(u). 

Ist ifjW(x) die /-te Iterierte von ip, so ist 

<pWlXx))=<p(x)* . 

Setzt man x — 4 , so erhält man 

*(ł )(Ă) 
f4) _i ~ U - 5 i j ~a ' 

w o <* - 3---Ш u n d 

9z 

ÛҐ + a 
^ - „ V - Ü Г -
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Bemerkung 2 über Solitone. 
Stellen wir einige bekannte Formeln zusammen: 
Betrachten wir die Differentialgleichung der Solitone 

dt2 dx2 

Macht man die Substitution 

д2ф д2ф 
* - s i n V = 0. (1) 

x-vt 

so kommt man auf die sin-Gordon Gleichung3 

<//'(£) = sin V(£)-

Nun hat diese Gleichung die Lösung 

-0 = 4arctg(e^) . 

Dies beruht auf der Formel (Moivre) 

sin 4a = 4(sin a cos3 a — cos a sin3 a) 

= 4 cos4 a ( tg a - tg3 a) = 4 * ^ 6 J 

(1 + tgz a ) z . 

Setzt man a = arctg(e^), so erhält man 

4 e ^ ( l - e 2 ^ 
S i n 4 " = (1 + ^ ) 2 • 

Man sieht sofort, daß 
da e^ 

d^ 1 + e2^ 

und damit ist 

s in4a = 
d2a 

Nun denkt man bei (*) sofort an die Lorentztransformation und setzt 

A2 -B2 

V — 
A2 + B2 

dann ist 
2AB 

л/l - v2 = 
A2 + B2 

^Ennerpersche Gleichung nach A. Ennerper (1830-1885), bei dem sie sich nach A. Seeger 
schon findet. 
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und wir erhalten 
A2-B2 

Z-x A2 + B2t 

und als Lösung von (1) 

v = 4 a x c t g ( i ( ^ + f ) x - i ( A - ß ) f ) . 

Als Literatur seien [NEW01] und [HEY01] empfohlen. 
Weitere Lösungen erhält man bekanntlich durch die Bäcklundtransformation. 

Es hat sich eine riesige Literatur angesammelt, vorallem weil die Sinus-Gordon-
Gleichung so viele Anwendungen in der Physik gefunden hat, obwohl sie zuerst in 
der Differentialgeometrie aufgetaucht ist. Sie hängt eng mit den Flächen konstan
ter negativer Krümmung zusammen, wo sie aber weiter nicht beachtet wurde. 

Wir wollen dies noch genauer ausführen: Setzen wir 

t — x — u , 6 + £ = U , 

so geht (1) über in die Gleichung 

d2ip 

dudv 
= smip. (2) 

In geometrischer Form finden wir dies im Buch von L. B i a n c h i [BIA01]. Dort 
wird folgendes Gleichungssystem für Funktionen angegeben 

l t d f * , - * , ) ö ( $ 2 - $ , ) \ 1 + sina . 1 ., . . 
- ' - ^ 1Z__L_2 1 Z 1 _ s i n - ( $ 2 + $ , ) , (3) 

und 

2 \ dx dy J cos CT 2 

l t a ( * 2 + * 1 ) d($2 + $1)\ 1 - s i n a . 1,_ ^ , 
~ - L - ^ — + - ^ — = s m - $ , - $ , 3' 
2 V dx dy J cos CT 2 V 2 v K ' 

/ $ , - $ „ \ COS -"-_---- $ 2 - $ 2 
tg — = — tg - ^ ^ . (4 
H 2 j sin^p B 2 W 

Dabei sind CT , c^, a2 beliebige Konstante und $ 2 , $ 2 Lösungen der Gleichung 

Ö2$ d 2 $ . ^ 

ö ^ - ^ = S m $ - (5) 

Eine triviale Lösung von (5) ist $ = 0. 
Ist $ x eine Lösung der Gleichung (4), so kann man durch Integration des 

Systems (3), (3') eine weitere Lösung $ 2 finden. Man sagt, 3>2 geht aus 3^ 
durch eine Bäcklund-Transformation 3>2 = Ba$1 hervor (Diese Methode ist 
nach ihrem Erfinder A. Bäcklund benannt). Die Gleichung (4) wurde von 
L. B i a n c h i gefunden. Sie gestattet es, aus zwei Lösungen $ 2 , $ 2 , welche 
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Bäcklund-Transformationen von <fr1 sind, eine weitere Lösung $ 3 zu finden, 
wrobei <£0 z.B. die Anfangslösung $ 0 = 0 ist. Dabei können noch <J1 , a2 be
liebig gewählt werden. Wir haben hier ein Überlagerungsprinzip bei nichtlinearen 
Gleichungen. Auf dieses Prinzip haben vor allem Physiker, so besonders Metall
physiker, z.B. A. S e e g e r hingewiesen (vgl. [SEE01], [SEE02], [SEE03]) (Zitate 
siehe [TOE01]). Ich danke Herrn Professor Seeger in diesem Zusammenhang für 
seine freundliche Unterstützung. 

Gehen wir z.B. von der trivialen Lösung $ 0 = 0 aus und setzen in (3) 
$1 = $Q und $ 2 = $ , so haben wir (wir wollen jetzt statt 

0$ 0$ 0$ , 0$ 0$ 0$ 
b z w . — (- —— = dx dy d(x — y) dx dy d(x + y) 

schreiben), so ist also das System 

1 0 $ 1 + s i n er . $ . ... 
--TT, r = sin — , (3 ) 
2d(x + y) cosO- 2 ' v } 

1 0 $ 1 - sin er . $ 
- — r = sin — 
2 o(x — y) cos a 2 

zu integrieren. 

Wir führen eine Variable 

i = ^ = = (6) 

ein, wo \v\ < 1, also Teil einer Lorentztransformation ist und machen den Ansatz 

dann wird 

Dann wird 

Ž* = - — — Ф ' ( £ ) _ = - — * ' ( £ ) 

1 ðФ X ^Vtø, 2 д(x + y) 2 У Г 

1 ðФ ľ 1 + % . - « ) . 
(7) 

2d(x-y) 2 vT 
Vergleichen wir mit (3), so erhalten wir 

v = sin o , y l — v2 = cos er 

und für \P(£) die Differentialgleichung 

*'(«;) = 2 s i n - ^ . (8) 
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Ihre Integration liefert sofort (c Integrationskonstante) 

-ogtg- j - = £ + c. 

Entlogarithmieren ergibt 
* = 4arctg(7e c ) , (9) 

wo wir 7 = e^ gesetzt haben. 
Eine andere Lösung hätten wir erhalten, wenn wir \v\ > 1 angenommen 

hätten, also 
vy-x 

Vv^^l 
gesetzt hätten. Dann wäre v eine "Überlichtgeschwindigkeit" gewesen. 

Es ist noch zu zeigen, daß \I>(£) eine Lösung von (5) ist. Dies sehen wir 
aus (8). Die Diffentiation liefert 

^ " = * ' c o s ^ (10) 

und Multiplikation von (8) und (10) liefert 

tf'* " = (2 sin -|- cos - | - ) tf' = (sin * ) * ' . 

Durch Division durch \I>' erhält man 

*"(£) = sin *(£)• (11) 

Den direkten Nachweis, daß (9) eine Lösung der Gleichung (5) ist, wenn man für 
£ in (7) einsetzt und (9) benützt, haben wir bereits am Anfang unter Verwendung 
von (f) erbracht. 

Es sei noch gestattet, auf (f) als gutes numerisches Hilfsmittel hinzuweisen. 
Es ist oft notwendig, Sinus und Cosinus zu berechnen. Man kann das Inter
vall [—7r,7r] auf das Intervall [— f, f ] reduzieren (Bulirsch nimmt die analoge 
Identität für sin 3a) . 

Man kann den Weg auch umkehren. Aus (11) folgt 

# ' $ " = tf'sintf, 

also 

| ( * ' ( C ) ) 2 = - c o s * + C . 

Mit C = 1 erhalten wir 

l ( ^ ( ( ) ) 2 - = l - c o s ^ = 2 s i n 2 | ^ 

und 
*'(C) = 2 s i n | , 
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also (8). 

Nehmen wir die berühmte Gleichung (Dichteste Lagerung von Kugeln), wo 
(A Konstante) 

*"(C) = sin ^ + 2A sin 2 * , 

dann erhalten wir nach der obigen Methode 

I (* / (C)) 2 = - ( c o s ^ + 2Acos2^) + (7, 

wobei wir als Integrationskonstante C = 1 + A nehmen. Wir erhalten 

(^'(C))2 = 1 - cos * + A(l + cos 2*) 

= 4 (sin2 -y + A cos2 * ) , 

also 
i 

* ' = ±2 (sin2 ^ + Acos2 * ) 2 . 

Wir nehmen jetzt das Pluszeichen. Setzen wir a = y/1 + 4A, so haben wir 

i*'=s i4(i+«wf)' 
= .in*f (l + a W f ) * , 

also 

V / ÏTo 2 ctg 2 C 

und 

l o g | a c t g ^ + y / l + ( a c t g ^ ) 2 J =ajdÇ = a(Ç-C0) 

(C Integrationskonstante), also ist 

ctg | + y 1 + (a ctg | ) = e
Q ^ - ^ ) . 

actg * + Jl + (actg * ) " = e-Q^-^°) . 
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Weiters folgt 

also 

actg Ф 
2 

= Sina(Ç -- C o ) . 

tg 
Ф 
2 

a 
tg 

Ф 
2 Sincг(C -- C 0 ) 

Ф = 2 arctg — 
a 

und 

vi) — 9 p.rrtor 

Sina(C-Co) 

Wir haben die Rechnungen nach Professor A. S e e g e r deshalb ausgeführt, 
damit man deutlich die Abhängigkeit der Lösungen von der Wahl der .Integra
tionskonstanten typisch für nicht lineare Differentialgleichungen sieht. 

Es liegt nun nahe, pythagoräische Tripel heranzuziehen: Wir nehmen zunächst 
eine ganze Gaußsche Zahl S = C + \D bzw. St = Cl-\-iDl und setzen 

cosa = 2CD, sin a = C2-D2 bzw. 2C.D, , Cf - D2 
I ' 

dann a = A + \B bzw. cYm = Am + iJ?m für 

(/ und m ganze rationale Zahlen). 
Will man nun zwei Lösungen $ 2 , $ 2 mit den Werten S1, J2 bzw. v1, U2, 

wobei S1 7̂  52 , f j ^ U2 sein soll, so nimmt man Gaußsche Zahlen a1, a2 mit 

aj = A(j) + iH(i) für j = 1, 2 bzw. er™ . 

Es ist 
AUIJ-BUT rr—2= 2MJ)B{J) 

J A(W -i- R(i\2 ' V •?' ^ , ' i u m ^ A(j)2+-?C/)2 V ' A(j')2+-?(.7)2 

Weiters wird man für sin ^- , cos ^f die Gaußschen Zahlen 

ßj = UJ+iVJ 

annehmen, also 

°i ul~vf • °i 2U>VJ 
COS -r - = ^ 77^ , Sin — — — 2 i/ | + y/ ' 2 t/2 + v/ • 

Am schönsten wird es wohl sein, wenn wir für die a-, ß., 5-, v- Gaußsche 
Primzahlen nehmen. 

A. S e e g e r und seine Mitarbeiter nehmen Anfangslösungen, welche bei In
tegration von (3) auf elliptische Integrale führen (für die wichtigen Resultate sei 
auf die Arbeiten selbst verwiesen).4 

4Hier könnte man §9 anwenden. 
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Ist \v\ > 1 , so wi rd 

v=!(\-+\m ^vY_-1=i(__i_\Bi) 
2 \\B\ \A\) ' V 2 \\B\ \A\) ' 

Bemerkung 3 . 

Wir können jedem Pythagoräischen Tripel eine Welle zuordnen 

$(t,x)=el{Et-px), 

wobei 
E = 

A2 + B2 

A2-B2' 
Es ist die Phasengeschwindigkeit 

v_ ___ _E _ A2 + B2 

fi p 

und 

P = 
2AB 

A2-B2 

2AB =Hé+é)» 
______ 
àџ àp 

die Gruppengeschwindigkeit. Es ist 

E2-p2 = 

Bilden wir uns die Funktion 

E(t) = 

2AB 
A2-B2 

2í 

so ist 

àE _ 
àp _ 

A2 + B2 

A2-B2 

1 + t2
 (.л _ _______ 

X-t2" P [ ) ~ 1 - t2 ' 

d(łíS) 

= 1. 

( * ) 

2ť 
1 + ť 

< 1. 

Es wird für t = -^, also die Gruppengeschwindigkeit 

d_ _ dE 
dji dp 

Es wird weiter 
д2Ф д2Ф 

= Ф. 
dt2 dx2 

Nehmen wir statt A und B die At, B{ für / = 1, 2, 3 , . . . und weitere Zahlen 
oo 

Cj, C 2 , . . . mit _[_] C{ < oo, so erhalten wir das Wellenfeld 
/=o 

ф = E c « 
_i(Eit-Pix) 

1=0 
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wo 
- лì + в? _ n

 2Alвl 
El = -72 Ъk U I l d Pl = ,2 г_ 

und es gilt 
2Ф ^2 Ф 

= Ф . 
dt2 dx-

Wir können dies gleich verallgemeinern. Wir nehmen zu den Primzahlen TT = 
A + iB, 7r; = C + '\D eine weitere Primzahl TT1 = U + \V. Nun bilden wir einen 
Vektor p = (px,py1pz) mit der Masse ra0 zur Geschwindigkeit v = (vx<v , I L ) . 
Dabei sind 

m o u . _ _ m o ^ 
Px = /г—•Ч . P„ = ,/Г^2' "v yгз^2' "- vT 

mit 
A2 - B2 2CD 

v„ = V 

V, 

A? + B2C2 + D2' 
2AB 2CD 

У ~ UA2 + B2C2 + D2 ' 
C2-D2 

und 

C2 + D2 

U2-V2 

v = U2 + V2' 

Es ist v2 = v2 + v2 + v2, also \v\ der Betrag der Geschwindigkeit des Vektors 
v. Nehmen wir noch die Energie E = ^zr~- = ^ , so ist 

I?2 - H 2 = ml, 

da \p\ — m 0 | f | . 

Bemerkung 4. 
Es sei S die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius 1 in der komplexen 

z-Ebene. Es sei weiter / analytisch auf 5 , d.h., sie ist analytisch auf einer 
größeren Kreisscheibe | z | < i _ ( i _ > l ) . Auf dem Einheitskreis \z\ = 1 sei nun 
eine unendliche Folge Ci ? C2 ? • • • v o n Punkten gegeben. Nun betrachte man die 
ersten TV Glieder dieser Folge, und es sei LN = LN(f, z) das Polynom in z vom 
Grad jV — 1, welches durch Interpolation in den Werten von / in den Punkten 
CIJ • • • ? C/v gefunden wird. Sind Ci? • • • > C/v a ^ e voneinander verschieden, so ist 
bekanntlich 

т (f , у у r , л ( г - C i ) - - - ( г - C f c - i ) ( * - C f c + i ) ' - - ( * - C . v ) 
N h (C. - Ci) • • • (Cfc - Cfc_i)(Cfc - C fc+i) • • • (Cfc - C*) 

(12) 
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(mit der üblichen Konvention, daß für h = 1 das Glied (h_x und für h = N 
jenes mit (h+i wegzulassen ist). Setzen wir 

Pn(f^Cj))- 8VJ>\f(z)-LN(f)\, 
1*1 = 1 

so erhebt sich die Frage, wann lim pN = 0 gilt. 
TV—>-oo 

Setzen wir (, = e27rlv^', so liegen die cp- im Einheitsintervall I: 0 <(p < 1. 

Ist die Funktion f(z) auf dem Einheitskreis reell, so steht links die bekan
nte trigonometrische Interpolationsformel. In den praktischen Rechnungen wählt 
man cp. = jj (j = 1, . . . ,JV), und dieser Fall ist auch theoretisch ausführlich 
untersucht worden. Es haben aber schon Euler und insbesondere U. J . Leverrier 
1843 vorgeschlagen, auch hier an den Stellen cp. = (j — l)a (a irrational) zu 
approximieren. 

Dieses Verfahren ist dann in numerischer Hinsicht von G. J . Hoüel 1865 und 
J . F . Encke 1860 weiter ausgestaltet worden (Vgl. [BUR01; S. 237 ff.]). 

Wir verwenden jetzt die Pythagoräischen Tripel und nehmen zur Interpola
tion a — ?/, wo A, B ganze rationale Zahlen sind 

A + iB _ i7rt, 

A-\B ' 

Es wird 

2 „ i ^ = (A + iB\2n
 = A2n + \B. 

\ A - I B ) A, _-LB, 

__ A2n B2n ^_^________ 
A2n + B2n A2n + B2n 

für n = 0, ± 1 , _ 2 , . . . . Wir haben also nur rationale Zahlen zu berechnen. 
Brechen wir beim n-ten Glied ab, so können wir mit Hilfe der Diskrepanz den 
Fehler pN abschätzen (vergleiche Formeln (7) bzw. [HLA01; (22)]), wo jetzt die 
Restabschätzung 

20C 
DAT < 'N — logiV 

gilt. Dabei ist C = \/A2 + B2. Zu dieser Abschätzung vgl. [HLA08; (10)]. 

B e m e r k u n g 5. 
Wir haben den pythagoräischen Tripeln eine partielle Differentialgleichung 

zugeordnet. Wir benützen nun die Differentialgleichung des Tunneleffekts: Es 
sei E eine positive und U eine nichtnegative Zahl. Wir betrachten die Differen
tialgleichung 
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d2ф-

dx2 EÎ{J = 0 im Intervall x < 0 

und 
2.Л + dZф 

dx2 (E - U)ф+ = 0 im Inteгvall x > 0 

mit den Anfangsbedingungen 

^ - ( 0 ) = ^ + ( 0 ) , 

Wir setzen an 

d(ф~(x)) 

dx 

Іy/ x 

d(ф+(x)) 

x=0 dx x=0 

ГW^e^^+ie"1 

ф+(x) = ß e " i v / е т ж 

л/ x 

mit unbestimmten Koeffizienten A und B. Soll ip (0) = ^ + ( 0 ) sein, so muß 

1 + A = B 

sein. Aus der zweiten Bedingung folgt 

d < * " W > =iVE(l-.4) 
z = 0 

und 

also folgt 

dx 

d(Ф+(x)) 

dx 
= iBy/E - U = WE-U(1 + A) 

x=0 

l - A _ Л U 

TTJ-У1~'W 
Man nennt Jl — ̂  bekanntlich den Brechungskoeffizienten n(E,U). 

Wir haben 

n = 
1 - A 

A = 1 - n 
1 + n ' 

B=A+1= 
1 + A ' 

Wir nehmen nun zwei Fälle: 

Falll: 
E = (A2 + B2)2, U = (2AB)2. 

Es wird E > 0 und 

n + 1 

n = i 1 -
2Aß A2-B2 

(A2 + B2)J A2+B2' 

108 



PYTHAGORAISCHE TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG UND GEOM. ANWENDUNGEN 

Es wird 

und 

f W = e i ( A 2 + B 2 ) I + i e - p 2 + B 2 ) 1 

\4>~(x)\2 = 2(1 + A2 cos2(A2 + B2)x) 

\i)+(x)\2 = (l + A)z>0. 

Fall 2: 

Es wird also U > E und 

wobei 

E = (2AB)2, U=(A2+B2)2. 

Es wird 

und 

sowie 

normiert 

Һ
 u • ' 

n = д/1 - — = m , 

»'-è Л - Б 2 

AB 

Es wird 
ф-(x)=,e2i^x+Ae-2ì^x 

und 
1-in' 2\AB\-І\A2 -B2\ 

~~ 1 + in1 ~~ 2\AB\ + І\A2 - B2\ ' 

Wir erhalten 

|A| = 1. 

Wir setzen nun 
ІЋŮ A = ě 

\i>-(x)\2 = \l + Ae-A\AB\x\2 

= 2(l + cos(irů - A\AB\x)) 

^ + (x) = (l + e i ^ ) e - d A 2 - B 2 l a ; ) 

|^+(x) | 2 = 2(1 + cos ÍTI?) %-(\^-B2\x) ^ 

\j)-(x)+^+(x)\2 

OO 

/ \^~(x) + ^+(x)\2 

2TT 

yíĚ 
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Bemerkung 6. Dopplereffekt und Aberration. 

Eine Lichtwelle sei gegeben durch 

S — A cos v(t — (x cos (p + y sin (p)) , 

transformiert durch die Lorentztransformation 

= A cos v' (t' — (x' cos Lp' + y sin Lp')) , 

dann folgt bekanntlich daraus 

Es ist 

i/' = ( l - i / c o s < p ) . 
V1 - ^ 

/ / " ( \ 
V COS (/? = . (cos (p — V) , 

v l — ^ 2 

v' SІП ŕ// = /V SІП Lp , 

also 

Nun ist 

, 1 silier 
tgip1 =—=== - — . (*) 

x / T ^ C O S ^ - U 

t g ( * ' - * ) - ^ ' - ^ 
l + tg(/?'tg(/? 

Nehmen wir zwei Primzahlen TT , 7r; 

so ist 

7Г = A + i Б , ҡ' = C + \D, 

A 2 - Б 2 

W ~ A2 + B2 ' 

Tl J 711 A 2 - Б 2 

W ~ A2 + B2 ' 
./l Î ; 2 = " | Л Л | 

V A2 + B2 ' 

<7 2 -o 2 

COS7Пf= C 2 + D 2 , 

2CĽ 
S 1 П ^ = C 2

 + J D 2 -

Es wird 

und 

A- -B- ( A2 - B- C2 - D2 

v = v—, , _, 1 — 2\AB\ V A2+B2C2 + D2 

. 1 ( A2 + B2 CD(C2 + D2)(A2 + B2) 
tgtp = 

2 V 2\AB\ (A2D2 - B2C2) 
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Es ist ja im Nenner in (*) 

(A2 + B2)(C2 - D2) = (A2 - B2)(C2 + D2) 

= (-2)(A2D2 -B2C2). 

Also wird 

tg(V-^)=1
tgV" t8^ / 

ÖV Y YJ l+tgTTiptgTTip' 
sin7r(^(cos7T(/p(l — \A — v2 ) + L>\/l — v2 ) 

y/l — v2 cos 7T(jD(cos 7T(p — v) + sin2 ncp 

_(A-B) (2CD(A -B) + 2AB(A + B)) 

2AB(C2 - D2)(A2D2 - B2C2) * 

Bemerkung 7 zu §8. Eigenzeit. 
Wir können lg |^ | als Eigenzeit deuten. Betrachten wir (Kurvenintegral) 

T= J \J(dt)2 - (dx)2 . 

t = Sin $ , x = Cos $ . 

dr2 = (dt)2 - (dx)2 = d$ 2 , 

dr = d$ 

r = $ + Konstante . 

dx _ Sin$ _ e * - e ~ * 
dt ~ Cos $ ~ e* + e~* ' 

Nehmen wir jetzt die Pythagoräischen Tripel, so wird 

Si°-!(liH!l)' 
*--.(IMI)-

also 

Wir setzen 

Es ist 

also 

und 

Es ist weiter 

e ф = e l ã l . 

111 



EDMUND HLAWKA 

Dann wird 

also 
Ф = ig 

dx 

ďt 

B 

A2-B2 

A2+B2 

und 

= v, 

т = lg 

Die Konstante wurde dabei Null gesetzt. 
Nehmen wir statt A, B die At, Bn so erhalten wir 

und in dem System mit der Geschwindigkeit 

Bf 
V, = _l 

A* + Bf 
Wir haben einen Kalender für das bewegte System mit / = 0, also T0 = T, 
für die Gegenwart, für die Zukunft l = 1,2,3, . . . und für die Vergangenheit 
/ = - 1 , - 2 , - 3 , . . . . 

B e m e r k u n g 8. 
Wir können die pythagoräischen Tripel in der Radontransformation anwen

den. Ziehen wir die Arbeit des Verfassers [HLA03] heran, insbesondere S. 333 
die Formeln in Z. 13-17 von oben. 

Es sei nun A -f \B eine ganze Gaußsche Zahl (aber kein Ausnahmefall). Wir 
bilden in gewohnter Weise 

A + i B _r2*i* 
A-\B 

Wir nehmen jetzt in der Folge tp1,... ,ipN ([HLA03; S. 333, Z. 2 von oben]) die 
Folge 

•&, 2 0 , . . . , Nd 

mit 27r multipliziert. Sie ist gleichverteilt ist mit der Diskrepanz 

2 0 1 g ( A 2 + ß 2 ) 
BN< 

\gN 

(siehe [HLA08], (10)). Es wird 

A2 - B2 

<яs2ҡ<pk = - | — 5 | s i n 2 т r ^ f e лk "+• ^k 

MkBk 

Al + B\ 
eN ist beliebig, nur 

0<eN <Mm(l,DN). 

Nachdem wir nur mit rationalen Zahlen zu arbeiten haben, erscheint dies für die 
Praxis zweckmäßig zu sein. 
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Bemerkung zu §2. 
Betrachten wir ein pythagoräisches Quaternion 

Q = q0 + iqx + jq2 + k% , 

und 

P = Po + iP\ + 2P2 +
 kPs > 

welches ebenfalls pythagoräisch ist und polar zu Q, d.h., es ist 

PQ=Po%+PiQi +P2Q2 +Pz% = °-

Wir betrachten mit P und Q auch die konjugierten Quaternionen P und Q. 
Es ist z.B. 

P =Po ~(iPi +JP2 + kPs)-

Dann sind 
PQ = -r und QP = -r' 

vektorielle Quaternionen, also Vektoren mit r2 = r'2 = 1 (vgl. [BLS01]). 
Bilden wir 

Q = Q cos 2inp — P 27r sin ip , P = Q sin 2i^p + P cos 27np , 

so sind sie wieder polar und es ist 

P Q = - r , Q P = - r ' . 

(p^V (f ' ^ (p (f ' 

Nehmen wir ein pythagoräisches Tripel a = 4̂ + i P , dann ist 

^2 _ ^2 2AB 
c o s 2 ^ = Ä T ^ ' s i n 2 ^ = ^ ^ g l • 

Dann sind P ^ , Q^ wieder pythagoräische Tripel. 
Wir haben jetzt wieder die beiden Richtungssphären r2 = 1 und r'2 = 1 vor 

uns links und rechts von P aus gesehen. 

Bemerkung 9. 
Machen wir einen kleinen Ausblick auf die allgemeine Relativitätstheorie und 

benützen das Äquivalenzprinzip, wie es Einstein am Anfang verwendet hat. 
Denken wir uns eine eben rotierende Scheibe mit Mittelpunkt in O mit der 

Winkelgeschwindigkeit UJ . Betrachten wir einen Punkt P auf der Scheibe, der 
von O den Abstand R hat, wenn die Scheibe ruht. Wie ändert sich der Abstand 
R', wenn die Scheibe mit der Winkelgeschwindigkeit ÜJ rotiert? 

Setzen wir uoR = v, so gilt 

«=-Ar 
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Setzen wir, wie wir es bei der Lorentztransformation schon oft getan haben, 

allgemeiner 

so erhalten wir 

bzw. 

A2-B2 

V~ A2 + B2 = ÜÜR, 

Ul Л2 , r>2 = utR, 

B / _ 1 (\A\ \B\\ fí 
R -2\\B\ + \A\)R> 

j ţ - i ť l ^ -VlB, + II--
Der Faktor bei R ist größer als A. 

Messen wir die Zeit: Die Messung "Abstand des Punktes P von O ist R 
bei Ruhen der Scheibe" findet zur Zeit t statt. Dann gilt für die Zeit t' bei der 
Messung "Abstand des Punktes P von O ist Rf" 

ť = vт ""-• 2 I 
+ Ш)t 
+ \в\)г-

Es ist bemerkenswert, daß wir die gleiche Situation bei der Akustik in der At
mosphäre wiederfinden. 

S c h r ö d i n g e r hat in seiner Arbeit [SCR01] eine Differentialgleichung von 
der Gestalt 

d2u du 1 d2u 
dx2 dx R2 dr2 

(Die Bezeichnungen wurden hier geändert.) 

Eine Lösung ist 

x 

= 0. 

u = e 2 COS V [ t + 

Wir setzen 

so gilt wieder 
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Bemerkung 10. Ein anderes Beispiel. 
Es sei ij)(y) = sin2 y/y und f(x) = 4z(1 - x). W. M e t z 1 e r hat in [MET01] 

folgendes gezeigt: Es ist 

f(l>(y))=ip(4y), (13) 

dann folgt 

/ ( n ) t y ( y ) ) = V ( 4 n ) . (14) 

Es wird nun in üblicher Weise die Reihe 

oo 

*(y, *) = F(il>(y), t) = £ tkfik) MV)) (15) 
k=0 

gebildet, die nach (2) gleich ist 

oo oo 

Y,tk(sm2ky)2 = \Y,tk(l-cos2k+1y) 
fc=o fc=o (16) 

H Î V *<»•«>) 2 

ist, wo 
oo 

S(y,t) = ^tkcos2k+1y (17) 
fc=l 

ist. 
Metzler stellt nun nach Hardy fest, daß für t > \ diese Funktion S für alle 

y nicht differenzierbar ist. Daraus folgt, daß auch Ö>(y,t) nicht differenzierbar 
ist. 

Wir setzen nun y = ncp, dann schreibt sich 

0 0 k k 

S(^,t) = Y,tk((e2^)2 +(e-2^)2 )• 
k = l 

Wir nehmen nun eine Gaußsche ganze Zahl a = A -\- \B und setzen 

a 

dann wird 

( oo • 2 f c - 2fc \ \ 

T^T-g'*((t) +(t) ))• 
eine bemerkenswerte Formel. 
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Eine weitere Bemerkung zu den Reihen. 
Wir nehmen zwei Gaußsche Primzahlen 

7T1=A + iB und 7T2 = C + iF>. 

Wir setzen 

тti _ A + iB 
ҡг A-iB 

A2-B2 . 2AB 
A2 + B2 ' A2 + B2' 

= eҠÌXl 

к2 C + iD 
ҡ2 C-iD 

= eҠІX2 . 

Es sei nun eine Potenzreihe 

Ev" = E«/^ 
konvergent für 0 < r < 1 gegeben. Wir setzen 

, A2-B2Ҳ2 

r=iЖ+~W ' ^ = 7ГX2: 

dann wird 
A2-B2\\, 
A2+B2 * 

17ГX2 

Wir transformieren nun nach Euler den Kreis \z\ < 1 auf die Halbebene £ < 
— (1 + £ ) | , wo £ = £ + ir] ist, durch die Transformation 

c = -.z 
l + z 

also wird 
2 

E__ 

c = ^ - ' "2 

S , . . x 2 

(A2-B2\ 
\A2 + B2 ) 

1 + lл2-a2V т̂  

(A2-B2)2ҡ2 

7Г2 

, A12 R 2 ^ 2 

7T2(^2 + B 2 ) 2 + 7 T 2 ( A 2 - £ 2 ) 

und die Reihe geht über in 
oo 

£<ufc, 
k=0 

wobei 

t = (-i)"E(3«. 
konvergent ist in £ > — \ . 
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Bemerkung 11. Anharmonische pythagoräische Tripel. 
Wir haben schon in der Einleitung (von "Über einige geometrische Anwen

dungen der Pythagoräischen Tripel, Teil III") den quadratischen Zahlkörper 
Q{\f—3 ) erwähnt und wollen noch kurz die analogen Formeln ableiten. 

In Q ( v ^ 3 ) sind die ganzen Zahlen von der Gestalt 

a + bC, 

wobei C die Zahl 
- l + ix/3 

^ 2 

und a und b ganze rationale Zahlen sind. C genügt der Gleichung 

( x - l ) ( x 2 + x + l) = 0 . 

Es ist also 
C2 + c + i = o . 

Eine zusätzliche Nullstelle zu den trivialen Nullstellen ist 

.2 = _I_ ___! = f = I 
^ 2 2 ^ C ' 

Was nun die Faktorzerlegung betrifft, so haben wir sechs Einheiten 

±1, ±c, ±C2 • 

Die Zahl 3 ist zerlegbar in 

3 = (1 - C)(i - c2) -

Wir betrachten nun in Z alle Primzahlen von der Gestalt 3fc + l , für die Darstel
lung 

p = A2 + W2 

in ganzrationalen Zahlen A und B gilt. 

T sei die Menge der ganzen Zahlen. Setzen wir nun 

b = 2B , a = A + B , 

so sind 

n = a + bc, n = a + bc = a + bc2 

in T nicht assoziierte Primteiler von T und es gilt 

p = nn . 
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Die assoziierten Teiler von IT sind außer II noch 

Cn = -b + (a-b)c 
und 

C2n= ( b - a ) - a C -

Ist nun II = a + bC eine Primzahl in T, so ist die Norm iV(II) = n f i eine 
rationale Primzahl p von der Gestalt 3k-f l . Wenn b gerade ist, dann ist B = ^b , 
A = a — \b und p = A2 + 3B2. Wenn b ungerade und auch a ungerade ist, 
dann wählen wir statt II die Zahl Cü. Ist jedoch a gerade, so nehmen wir C2n. 
Wir können also immer annehmen, daß b gerade ist. Diese Normierung findet 
sich in [HAS01]. 

Weiters gilt bei dieser Normierung 

xmodp 

vgl. auch [AIG01]. 
Ist a eine Zahl aus T, so bilden wir 

?(«) = ! • (*) 

Es ist 

q(a) = ^ . (18) 
v J aa K J 

Beachten wir, daß 

c + c = - i , cc = i, c2 = - i - c 

ist, so erhalten wir 

aä = (a + b()(a + b() = a2 + b2 - ab (19) 

und 
a2 = (a + bC)2 = a2 + 2abC + b2C2 • (20) 

Dies ist weiter gleich 
a 2 - b 2 + (2ab -b 2 )C-

Setzen wir 

X = a2 - b2 , 

Y = 2ab - b2 , (21) 

Z = a2 + b2 - ab, 

so ist also 
q{a) = Z-l{X + YQ. (22) 
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Daraus folgt 

\q\2 = Z~2[X2 + Y2 -XY). (23) 

Nun ist aber |g|2 = 1, wie sofort aus der Definition von q folgt, also ist (X, Y, Z) 
Lösung der Gleichung 

X2 + Y2 - XY = Z2 . 

Wir nennen nun das Tupel in (4) ein anharmonisches Tupel (kurz AH-Tupel) im 
Gegensatz zum pythagoräischen Tupel (A2—B2, 2AB, A2+B2), das wir als har
monisches Tupel (kurz H-Tupel) bezeichnen. Weiters ordnen wir dem H-Tupel 
ein H-Paar 

(X-\Y V3Y\ 

y z ' 2 z) 
zu. Nun müssen wir zur Zahl X + \Y die assoziierten Zahlen 

Xl + i^C = (X + iY)( 
und 

X2 + iF2C = (X + iF)C2 

betrachten und die H-Tupel (Xl,Yl1Z) und (X2,Y2,Z) berechnen. 

Nach (8;), (8") sind jetzt statt a, b die Buchstaben X und Y zu nehmen 
und (4) zu benützen 

X1+iY1 = -Y + {X-Y)( 
und 

X2+IY2 = (Y-X)-X( 

zu nehmen. Wir erhalten die H-Tupel 

bzw. 

* 1 = 2ab -a2, 

- 1 = ò 2 - a2, 

Zi = Z 

x2 = b2- 2ab, 

y2 = a2--2ab, 

z2 = Z. 

(4') 

(4") 
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Sie sind ebenfalls Lösungen von (7). Wir nehmen wieder das H-Tupel, für das 
ganzzahlig ist. Wenn dies bei (8) nicht der Fall sein sollte, so nehmen wrir 

(*i ~ \Yr _ ^ M oder (ZlZ&l ylYl) 
\ Z ' 2 Z) ° [ Z ' 2 Zj 

(Hasse-Normung). 

Wir können also ohne Einschränkung annehmen, daß das gerade bei (8) der 
Fall ist. 

Da q vom Betrag Eins ist, können wir setzen 

q(a) = e 1 ^ (25) 

(7r Kreiszahl). 

Wir können die Frage stellen, ob fl(a) ausführlich geschrieben irrational ist 
oder nicht. Wenn a eine Primzahl n aus T ist, dann ist dies sicher der Fall, 
denn wäre $ rational 

< ? = ™ , 
n 

so ware 

n 
п = e 

also 

nV"-i 
nj 

und 
TT2n TT^ n 

Dies widerspricht der Eindeutigkeit der Zerlegung der Zahlen in T, da ja n und 
n nicht assoziiert sind. 

Da # irrational ist, so ist die Folge (M — [W]), wo / alle natürlichen 
Zahlen durchläuft, eine gleichverteilte Folge. Wir können analog wie bei der 
pythagoräischen Folge die Diskrepanz DN abschätzen: 

A2 + 3 5 2 

logjY 

Wir wollen in der allgemeinen Theorie weitergehen. 
Wenn a und ß zwei Zahlen aus V sind, so ist 

q(aß) = q(a)q(ß). (27) 

Setzen wir 
<y = aß = v + u(. (28) 
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Ist 
a = a + b( , ß = c + d(, 

so erhalten wir 
v = ac — bd, u = bc + ad — bd. (29) 

Für a = ß erhalten wir 

v = a2 - b2 , u = 2ab - b2 . 

Wir können wieder voraussetzen, daß u gerade ist, sonst betrachten wir eine 
assoziierte Zahl von 7. 

Ordnen wir jeder Zahl a eine Matrix 

M(a) = 
a - \ \y/Šb 

-hy/Šb a-% 
(30) 

zu, so erhält man (13) einfach durch Matrizenmultiplikation 

M(a)M(ß) = M{n) • (31) 

Das ist besonders praktisch, wenn wir Potenzen von a erhalten wollen 

al = a{ + b,C, 

da 
M(al) = (M(a))1 (15;) 

ist. 
Nehmen wir nun s verschiedene nicht assoziierte Primzahlen 

n 1 } . . . , n s (32) 

aus T mit den zugeordneten Primzahlen p 1 , . . . , ps und den zugeordneten 
tfj,..., rds, so sind sie modulo Eins linear unabhängig. Man kann wie bei den 
H-Zahlen zeigen (vgl. [HLAll]), daß die Folge 

(W1-[W1],...,Ws-[Ms]) 

im 5-dimensionalen Einheitswürfel Es gleichverteilt ist mit einer Diskrepanz 
DN, wobei 

D < C < P ( l Q g l Q g N Y m ) 

DN<C<PS ^ ^ , (33) 

wo Ps =p1,...,ps ist. 
Wir wollen noch einen Approximationssatz beweisen. Wir betrachten zwei 

Funktionen im Intervall \t\ < 1 und setzen 

/<«> = I ^ T ? - *> = I ^ V (34) 
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Weiters setzen wir 

Es ist 

und 

«(*) = f(t) - \g{t), V(t) = &g(t) . 

Ѓ+92-f9 = l 

u2 + v2 = 1 . 

(35) 

Es ist nun fúr \t\ < 1 

und 

i/'(l)i < 

i$'(í)i < 

; I - Í + <2)2 

6 

Weiters ist 

also wird 

( ì - í + ť2)2' 

(30) 

(20') 

und 

i/'(l)i < f 

W(t)\<f. 

(37) 

(2ľ) 

Es sei nun 7 eine Zahl mit \*y\ < 1. Zu jeder Zahl N > 1 gibt es ein q mit 
1 < q < N, so daß 

T) 1 

(*) 
Es wird also 

und 

also 

und 

7 -
p < 1 

qN • 

/(7)-/(f) < M a x | / ' | 7 " 
P 

' 

9<n)-g(ţ) <Max|c/'| 7 -
P 

' 

/W-/(f) , 100 
- qN 

gb 0 - Í ' ( 
Ł) 

J 
< Ю( 
- qh 

3 
т • 

(38) 

(22') 
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Es wird 
J2 ^2 

/p\ _ r -p (__\ _ ^pq-p 
\q J q2 — pq -f p2 ' V q J q2 — pq + p2 

Nehmen wir nun an, q wäre gerade, so erhalten wir 

1 - 7 2 q2 -p2 

und 

1 — 7 + 7 2 q2 — pq-\-p2 

27 — 72 2pq - p2 

1 — 7 + 7 2 q2 — pq-\-p2 

Nehmen wir statt / und g die Funktionen 

< 

< 

100 

~q~Ñ 

100 

~q~Ñ' 

2t-l 

und 

so wird 

bzw. 

und 

bzw. 

Ш~ t2_t + V 9S) = 

t2 -2t 
Ш~ t2_t + V 

92(t) = 

V\ 2pq-q2 

(P\ 

l - t 2 

t 2 - t + \ 

1 — 2ř 
t2 - t + 1 ' 

M?J p2-pq + q2 

/p\ _ p2 - 2pq 
/ 2 U j p 2 - p q + q2 

9i 

92 

(Ł) = — 
\яj p2-

2 2 
Z — PZ 

pq + qz 

\QJ p 

q2 — 2pq 
1 -pq + q2 

/i(7) = -
2 7 - I 

- 7 + 72 

ш = 7 2 ~27 

1 - 7 + 72 

I - 7 2 

^(7) = г^т^ 
Ш = _ ^ 2 -

(39) 

(23') 

(22") 

(22'") 

Schluß bemerkung. 
Es sei a eine geeignete ganze Gaußsche Zahl A + iL?, so haben wir i9 stets 

definiert durch die Gleichung 

a — — e
17ríý = cos 7TŮ + i sin irů . 

a 

wir schreiben deutlicher i?(a). 
Es ist 

SІП 7ГÎ? = 
2AB 

A2 + B2' 
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Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit 0 < i9 < \ setzen, dann ist 

. 2AB 
" ^ = a r c s i n A2 + B2 • 

Es ist 

2AB V = 1 (A2-B2^2 

A2+B2) \A2+B2 

Nun ist 

P 2 - - 2 | | = (|A |-|-|)(|^| + |ß|) 
da \A\ — \B\ als ganze Zahl > 1 ist. Es ist also 

2AB Y^ÍШШ, . ,., 
A2 + B2J ~ \A2 + B2 

Die Potenzreihe von arcsin x ist für \x\ < 1 konvergent, wir können sie daher 
anwenden. Es gibt aber eine besser konvergierende Reihe für (arcsin x)2. Es gilt 
nämlich (vgl. [KNO01; S. 275]) 

( "*"'-5£ ! l i r 9 , f ' (**) 

Es wird also 

ыi2 'fľ-4'f. 2AB x 2fc 

A2 + B2 

Man könnte auch die Fourierreihe für die Funktion 

coskx 2 -2 (__Z_x\ _ __ . ~~ 
v 2 7 ~ 12 + 2 -

aufstellen. Man hätte dann 

k2 

Ќ=I 

* 2 ( W ^ + £ £ . (.») 
* = 1 

wo wir _4fc bereits benützt haben. Es wird 

Ak + iBk = (A + iB)k = ak. 

Es genügt an sich, i9 nur für die Gaußschen Primzahlen zu bestimmen. Zerlegt 
man a in Primzahlen in der Form 

so ist 
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also wird 
# = Lxdx + • • • + Ls$s (mod 2), (f) 

an sich eine wichtige Gleichung. 
Als Kontrolle können wir die Chebyshev-Polynome berechnen 

L / \ : D \ LI 

bzw. 

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen den Gaußschen Zahlen a = 
a + ib und der zugehörigen Norm N(a) = a2 + b2, wenn p eine Primzahl von der 
Gestalt 4fc + 1 ist, die vielleicht schon von Gauß, aber vor allem von G. Eisen
stein5 hervorgehoben wurde. Sie beruht auf der komplexen Multiplikation der 
Lemniskatenfunktion sinain-u, kurz s(u) genannt, der Umkehrfunktion des In
tegrals 

u 

dx 
/ 
0 

VT X 4 

Diese Funktion besitzt die reelle Periode 2CJ und die komplexe Periode (l + i)cj, 
wobei 

l 

du 
- • / VT 

0 

ist. Es gilt weiters 
, . U(s4(u)) 

s({a + ib)u)=s(u)v^—j, 

wobei U(w) und V(w) Polynome vom Grad \(p— 1) sind und ihre Koeffizienten 
ganze komplexe Zahlen sind (die noch besondere Eigenschaften haben, vgl. dazu 
G. Eisenstein3). 

Man kann an Verallgemeinerungen der pythagoräischen Tripel denken. 
Es seien a0,al,...,as ganze Zahlen und es seien («5 + 1) Tupel gegeben durch 

al-(al + ... + al) 2a0a. 
a 2 + a 2 + . . . + a 2 > a 2 + . . . + a 2 m r 3 i ' - - - s -

Den Fall, daß die a reell bzw. komplex sind, habe ich in meiner Arbeit [HLA10] 
behandelt. 

5J . Reine Angew. Math. 30 (1846). 
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Benützt man Cliffordsche Zahlen pl5... ,p5 mit p1. — 1 für alle j und pjPk 

-PkPj' s o kann man die (s + 1) Tupel von der Gestalt (i = A / - T ) 

( g 0 - i ( f l 1 + --- + flj) 

flo + a\ H h fl^ 

zusammenfassen, symbolisch 

fl0 - i(fl1p1 + • • • + asps 

2 

a0 + i(a1p1+--- + aaps) ' 

Anwendungen der pythagoräischen Tripel hat der Verfasser schon früher ange
geben. Ich verweise auf [HLA06; Kap. 10] (Das Coulombgas) und vor allem auf 
[HLA06; Kap. 12] (Über ein Modell der Turbulenz), sowie [HLA09] und [HLA10]. 
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