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PYTHAGORAISCHE TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG
UND GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN (2. TEIL)

EpMUND HLAWKA

(Communicated by Karol Nemoga )

ABSTRACT. The first part of this article appeared in [Acta Math. Inform. Univ.
Ostraviensis 11 (2003), 29-72]. In this earlier paper the author continued his in-
vestigations on Pythagoreian triples, uniform distribution and applications which
he already started in [Bonner Math. Schriften 121, Univ. Bonn, Bonn, 1980] and
in [Aequationes Math. 58 (1999)]. In the first part of this paper the author fo-
cuses on the construction of Pythagoreian triples by means of prime numbers in
the Gaussian number field and various geometric applications. In the first three
sections of part I applications to line geometry and to spherical trigonometry are
discussed. Sections 4-6 are devoted to rotations in the three dimensional space.
The present second part is not self-content, it makes use of the notation and
results of the first part. It starts with Section 7, which is devoted to the ortho-
gonal group in higher dimensions. Section 8 gives applications to non Euclidean
geometry and in Section 9 Clifford’s surface is discussed. In Section 10 Godel’s
cosmological model is considered. In Sections 11 and 12 applications to a prob-
abilistic model and to infinite series are discussed. The paper ends with several
remarks on solitons, Doppler’s phenomenon and aberration and on extensions of
the theory to quaternions and imaginary quadratic number fields.

87

Im ersten Teil der Arbeit haben wir Drehungen im dreidimensionalen Raum
betrachtet. Wir wollen im folgenden einen Blick auf den hoéherdimensionalen
Fall werfen. Jede orthogonale Matrix O 14a8t sich durch passende Transforma-
tion TOT~! (T orthogonal) auf Normalform O, bringen: Ist n die betreffende
Dimension des zugrundeliegenden euklidischen Raumes gerade (n = 2s), so
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EDMUND HLAWKA

wird, wenn die Determinante Det O =1 ist,

WO Dj von der Gestalt

cos27d;  sin2md; |
—sin 27m9j cos 27r19]. |

ist. Ist aber n ungerade (n = 2s + 1), dann ist sie von der Gestalt

D,

0, = : (3)

wo e =1 ist.
Ist Det O; = —1 und n = 2s + 2, so gilt wieder (3) mit

=1 2.

Fiir n = 2s+1 ist aber wieder e = —1. Wir nehmen nun s geeignete Primzahlen
py,---,P, und die zugehorigen m,,..., 7, und setzen in gewohnter Weise fiir
j=1...,s
X( )—H—oﬂﬁ (4)
; _A§+B]2 = cos2md;
24,B;

Y(’fl’]) = m = sin 27'("0‘7 . (4’

Man erhilt weitere Drehungen, wenn man Potenzen W;j nimmt, wo [ ; eine
ganze Zahl ist fir j =1,...,s ist.

Wir konnen aber auch die Gestalt der Drehungen, welche wir fiir n = 2 in
84 entwickelt haben, heranziehen:

R + 8 7 (4"
vz + 4

woa=A+iB=6und f=C+iD=7.

Wir wollen dann die Transformation in homogener Form schreiben, indem
wir 2 w,

z=—, w= (3)
) Wy
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PYTHAGORAISCHE TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG UND GEOM. ANWENDUNGEN

setzen: Es ist dann
=az, + ,
Wy - 1+ 8z, 6)
Wy = Y21 + Y2y -
Wir haben damals fiir die Gréflen A, B, C, D folgende Darstellung gegeben
(vgl. §4 (30) (34)):
A = cos g ,
B =sin§¢, = V1- A%,
C':singn0 =V 1- A%,
D=—sinbg = —/1- 42%,.

Es war (o, 7y, &) bzw. (—(y, =1y, —&) der Drehvektor und ¢ bzw. @ — ¢ der
Drehwinkel. Wir kénnen dann, wenn n = 2s fiir die Drehung O die Darstellung
geben

P,
0, = , (7)
(bs
wobei
a, f.
. = J J 8
und
a;=4;+iB;, % =-5;, )
ﬁj=Cj+iDj, 5j=aj
und
oy * +18,° = A3+ B +C: + D} =1 (10)

fir j=1,...,s.
Wir nehmen wieder geeignete Primzahlen, die wir in drei Gattungen einteilen:

Pis--sDgs Pis---> D, Py, ..., 0", mit den zugehérigen 7y, ..., 7, , 7, ..., @,
7I_// 71.//
AP (g
Wir konstruieren die A,,..., A, mit Hilfe der ;
191' 2 ; 19]'
Aj=X(7rj)=cos7, ,/l—Aj:Y(vrj)=sm7. (11)

Dann konstruieren wir uns mit Hilfe der ’/T;»

u; = X(m5), v; = Y(r}) (12)
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und mit Hilfe der 7r;.’

u; = X(77), vt =Y (x!). (13)

Dann berechnen wir den Drehvektor

(Cojynoj,foj)a (14)
Y
c=c.u,
CO] J l] "
Noj = V5, (15)
£ = U,V - (16)

Dies ist gerade die Darstellung der Sphére (10), (10’), (10”) in §1, aber jetzt in
der Reihenfolge (z,y,x).

Die u;, v; sind von der Gestalt
2 2
uj = u v, = ﬂ (17)
Uj?+ij’ J Uf—i—ij

Das sind Grofien, die wir frither mit a, b bzw. A, B, usw. bezeichnet haben.
Die v, v/ entstehen aus den u;, v;, indem wir Uj, V] statt U, V; schreiben.
Wir erhalten die B, C, D in der Form

(Bj,Cj,Dj) = \/I—AJQ«(Cojy%j,—ﬁoj)- (18)

Bei dieser Konstruktion sind die Vorzeichen €; noch willkiirlich wéhlbar. Wir
haben 2° Moglichkeiten. Will man sie wieder konstruieren, so nimmt man

weitere s geeignete Primzahlen pgg’), ..., p'¥ mit den zugehorigen 7r§3), R S
Wir betrachten s Teilintervalle J; = (0,a;) des Einheitsintervalls (man kann
z.B. wieder a, = % nehmen). Ist x . die Indikatorfunktion von J; fur j =
1,...,s, betrachtet man fiir ganzzahliges [ = 1,2,...
e; =1-2x;({lo}) (19)

({a} = Bruchteil von a: a — [a]), wobei

. )

e = ﬁ (20)

T

Es ist ja die Folge (lo;) gleichverteilt modulo 1 in E°.

Man kann die Konstruktion noch verallgemeinern, indem man in den Gat-
tungen der Primzahlen (es sind jetzt im ganzen vier) vier Gattungen von ganzen
Zahlen (lgg),...,lf’)) k = 1,2,3,4 zugrundelegt und die Wﬁk) zur Potenz lj“
erhebt.
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Werfen wir noch einen Blick auf die unitiren Transformationen U, die auf
Diagonalform gebracht, die Darstellung

AL
A
U= , (21)
A8 —
AS
haben, wobei die A; vom Betrag Eins sind (/_\j ist die Konjugierte zu A;).
Nehmen wir wieder s geeignete Primzahlen p,,...,p, mit den zugehorigen
Ty,-.., T, dann schreiben wir fir j =1,...,s
. 5
A =™ =2 (22)

<.

bzw. allgemein

l]"k
.
.

wo [; , wieder ganze Zahlen sind.
Wir haben dann die Darstellung

<

A = X (2 iy (). (24)

Fiihrt man nach Olga Taussky Todd eine passende Transformation aus
(vgl. [TAU02], die allerdings v/2 enthilt), so kommen die X bzw. Y direkt ins Spiel.
Wir fiihren dies nicht naher aus und bemerken noch, dal wir durch unsere
Konstruktion auch Hermitsche Matrizen H in der Form
_U-E
U+E
erhalten kénnen, und zwar in Diagonalform. Die auftretenden Koeffizienten sind
von der Form ctgnd; bzw. ctgnl; 0. Es wird

(25)

X ]j”“)
Y (")
und es ist nach dem Satz von Scherrer-Hadwiger der Nenner stets ungleich Null.

Wollen wir in O alle Drehwinkel in Erscheinung bringen, so brauchen wir
sn(n — 1) Drehungen D, (ﬂkj), wo i die Zeile bedeutet und (k,j) alle Paare
mit k£ > j sind. Dabei durchlduft j die Zahlen 7 = 0,1,...,n—2 und k =
1,...,n—1. Zur ganzen Darstellung verweisen wir auf die berithmte Arbeit von
A. Hurwitz [HUROL; S. 546 564], vergleiche auch [HURO02].

(26)

- (71'1‘
l.J

ctgmd; =
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Bei der zweiten Darstellung, wobei wir die Matrizen E(p,«,3) beniitzen,
benétigt man 3+ 5+ -+ (2n — 1) = n? — 1 Parameter p, «, . Auch hier sei
wieder auf die Darstellung bei Hurwitz verwiesen. Bemerkenswert ist, dafl man
die Parameter auf den Quader Q: 0 < p< 5, 0 < a <27, 0 <3 <27 ein-
schrinken kann. Man kann dann gleichverteilte Folgen in @ betrachten verteilt
mit einer Dichte p, welche das Volumselement in @ ist.

Hurwitz hat mit Hilfe dieses Mafles Invarianten zur orthogonalen Gruppe
konstruiert. Nimmt man eine gleichverteilte Folge zu dieser Dichte, so kann man
damit solche Invarianten approximieren. Betrachten wir p, «, § im Komplexen,
so kommt man zu den Invarianten der unitdren Gruppe. Mit Hilfe des “unitéren
Tricks”, den Hurwitz erfunden hat, kommt man zur linearen Gruppe, die ja auch
in der Geometrie der Zahlen eine wichtige Rolle spielt.

So kommt man — ein alter Traum des Verfassers zu einer Verbindung der
beiden Gebiete. Fiir den Fall n = 2 liegen hier alle Hilfsmittel vor.

Kehren wir zur Transformation (7) zuriick. Betrachten wir nun zwei Drehun-
gen mit verschiedenen Drehvektoren r; = (¢y,7;,¢&;) und r, = ((,,7,,&,), die
sich nicht im Vorzeichen e unterscheiden. Es sind r; und r, Vektoren von der
Lénge 1. Wenn o der Winkel von r; und r, ist, so gilt bekanntlich

coso =717y = § & + 1M1 + 665
Betrachten wir die A;, B;, C;, D; definiert in (9), so gilt

2 2 2 _ 2
B;+C;+D;=1-A4;<1 und #0,
so finden wir
B,B,+C,C, + D, D, .
VB?+ C; + D?/B2 + C3 + D3
Dies fiihrt zu folgender Deutung: Betrachten wir die Vektoren r = ((,7n,£) als

Punkte auf der Sphére, dann kénnen wir ¢ als Entfernung 'd der beiden Punkte
r, und r, ansehen

COSO =

d(ry,r,) = arccosr; T, .

Betrachten wir die Ebenen ué 4+ vn+ wé = 0, so konnen wir als Abstand d von
zwei Ebenen E| = (u;,v;,w;) und E, = (u,,v,,w,), den Winkel der beiden
Ebenen
Uy Uy + V3 Vy + W Wy

Vud + v+ wi/ul + v? +w?
ansehen. Ein Beispiel sind die (B, C, D).

Wir sprechen von einer sphérischen Geometrie. Identifizieren wir r = (¢, 7, £)
und —r = (—=¢, —n, —¢&), d.h. erkldren wir als Punkte die Paare (r, —r), so wird
aus der Sphéire das Modell einer projektiven Ebene, d.h. wir betrachten die

d(E,, E,) = arccos
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Drchachsen und achten nicht auf den Drehsinn, so erhalten wir bei Beibehaltung
der Definitionen vom Abstand der Punkte bzw. Ebenen die elliptische Geometrie.

Wir haben vorher den Kosinus der Winkel o zwischen zwei Drehachsen
durch die zugehorigen Drehvektoren (r;,v,) bzw. (r,,v,) durch die zugehérigen
Groflen A, B, C, D ausgedriickt. Wir wollen nun diesen Kosinus coso durch
die zugehorigen Fixpunkte z,, z, (vgl. §4 (29)) ausdriicken. Es sei F(w) =0
ein quadratische Gleichung, welche z,, z, als Wurzel besitzt, die bis auf einen
Faktor eindeutig bestimmt ist.

Wir setzen w = 1, dann wird aus F(w) eine homogene Form F(w,,w,)
und wir konnen sie schreiben (wenn 2z, = s+ it)

F(w,,w,) = (s —it)w? + (1 — [s|* = [t|*)w,w, + (s — it)w]

(Man braucht nur

(z=2)(2—2y) =(2—2) (z + 2_11>
zu bilden, den Nenner z, wegschaffen und dann F' homogen machen!).

F. Klein nennt diese Form die diametrale Form zur Drehachse, die der
Durchmesser der Einheitssphére ist. Jedem Durchmesser kann eine solche Form
zugeordnet werden. Diese fast vergessene Theorie gestattet viele Anwendungen.

Man kann also den beiden Drehachsen (r;,—r;) und (r,, —7,) zwei Formen
F,, F, zuordnen und unter Beniitzung von §4 (19), (19’) die Formel fiir coso
so schreiben

4(sy8y +t1t,) + (1 - (5% + t%)) (1 - (33 + t%))

*
(1482 +t2)(1 + 82 +t3) (+)

COS o =

Haben wir drei Drehungen, also drei Drehachsen, so haben wir auch drei Formen
F,, F,, F; und damit drei Durchmesser auf der Einheitssphire. Nun haben mit
84 (19), (19') die auftretenden Quadratwurzeln zwei Vorzeichen, diese bestim-
men also 2° sphirische Dreiecke. Man kann zu je zwei Formen, die man aus
den drei Formen F), F,, F; herausgreifen kann, die Funktionalformen %
bilden, die wieder diametrale Formen sind. Wir nennen sie ¢, , ¢,, ¢, . Man kann
durch die sechs Formen den sphérischen Dreiecken A Winkel der Seiten und
Winkel zwischen den Seiten zuordnen und diese mit Hilfe von (%) ausdriicken
(vgl. [KLEO1; §36, S. 174-177]).

Man kann zwei verschiedenen diametralen Formen F), F), eine dritte solche
Form F,, zuordnen. Sind (r,,—r;) bzw. (r,,—r,) Drehachsen von F,, F,,
dann bilden wir uns das vektorielle Produkt r, x r, (vgl. §3).

Ty X T

2= ry x 1y
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gehort zur Form F,.

Bilden wir also zu den Formen F,, F,, F, die Formen F,,, F,,, F,.
Die zugehorigen Drehachsen bilden dann die Potenzdreiecke der sphérischen
Dreiecke A.

Betrachtet man den pythagorédischen Fall §4 (30)—(34'), so kommt man
zu den trigonometrischen Formeln, die den Zusammenhang zwischen den ver-
schiedenen Darstellungen der Drehungen herstellen, wenn man auch §3 beriick-
sichtigt. Man nimmt drei Paare an (p,,p,), (P3,P4), (P5, D) -

Wenden wir auf die Punkte der Sphére

E+n+¢=1

die stereographische Abbildung an (wir haben sie schon in §4 beniitzt, verwenden
jetzt aber andere Buchstaben)

3 o

= Y =
1+¢ 1+¢
Verwenden wir wieder die Bezeichnungen u, v, u’, v', so erhalten wir
E=w', n=w', E=eu.
Fiir ¢ = 1 erhalten wir
_uevw o 20 T,
Ut +Vv¢ U, U2 +VE U’
flir e = —1
x U= v 20V U,
UZ+V3E V, UZ+VE W,
also zusammengefaflt
Uz -v2 20,V
X +iY = L Lot W,
o <U12+V12 U2+V2)
e 1 V, U
Z 1—¢g)=2
W, = 2((1+6)U2+( 5)V2>
ist.
Wir hatten umgekehrt
£ = 2X B 2Y 5_fl—(XQ-i-YQ) )
Tlrxzqyvz 1T irxeqve T T (X2 Y2

Wir erhalten
4((dX)? + (dV)?)

2 12 2 2 _
ds? = d€® +dif +d¢* = — s

o4
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als Bogendifferential fiir die sphéarische bzw. elliptische Geometrie, von der wir
vorher gesprochen haben.

Dies fithrt uns nun zur hyperbolischen Geometrie, zur eigentlichen nichteuk-
lidischen Geometrie, kurz NE Geometrie genannt.

Bevor wir dies tun, wollen wir noch die Formel §7 (x) begriinden. Wir
beniitzen dazu §4 (19), (19') und (29').

Es wird
ot 1 |z -1 2B
=2, — — = =
R z, i(-C +1iD)
und
= B C+iD
127z, C-iD’
Daraus folgt sofort
2 +Z2 2C
1- =17
T T T T CSiD
und
2, — 2 2D
1 —_ia—a __ .
Fan=—iTr i(C—iD)
Nun sollte z; = s + it Sein, daraus folgt sofort fiir den Vektor
v=(B,C,D),
v=Fuw,

wo w der Vektor
(1—(s*+t%),2s,2t)
ist und E der Faktor C;%.
Es ist

of? = B[ wf?.
Nun ist
lv|? = B2 + C? + D2
und
[ = (1— 6% = %) + 4st = (1 + 8>+ 2)°.

Wir erhalten
v w

= £—
ol ]’

wobei ¢ = +1 ist, also explizit

(B,C,D) (1—s2—12,25,2t)

VB2 C?+D?  1+s2+1¢2
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Daraus folgt unmittelbar (x). Wir hétten auch (f) beniitzen konnen.

Es liegt nun nahe, auch im hoherdimensionalen Fall — sagen wir fiir n = 2s,
so die Darstellung §7 (7) — s solche diametrale bindre Formen F,,...,F, zu
verwenden und das Produkt

F=F, -F,

zu bilden, welches eine zerlegbare Form vom Grade 2s in 2s Variablen w ist,
und als diametrale Form von O; zu betrachten.

§8

Wir legen statt der Sphire das Hyperboloid
H: 7’ - (X?+Y%) =1 (1)

zugrunde. Sind p, = (X,,Y],2,), p, = (X,,Y,,Z,) zwei Punkte von H, so
definieren wir den Abstand d(p,,p,) durch

Cosd=Z2,Z, - (X, X, +1}Y,) (2)
und als Abstand von zwei Geraden E|, E,, gegeben durch

uX+vY+wZ=0, u X +0,Y +w,Z =0,

_ Uy Uy + UV Vy + Wy Wy
cosd(E,,E,) = \/u2+1)2+w2 ZrZt
1 1 1V U2 2 2

also wie im elliptischen Fall.
Um rationale Punkte von (1) zu erhalten, nehmen wir wieder zwei geeignete
Primzahlen p;, p, mit den zugehorigen 7, = U, +iV,, n, = U, + iV, und

definieren
1(U;, V; 1(U;

J J J J

Wir setzen jetzt (nach WeierstraB) fiir z, y, z grofe Buchstaben (W-Koordinaten
genannt)

Z=1L,L,,
X=ML,,
Y= M,.
Wir haben dabei beniitzt, dafl
2 2 _
L - M; =

o6
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ist. Wir erhalten weitere Punkte, wenn wir ganze Zahlen m,, m, und «{"*, 73"
zugrundelegen.!

Wenden wir wieder stereographische Projektionen

oo X Y
“1+vz0 YT1yz
und die Umkehrung an
v = 2z v 2y 142 +y?
T T Im@re) T =@y

wo 2 + y? < 1 sein muB, so erhalten wir
dz? + dy?

ds? =4 5
(1—(z2+9?)

(1. Poincaresches Modell).
Dabei haben wir Gelegenheit folgende Transformation zu besprechen

wobei Z = X +1Y und |Z] < 1 ist,
S=a, f=7
ist und
A2+ B2 - (C?*+ D) =|af -]y =¢ (8.2)

ist. Dabei ist € =1 oder —1.
Man kann den zweiten Fall auf den ersten zuriickfithren: Definiert man

o, = —1i7, B, = —ia,
so wird B
= ayZ +7,
WI(Z) = 0_ 0
(2) Y2 + 6,
und

lagl? = b l* = Iy* — la* = 1.

IDie Kreisverwandtschaften (vgl. [PERO01])
X/=\/1—v2X Y,=v1—1)2Y 7 Z+v

I )

vZ +1 vZ+1 T wZ+1
erhalten dann rationale Koeffizienten, wenn wir in gewohnter Weise v = Xg—i—%g setzen.



EDMUND HLAWKA

Setzt man dann Z = Z', fiihrt also eine “Umklappung” durch, so wird

ayZ' + B,

W(Z') = .
(Z') Yo'+,

Wir erhalten die gleiche Transformation (8.1), wenn wir («, ) durch (—q, —7)
ersetzen.

Transformation (8.1) kénnen wir auch anders schreiben: Wenn
1
= (8.1°)

dann wird |Z,| < 1 und wir erhalten

imd Z_ZO

7' =ém 220
¢ ZzZ-1

(8.1")

Wir definieren nun drei Gaufische Zahlen U, +iV,, U, +iV,, U; +iV}, am
besten drei verschiedene Primzahlen 7 j bzw. Potenzen davon. Dabei definieren
wir

LUV AV
a(j) = Wa (J) = ma (8.3)
) 1 (U, V. ) 1 (U, V. .
C(]):E(Vj+7;)’ dU)Zi(‘_/j‘_Fj‘) : (8.3)
Es ist stets
@)+ ) =1,  (c()’ - (d()* =1.
Wir definieren die Vektoren
(A, B) = (a(3),b(3)c(2)), (8.4)
(C, D) = b(3)d(2)(a(1),b(1)) (8.4")
Fiir das erste Modell bilden wir uns dann
a=a(3)+1b(3)c(2), (8.3)
v = b(3)d(2)(a(1) +1b(1)) (8.5")

und es wird

also gilt (8.2).
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Beim zweiten Modell wird

a=A+D, b=C+ B, (8.6)
c=C-B, d=A-D. (8.6")
Das gewiinschte Resultat ist
ad—bc=A*>-D*— (C*-B*) = A*+B*— (C*+D*) = o) - 7> =1.

Wir konnen also mit Hilfe der pythagoriischen Tripel unendlich viele rationale
Punkte, insbesondere Folgen von solchen Punkten und Geraden, im Inneren des
Einheitskreises bzw. in der oberen Halbebene konstruieren.

Die geometrische Bedeutung folgt aus der Identitat

1-1Z
1—|WP?2= — =1
Wi |vZ + 62

Es wird das Innere, das AuBere und der Rand von |Z| = 1 auf das Innere, das
Auflere und den Rand von |W| =1 respektiv abgebildet.

Wir fithren mit Poincaré eine NE-Geometrie ein: Als Gerade bezeichnen wir
den Durchschnitt des Einheitskreises mit einem Kreis von der Gestalt
—a(1+|ZP)+ (b+ic)Z+ (b—ic)Z =0
wo a # 0 ist und
|b+icl> > a®,
explizit .
Z=m+re™,

b+ic (b2+(32 )é
m = , T = — —1) .
a a

Die Spiegelung an der Geraden wird gegeben durch eine linear gebrochene Ab-
bildung w = A(Z) mit der Matrix

wobei

A= |1 )
Wenn a = 0 ist, sind es die Geraden
(b+ic)Z + (b—ic)Z =0
durch den Nullpunkt. Die Spiegelung hat jetzt die Form

el? 0
A= [ 0 eiﬂ] )
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wo Y der Winkel der Geraden mit der z-Achse ist.
Die Winkel zwischen solchen “Geraden” sind die euklidischen Winkel.
Als NE-Bewegungen bezeichnen wir die Transformation (8.1).
Die Fixpunkte in (8.1) werden durch die Gleichung

;. _ —BixVAT

A =
2 2(C+1iD)

1

bestimmt.
Im Falle A? < 1 haben wir eine Drehung am Drehpunkt

. —B+Vv1-A4%2  by(14¢,) . 14c,
Z, =1 - =1 =1ib, .
2(C+iD) Cy bsc,

Im Falle A2 > 1 ist es eine Schiebung.
Wir fithren nun im ersten Modell eine Metrik, den Abstand zweier Punkte
im offenen Einheitskreis |z| < 1 ein: Es seien Z,, Z| zwei Punkte, dann ist die
Distanz 7
0 0

DUy ) = 7175+ 1
0

und die Entfernung der beiden Punkte

1 1+ D(Z,, Z})
E_(Z, 7)) = = log ————-2"0Z
120 %0) = 58 TD(Z,, 2))
(vgl. [BEHO1]), die bekanntlich der Logarithmus eines Doppelverhiltnisses ist.
D und E_, sind invariant gegeniiber den “Bewegungen” (8.1). Analoges gilt fiir
das zweite Modell.

Bevor wir weitergehen betrachten wir noch den dreidimensionalen Fall

22— (28 + 23 +125) =1.
Hier erhalten wir rationale Punkte (z,z,,7,,7;), indem wir drei geeignete

Primzahlen p,, p,, p3 mit den zugehorigen m, m,, 7, nehmen, wobei wir fur
Jj=12,3

m; =L, +iM,
nehmen.
Wir erhalten analog
z=LL,L,,
Ty =ML, Ly,
Ty = M,Lg,
Ty = M, .
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Es gibt noch eine oft verwendete Parameterdarstellung der NE-Geometrie.
Es sei m =U +1iV eine Gauflsche Primzahl und es sei wieder

_1(u.v _1(u_V
=3 (v+y), M=3(v-7)
Wir setzen z = L, dann erhalten wir

xf+m§+x§:1—L2:M2.

Dies ist bei festem M eine Sphéire mit Mittelpunkt (1,0,0,0) und Radius |M|
eine sogenannte Grenzsphire. Wir beniitzen jetzt die Parameterdarstellung der
Sphire in §1 und erhalten als Parameterdarstellung

Ao B D

L A2+ B2C? + D2

_ . 24B  2CD

T e 2
C? - D?

7s =M

z=1L.

Im zweidimensionalen Fall haben wir den Grenzkreis

A? — B? 2AB

Dabei seien die zugehorigen Primzahlen 7, = A+iB, 7, = C +iD und «.
Wiéhrend wir fiir die spharische Geometrie ein Modell im dreidimensionalen
Raum haben, eben die Sphére, so wurde fiir die NE Geometrie ein solches von

Beltrami gegeben, namlich die Pseudosphére. Sie entsteht bekanntlich aus der
Traktrix

z=1L.

1
z=lg<1+ T—z—l—\/l—r2)=<1>(r) (3)
fiir 0 < r < 1 durch Drehung um die z-Achse

T =T7Ccosp, y=rsing, z=®(r).

Beachten wir, daf
dz 1

— =4/= -1, 4
dr r2 (4)
so erhalten wir fiir die obige Fliche, wo » und ¢ die Parameter sind,

2
ds* = d2® + dy® + d2* = (%) + 12 dp?. (5)
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Nehmen wir als neue Parameter

1
£ = F ) n=e, (6)
so erhalten wir e 4?2

Setzen wir ¢ = £ +in, dann ist
1
[d¢J? = (d&)* + (dn)*, 57 (¢=C) =1.
Es schreibt sich dann das Bogenelement
4| d¢)? :

d32 = '(Cld_i_l)Z . (8)
Wir machen nun die Transformation: Abbildung des Einheitskreises in die obere
Halbebene

/A
C=iz1 (9)
also wird
447 dZ
2 _
und
= 1—1Z2

—(=9;j—"=1
(—¢=2i TAE
(2. Poincarésches Modell), also

2
AP 4jazf? (10)

C=m% " (1-12)°
Aus den Automorphismen (8.1) des Einheitskreises werden die Automorphis-
men der oberen Halbebene Im{ > 0
¢ = al+b
ceC+d’
wo a, b, ¢, d reelle Zahlen mit ad — bc = 1 sind und folgender Zusammenhang
besteht

a+d . b+c
a—2+12,
b+c .a-—d
B = D) +1 5
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Die “Geraden” sind die oberen Halbkreise
€ — o =12,
wo r, auf der z-Achse liegt und r der Radius ist und auch die Halbgeraden
Re{ =z, Imé>0.

Kehren wir zum ersten Modell zuriick: Wir hatten die Abbildung (8.1) in der
Form (8.1"), (8.1") geschrieben

-7
W(Z)=e™ 20
(Z) =" 771
Es war
et = & Zoz—ﬁ.
(6 o

Es wird jetzt
iro _ a(3) +16(3)c(2)
T a(3) —ib(3)c(2)
Da die a(j), b(j), ¢(j) rationale Zahlen sind, so erhalten wir dadurch ein neues
pythagordisches Tripel, das noch weiter betrachtet werden kann.
Weiters wird

1%l =

ol =

1b(3)d(2)]
|(a(3))” + (b(3)d(2))|*

Wir hatten noch die “Geraden” , also die zum Einheitskreis orthogonalen Kreise
k mit Mittelpunkt m und Radius r eingefiihrt, wobei

m=%< und r= }—
a a

waren. Wir nehmen jetzt fiir m und r

also wieder rationale Zahlen.
Im zweiten Fall sind die “Geraden” Halbkreise mit Mittelpunkt X, auf der
x-Achse
|Z - X0l2 = T2 ’

wo wir Mittelpunkt und Radius als rationale bzw. als nicht negative rationale
Zahlen wihlen und Im Z > 0 sein soll. Das Kleinsche Modell erhélt man aus
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dem ersten Poincare$chen Modell durch die Darbouxschen Transformationen

(§4 (27))
_ 2z _ 2y 11— (24P
e e Cirerem)
wo (£,7n) ein Punkt im Kleinschen Modell €2 + 7% < 1 und (z,y) ein Punkt im
ersten Poincaréschen Modell mit z2 + 32 < 1 ist.
Umkehrung (€2 +n* + ¢* = 1) nach §4 (26):

P S
1+4+¢7 1+¢
und
1-(&+n?)

Es besteht also auf der Pseudosphére die NE Geometrie, allerdings enthélt
das Modell Singularitdten, wie man sofort sieht. D. Hilbert hat unter starken
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gezeigt, dal es keine singularitdtenfreien
Modelle in der NE Geometrie im dreidimensionalen Raum gibt. Es hat nun
Bieberbach [BIEO1] ein singularitdtenfreies Modell der NE Geometrie im
Hilbertraum gefunden. Ein weiteres Modell hat Blanusza [BLAO1] und
[BLAO2] gegeben. Dort ist auch weitere Literatur angegeben. Auch ist ver-
merkt, daf} es sogar ein singularititenfreies Modell im dreidimensionalen Fall
gibt, ndmlich von Nash (1954) unter schwachen Annahmen. Blanusza hat
auch fiir die mehrdimensionale NE-Geometrie singularitdtenfreie Modelle im
Hilbertraum angegeben, spater auch in hochdimensionalen endlichen Rdumen.

Wir wollen nun die Methode von Bieberbach auseinandersetzen und
dabei der Rezension von Cohn Vossen zu [BIEO1] (sieche [COHO01]) folgen.
Wir entwickeln die rechte Seite von (10) in eine Potenzreihe. Da

Z| . (11)
(1—IZ|2 =1

so folgt, da |Z|? = ZZ, d|Z|2_dZZ
ds® = lel—l dz7'""'dz. (12)

=1
Wir setzen nun fiir [ =1,2,3,...

Xy HiXy = \L/IZ[ (13)
Xy —iXy = %Zla (13"
dXy_y +idXy, = %Zl_l dz =iz dz, (14)
dX,_, +idXy = ViZ'71dZ. (14')
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Es ist also )
(dXy_,)? + (dXy,)?2 = (22)1dZdZ,
also ist
o0
ds? =D ((dX,_,)? + (dXy)?) . (15)
=1

Wir fithren Polarkoordinaten ein

Z=re™, (16)
also ist 1
Z, =X, . +iX, = —rlel™? 17
! 201 NG (17)
also
Xo_1 = —l—rl cos il (18)
A-17 )
1 .
X, = er sin wld . (19)

Es seien Py, Py 8eeignete Primzahlen mit den zugehérigen U, V', also

T, =U, +iV}, o =Uy, =V,

dann sei l
eimd — T Qild — (Zr_l) _ Uy +ivy,
™ T U, —iVy,
und
U22 — V22 ?
= (=2—2) <1, 20
’ <U22 + Vi (20)
da
2U,V, \°
1-7«:(@%) 50, (20)
so wird
2
X — L U22 — V22 U12l — ‘/12l (21)
A VI\UR+ V) U +iVvy’
21
X, — i U22 — V22 2lelvll (21/)
T I\U3+VE) Ul +ivy’
also
U2 V2 21l U .V l
Z:i 2 — Vo <1+11 ‘ (21")
VI \U2 4+ V2 U, —iV,
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Wir kénnen vom Kreis zur oberen Halbebene iibergehen

7, +i .
Cl_lizl+1‘§l+”7l
und | ]2
2z 147
WEMETTZE ST TozE

Die Z, sind Funktionen von r, cos7lY und sinwld. Die Folge (Z,,Z,,...)
bzw. (X,,Y,,Z,) ist ein Punkt P in der NE Geometrie. Wollen wir eine Folge
von Punkten in der NE Geometrie erhalten, so miissen wir eine unendliche Teil-
folge aus der Folge der geeigneten Primzahlen, z.B. die Folge der geeigneten
Primzahlen selbst, wahlen. “Dariiber” liegt die Folge von Punkten der NE Geo-
metrie, welche eine Folge im Hilbertraum bilden. Das gleiche gilt fiir die Folge
der ((¢)))- '

Nun gibt es bekanntlich zu jedem Punkt P in der oberen Halbebene eine
Transformation 7' von der Gestalt

aC+b
cC+d

wobel a, b, ¢, d ganze rationale Zahlen mit ad — bc = 1 sind (Man nennt eine
solche Transformation eine Modultransformation. Wir haben sie schon am An-
fang der ganzen Reihe von Arbeiten iiber pythagordischen Zahlen behandelt).
sodafl ¢’ im “Fundamentalbereich” der Modulgruppe liegt. Der Fundamental-
bereich — die Modulfigur - ist

1

~1<Re(’<2, |21, Im¢ >0

(= T(¢),

Fihrt man eine solche Transformation (wir wollen sie 7, nennen) bei ¢, durch.
so liegt die Folge (T,¢;) in der Modulfigur. Diese Modulgruppe wird bekanntlich
durch folgende Transformation erzeugt

'=¢+1, (=¢-1 und g’:—%.
So kann man zu jeder geeigneten Primzahl die zugehdrige Folge (7,(;) kon-
struieren und gewinnt eine Folge von Punkten in der Modulfigur, die ndher zu
untersuchen hier nicht am Platz ist (vgl. auch die Arbeit [HLAO3]).

Die Methode von Blanusza geht ebenfalls von der geometrischen Reihe
aus und zwar fiir die Funktion ﬁ (wir nehmen nun fiir die Bezeichnung kleine
Buchstaben)

1

- 1
1 = — 1.
+;(1+y2)’ A
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Durch Differentiation erhalt man

Z by 1
L+t g3
also auch

S i =
(T+y2)H2  2(1+y?)"
Blanusza setzt nun

=lg(y+v1+y?)

_ el Viz
Tyq +1Ty = i+t
Es ist
dz; =dz,_; +idzy = %(l—fﬁ)%
und es ist

2 2 __ 2 2 —1
(dzg)® + ) |dz|* = dy (1+y2+2 05 le2)erac Zl+y

1=1 =1 =1

—d2< 1 N 1 )+@_dfv + dy?
“Y T+ TR0+ y2 Y2

und
0 o0
1 1 1
2
= ————— =gl - ——— .
l;lz’l ;l(lﬂﬂ)l g< 1+y2)
Es wird

T, zlg‘%} bzw. lg‘gl ,

Ty Hizy = (% (‘%‘ + }%D)_l eiViz
Anhang.

Wir wollen noch etwas iiber die Darstellung von konfokalen Schalen von El-
lipsen bzw. Hyperbeln anfiigen.

Betrachten wir zunachst den Fall der Ebene. Wir setzen
T =uc,,

Y =1U;8,.
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(£) (1) =

Dann ist die Ellipse

bzw. die Hyperbel

Dabei bedeutet

C? - D2 1/C; D,
¢ = F djzi(bi“LE]‘ )
C] +D] j Jj
. - QCij b -1 &_&
J 02 D%’ 1 2\D;
Im Raum
T =1uc,y,
Y = U863,
2= 1,855
Wir kénnen auch wieder die u,;, vy, ¢y, 89;,- .. mit [ =1,2,... beniitzen.

§9. Cliffordsche Flache

Es sei ¥ gegeben (iiblicherweise nimmt man an, dafl ¥ zwischen 0 und %
liegt), dann betrachten wir im R? die dreidimensionale Sphire

i+ T+ a5 +ai=1 (1)
(wir haben sie friither oft mit

A2+ B*+C*+D*=1
bezeichnet) und in ihr die Cliffordsche Flache

3 + 75 — (2% 4+ 22) = cos Y. (2)
Daraus folgt
xf—kx%:cosQ%, $§+x§:sin2%
und daraus folgt die Parameterdarstellung
TV T .
) = €08 - COS g, zy = cos 5-singp, (3)
.Y Ty
T, = sin - cos g, T3 = sin 5-sino . (3)
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Das Bogenelement ds der Cliffordschen Fléche lautet
2
ds® = % d¥? + cos? —ng dy? + sin? % do?. (4)

Wenn ¢ konstant gelassen wird, so haben wir einen Zylinder vor uns. Den Kurven
w+0 = Konst bzw. ¢ —o = Konst ensprechen Grofikreise der Fliche. Auf ihnen
gilt die Euklidische Geometrie. Die Gauflsche Kriilmmung der Flache (3), (3')
ist Null.

Bei Hilbert Cohn-Vossen [HILO1] findet sich das Beispiel:
(cos u cosv, cos usinv, sin u cos v, sin usin v) .

Rationale Punkte werden geliefert durch die Kombination von zwei pythagora-
ischen Tripeln
A*-B* Cc?*-D* A®’-B®> 2CD
A2+B2 CZ+D2 A2_|_B2 C2+D2
2AB _C*-D? 2AB 20D ’
A2+BQ C2+D2 A2+B2 CZ+D2
woa=A+iB und =C+1iD ist.

Fiir o = § bzw. (2k + 1)F erhalten wir einen Zylinder

xf—i—:z:g:cos?%, xszisin%, z,=0. (5)
Lassen wir diesen Fall beiseite und gehen wir zu inhomogenen Koordinaten iiber
- I _ T2 _ I
n=go RS W= (6)
so erhalten wir das Hyperboloid
9
(v +u3) t8” 5 —y5 =1, (7)

wenn ¥ nicht von der Gestalt ¥ = (2k 4 1)5 ist. Symmetrischer ist die Gestalt
(y? + y3) sin? % — y2 cos? % = sin® % , (8)

welches auch Sonderfille einschlief3t.
Wir konnen der Cliffordsche Flache auch den Torus

z=(a+rcoso)cosyp,
y=(a+rcoso)siny, (9)
z= rsing

mit a = ctg %, r =sin 1212 zuordnen oder in impliziter Gestalt

(\/x2+y2—a)2+z2 =7,
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Das Hyperboloid wird
(v +u3) = a*(1 +3). (7)
Fiir ¢ = 5(2k + 1) erhalten wir

T =acosyp,
y=asinp, (10)
z==%r.

Der Zylinder (5) ist die Menge der uneigentlichen Punkte des Hyperboloids (7),
also abgebildet auf die Kreise
) s

:1:2-+-yQ=cos2—2—7 2= *sin 5,

welche auf dem Torus liegen.
Das Hyperboloid (7) ist abgebildet auf dem Torus, wenn man jeden Punkt

T Cos T 7w sin w sin o

— , = ctg — , = 11
2 coswo Y2 875 cosmo Y37 Cosmo (11)

Yy, =ct

dem Punkt (8) zuordnet.

Wir nehmen jetzt wieder drei geeignete Primzahlen p;, p,, p; mit zugehorigen
Ty, o, Ty

G=COS%=X(7T1), r=sin%z¥(7r1)7
cosmp = X (m,), sinTp = Y(m,), (12)
cosmo = X(m,), sinmo =Y (m,).
Wir setzen noch
X(m;) = cosmy;, Y(r;) =sinmy;. (13)

Wir wissen, dafl die x; irrational sind. Die uneigentlichen Punkte ¢ = $(2k+1)
bzw. ¥ = 7(2l + 1) wurden also nicht durch (13) dargestellt.
Zu den Punkten, die wir durch (12) erhalten, bei festem m; kommen noch

weitere Punkte hinzu

1 = X (xl) +1Y (x})
und

ot = X (xp) +1Y (nb)
wobei I, , l; ganze Zahlen sind.

Wir erhalten so unendlich viele Punkte auf der Cliffordschen Flache wie auf
dem Hyperboloid und auf dem Torus.
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Bevor wir weitergehen wollen wir noch eine Umformung beim Hyperboloid
(7) vornehmen. Wir setzen

p—0=T.

Es wird dann nach (9), wenn wir noch s = tgo setzen

Y, = %% = %(COST— ssinT),
Yy = %(scosm—i—sinv')

und
Y =5.

Fiihren wir eine weitere Primzahl p, bzw. m, ein, so wird
cosT = X(7), sinT =Y ()

und wir erhalten

Y = %
Yy = %(SX(W) +Y(n)).

Wir haben also eine Drehung vor uns.
Es gilt nun
ol¥ — ol oiT — Ty
Mg T ’
Wir kénnen also statt der Primzahlen p,, p,, p; auch die Primzahlen p;, P3
und p nehmen.
Betrachten wir nun den Torus:

Wir fithren in bekannter Weise statt o die Variable

ag
dv 2r a—r o
w~/%+cosv_ a2_r2arctg( atr 82
0

cin. Es wird der Torus auf das Rechteck

- < SO S T,
T T
CJaZ 2 <y =< 2 12
abgebildet. Die Lingen der beiden Seiten des Rechtecks werden 27 bzw. 2t =
21 ctg ”2—19 .

Wir setzen nun
24, By,

2 2
ASI - le

T=ictg£22=1
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und fiihren den ganzen Apparat der elliptischen Funktionen bzw. der Theta-
funktionen ein. (Wir verweisen auf das sehr gut lesbare Buch [CHAO1].)

Wir setzen weiters
— Tty g

~(9,(0,7))° . (0,00,7))?
k_(@;(0,7)> ok ‘(@Z(o,ﬂ) ’
0,(0,7) =2 i gta)’

0,(0,7) —1+§:
n=1

O4( —1+2i

und

wobei

Esist k2 +k'2=1
Wir setzen nun
2 .
w, = mO3(0,i7), Wy = W T

Fiihren wir die vier Thetafunktionen ein (die Summen gehen von —oo bis oo,
der Index ist n)

7_) — —iZ(—l)nq(n+%)2 e(2n+1)7riv’
0,(v,7) = Z q(n+%)2 entlmiv,
6) (’U 7_) — Z(_l)nqnz e2n7riv’
’U 7_) Zq 2n7r|v

Die elliptischen Funktionen stellen sich dar wie folgt

snu = e(wll’T) 93(()’7-),
0, (%, 7) 6,(0,7)
@1(2%’7') k'

cnu = -,
@2(‘%’7) k
O, (%,

dnu = 3(“;’ T)\/F
@2(E’7)

Setzt man
y=cnudnu, T =snu,
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so erhalt man das elliptische Gebilde

y? = (1 — x2) (1 - k2x2) ,

da
sn?u 4 cn?u = 1,
dn’u+ k%sn?u=1.
Dabel ist
0,(0,7) ¥ 0,(0,7)
L = =2\ K _ P2
VI 0,(0,7)’ k 0,(0,7)’
wobei 0. (0.7)
_ 9 \uT
\/— B 93(077_)

ist. Betrachtet man die /-te Potenz von r,, r,, so sind die 4,, B; durch A,
B,, zu ersetzen (Anwendungen siehe Bemerkung 2, [SEEO1] und [SEE02]).

Bemerkung.
Es ist oft zweckméBig, die Transformationsformel

VF050,7) =0, (0,-1)

zu ersetzen. Diese Formel ist ein Spezialfall der berithmten Transformations-

formel ,
/T Loty (v _1
T®3(v,7') =e @3(7, 7_) .
Es wird A B
1 .1 ( 31 31)’_ )
= =—i|lz = —-=2)=—-itg+~,
2 \B; 4y 2

also das zugehérige g = e ™18 % .
Wir fiithren noch die Kleinschen Modulfunktionen

1 (250, 7) + ®5(0,7) + ®5(0,7))°

1) =5 (®, (0, 7)®,(0, )P, (0, 7))

ein und

A7) = k(7).
Es gilt fiir alle ganzen Zahlen a, b, ¢, d mit ad —bc =1

(28 - s
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in der oberen Halbebene Im 7 > 0 mit

J(p)=0, J)=1, J(io0) = 00,

27

wo p =e 3 im Fundamentalbereich der Modulgruppe ist.
J(7) hat die Reihenentwicklung

1 o0
— {1 + cann) ’
2633 (]2 ( ;
wo alle ¢, nichtnegative ganze rationale Zahlen sind.

Das Bild von J(7) im Bereich In7 > 0, —1 < R(7) < 0 ist die obere
Halbebene und fiir Im7 > 0, 0 < R(1) < % ist es die untere Halbebene. Diese
Abbildungen sind bijektiv, also existiert die inverse Funktion von J(7).

A(T) ist ebenfalls eine Modulfunktion

ar +b\ _ - _ ._
)\(CT+d)—)\(T) mit ad—bec=1,

wobeil b, ¢ gerade ganze Zahlen und a, d ungerade ganze Zahlen sind.

§10

Wir haben bisher mit Hilfe der pythagoraischen Tripel rationale Punkte auf
dem Kreis, der Sphére, der Hyperbel und anderen Mannigfaltigkeiten behandelt.
Wir wollen noch einige andere Beispiele anfiihren, angeregt durch die in der
Kosmologie verwendeten Modelle.

Wir betrachten zunéchst die n-dimensionale Sphéare fiir alle Dimensionen.
Sei n die Dimension dieser Sphire. Wir nehmen n geeignete Primzahlen, die

zugehorigen GauBschen Primzahlen seien 7y,...,m,. Ist 7, = U; +1V}, so sei
2 _y2 V.
T e 8
Ui +V; Ui+ V;

dann sei
Ty =V Vg Uy Uy

Lo =V Uy Uy Uy,

Ty =V Uy 92Uy

Ty = V1Uy,
Tpq = U .

74



PYTHAGORAISCHE TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG UND GEOM. ANWENDUNGEN

Wir konnen von S, zu S, ,, iibergehen, wenn wir setzen

r_
Ty =T1Vp41>

I —
Ty =T Upyqs

"
T3 =Ty
/ —_—
Ty =23,
! —_—
Tpig = Uy .
Nehmen wir ganze Zahlen [,...,l und legen
7rlll, RN 71'51"

zugrunde, so erhalten wir neue Losungen

oyl )y g (el

Am einfachsten ist der Fall [, =--- =1 =1. Wir schreiben dann kurz

2, (), ...z, ().

Wir kénnen nun weitere Mannigfaltigkeiten ins Auge fassen.

Nehmen wir eine weitere Sphére

St Ui+ Yoy =1

(7)

Konstruieren wir mit Hilfe weiterer Primzahlen ¢,,...,q,, und ganzen Zahlen

I !
.0

Y l)s e Y (U000

und einer weiteren Primzahl p

p=C+iD
_1(C_ D _1(C _
H1_2(D+C)’ H?‘z(D
Wir haben dann
H!-H;=1.

Wir setzen dann
ijxjHl, j=1,...,n+1,

W, =y Hy, k=1,...,m+1,

so erhalten wir die Mannigfaltigkeit

Zi4 o+ Z2 - (W + W2 L)

(8)
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da ja
(@ +- -+ ab ) HY = (Wi + o+ yng)HY = Hy — Hy = 1.
Fiir n = m =1 erhalten wir (Godelsches Modell)
G: Z}+7Z;— (Z;+ Z7) = 1. (13)
Fiir n =2, m =1 (Anti-de Sitter-Modell, vgl. (18))
2P+ 72+ 72— (Z7+7%) =1. (14)

Wir haben statt W, = Z,, W, = Z, geschrieben.
Nehmen wir die null-dimensionale Sphéare

Syt Z*=1 (15)

und in der obigen Konstruktion m = 1, so erhalten wir

Z.=z.H, ,
J Jj 1 (16)
Zy=W,=H,,
dann haben wir
Zi+-+ 2 —Zy=1. (17)

Fiir n = 4 erhalten wir den de Sitter-Raum, also explizit mit

und

= Uy UgUsly
Ty = U Vyly, (19)
Ty = VyUy,
Ty =1U

Wir benétigen also 5 Primzahlen, um die Hyperbelwelt von de Sitter darzu-
stellen.

Ist z3 > 22 und setzt man z, = zH, und z; = zH,, so erhilt man die
Sphére z2 + 23 + 22 + 22 =1 (H. Weyl).
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Wir koénnen noch andere Mannigfaltigkeiten beschreiben (Methode von
Hawking). Wir nehmen die Halbsphére

i+ a5+ a2+ +al=1 mit z, <0 (20)

und die de Sitter-Welt
i+ +ai+ri—zi=1 mit z,>0. (20)
Der Durchschnitt ist gerade S; und z; = 0. Wir nehmen dann einfach in der

obigen Konstruktion die fiinfte Koordinate im Fall der Sphéire negativ bzw. bei
de Sitter positiv.

Anhang.
Betrachten wir den Fall n =3, m =1, d.h. es ist

2472472+ 72 =1, Z2+72=1. (%)
Wir setzen fir j =1,2,3,4

s 5 (1C] . |D
2,=7(|5]+|¢l)
und fiir j = 5,6
5 ¢l_|D
2,=7,(|5-18)
so erhalten wir
(21)2+"'+(Z4)2 - (( A5)2+(26)2) =1 (**)
Wir setzen nun
Z,+iZ, = «a, Z,+iZ, = f3, Zo+iZs=r1,
so wird
laf> + 18> =1, I7]> =1.

Damit haben wir einen Zusammenhang zu §4 zur Matrix

a
— ﬂ o
mit |a|? + |8]|?> = 1. Wir konnen die dort angegebenen Parameterdarstellungen
ibernehmen.
Es sei nun 7' =t, +it, eine Gaufische ganze Zahl, dann sei

!

3

_ 2ind
/_e ’

T =

Rl
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also
t2 _ t2
5= —é—g = cos 7Y,
t1 + t5
2t.t
6= T 22 = sin7d.
t1 + &5
Wir kénnen nun statt 7 auch
Tl — eiﬂl‘l?

nehmen, wo | eine ganze Zahl ist. Es ist
Zg, = cosml, Zg = sinmly .

Wir nennen [ die fiktive Zeit 0, £1,....

Wir bezeichnen (kx) als die komplexe de Sitter Welt. Diese Welt zu betra-
chten wurde ich durch einen Diskussionsbeitrag des Philosophen C. F. v. Weizséc-
ker zu einem Vortrag von Dirac angeregt. Obwohl von Weizsécker dies in anderer
Weise anwendet, wurde ich durch seine Bemerkung dazu gefiihrt, eine Dichte
p(7) einzufithren und mit «, #, 7 zu multiplizieren. So erhalten wir als Man-
nigfaltigkeit

A

a=pa, p=pb, T=p1,

T
5= /p(r) dr
0

und 0 < T < 1. Wir erhalten also
l&f* +18° = |7* = p°,

wobei die p von der komplexen Zeit 7 oder nach von Weizsicker von der atom-
aren Zeit 7, genauer von ¥ mod 1, abhingt. Nehmen wir nun eine gleich-
verteilte Folge (¥,) im Intervall (0,1) mit der Dichte p. Die Folge (Iv) ist
nach dem Satz von Scherrer und Hadwiger eine gleichverteilte Folge modulo 1.
Wir konstruieren nun eine gleichverteilte Folge 9, von der Dichte p

wobei

g

&k:%é[l—'—ﬂk_o/p(ﬂ dr}

n (0,1). Es sei nun T < 1 die kosmische Zeit, dann betrachten wir

T

N

1 .

N > xom D) = /p(T) dr + Fehler,
k=1 4
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wo nach §0 (10")
201gC

lgN -
Diese Multiplikation mit der Dichte p kann man auch bei den anderen Mannig-
faltigkeiten, die wir hier betrachtet haben, einfiihren, z.B. bei der Sphére in §1.
Diese Ahnlichkeitstransformation hat noch weitere Anwendungen.

| Fehler | <

Eine Bemerkung zum kosmologischen Modell von Gddel.

Kurt Godel hat am 7. Mai 1949 ein Modell des Kosmos vorgeschlagen, welches
grofles Interesse gefunden hat (zur Literatur vgl. man [GODO1], [GODO02],
(GODO03], [HAWO01], [HLGO01] und [KUNO1]).

Wenn wir das Bogenelement ds des Godelschen Kosmos in der Fassung von
Kundt zugrundelegen:

2 2 2
d32=<dt—Md§> iy (dgn%d"—du?) ,

so setzen wir wie schon vorher (vgl. §8)
E+in=_C(.

Wir bilden wieder auf dem Einheitskreis ab:

_.z41
C—lz—l

und erhalten

_ zidz . dz dz 2P
e (e 1 R e

Wir entwickeln nach Potenzen von z, Z und ersetzen wie bei der Bieberbach-
schen Methode (vgl. §8) 2!, z! durch z,, , und z, bzw. dz, dz durch die
zugehorigen dz,,_, und x,,. Wir behalten v, ¢ bei. So erhalten wir ein Modell
des Goédelschen Kosmos iiber dem Hilbertraum der Variablen z,,z,,.... Man
driickt dann 9 in diesen neuen Variablen aus und entwickelt in eine Potenzreihe.
Dies soll hier nicht ndher ausgefiihrt werden.

Anmerkung zum Goédelschen Modell.
Godel hat in seiner Arbeit Quaternionen eingefiihrt, die er als hyperbolische
Quaternionen bezeichnet. Wir wollen sie kurz Goédelsche Quaternionen nennen.

I =4 =Ty + T, + Tk + 230 = (2,2, 75, 23)
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wobei
2 =1, =2 =1,
jk=—-kj=1, kl=—-lk=—j, lj=—jl=k,
§=1Ty—T,] — Tk — x4l
und die Norm von ¢
N(q) = qq3 = z; + 23 — (23 +z3)
ist. Quaternionen mit der Norm 1 sind
I = (coszy,sinzy,0,0),
II =(chz,,0,0,shz,),
I = (1,z,,2,,0) .
Faflt man sie als Abbildungen von G auf, so geht G bei Abbildung III, II, I in
sich selbst iiber.
Diese Godelschen Quaternionen konnen wir auch fiir unsere Pythagoraischen
Tripel verwenden.
Ist a eine Gauflsche ganze Zahl A + 1B, so konnen wir
a A?-DB? 2AB

a2 i

A2 - B? 2AB 0.0
A2 + B2’ A2 4+ B2’
zuordnen und

(3(5+8)2(5+9) - (325 525)

die Quaternion II

1{1(A B 1A B
(5(5 (5+%)003(5- 7))) |
Dabei ist der Ausnahmefall im Satz von Scherrer und Hadwiger natiirlich aus-
geschlossen.

Goédel betrachtet dann eine 2. Abbildung. Wir schreiben sie gleich explizit
auf

die Quaternion I

t
r_
Uy = COS shru,,

V2
.t
u) = smﬁchru1 ,
I . 3 .
Uy = Sin w—ﬁ shru,,

, t
Uy = COS <p—7§ chru, .
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Gédel nimmt dann 7 = ¢lg(1+ v2 ) und R = che = 1. Wir wollen G in der
Form

g +iuy 2 = fuy +iug|* = [uf —uj +uf —uf| =1
3) mit den

schreiben. Wir nehmen drei geeignete Primzahlen p; (j =
). Dann be-

1,
zugehorigen Gaufischen Primzahlen @; = A; + 1B, (j = 1,2,
trachten wir die “timelike” Punkte

N ! A; By
w3 (2) (5 7)

. 1wy ! A, B
U2+IU3_27_T2 <771> (33+A3

fiir [ = 0,£1,£2,....

2,
3

§11

Wir machen nun eine Anwendung von §10 (5) auf die Wahrscheinlichkeit-
srechnung. Wir setzen

P =22(l), Py==3(), ..., P, =2%(l) (1)

mit s =n+ 1. Es ist
P4 Pyt tP, =1 (2)

und alle Pj sind positiv und kleiner als Eins.
Wir betrachten auf £: 0 < (; <1 die Intervalle

0<(<P, P<(<P+P, ..., P <(<I1. (3)
Wir nennen sie kurz
Ji gy os g
Die Léngen sind P,,..., P, und alle rational. Das einfachste Beispiel ist s = 2
U2 - U2\? 2U, U, \2
P =22 P==12 . 4
= (o) - =) @

Wir konnen (U? + U22)2 als Anzahl der moglichen Fille und (U2 — U22)2 als
Anzahl der glinstigen Félle und (2U,U,)? als Anzahl der ungiinstigen Fille

auffassen oder umgekehrt.
Fiir jedes Intervall J; gilt dann fiir die relative Haufigkeit Hy (4) nach §1 (10)
lim Hy(j) =P,. (5)

N-—o00 J
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Die Wahrscheinlichkeit P; ist gleichzeitig auch die relative Haufigkeit. Der
zugehorige Erwartungswert ist, wenn a,, ..., a, reelle Zahlen sind,

a,P, +---+a,P,. (+)

Wir konnen die multinomiale Verteilungsfunktion

X g 0
betrachten und die Entropie
> P,logP,. (7)
k=1

Wir wollen noch iiber die bedingte Wahrscheinlichkeit in unserem Modell spre-
chen.

Wir betrachten eine Teilfolge J], ..., J; unserer Folge J,,...,J,. Die Vereini-
gungsmenge bezeichnen wir mit J'. Da die Intervalle disjunkt sind, ist
p(J") =p(J) +--+p(J). (8)
Sie ist nach Konstruktion auch eine Haufigkeit. Wir betrachten nun die Teilfolge
J" ..., J", aus der Teilfolge Jj,...,J]. Die Vereinigungsmenge bezeichnen
wir mit J”. Sie ist Teilmenge von J' und es ist
p(J") =p(J)) + -+ p(J)) (9)
und auch wieder Héufigkeit. J' ist natiirlich eine Teilmenge von J'. Es ist also
A&
N NZL(J/’7$k) :p(‘]”)) (10)
k=1
AI

=
2|~
Mz

uJ' ) =p(J"). (10)

E
Il
-

Es ist A” < A’ und sie sind die Anzahl der Folge (z,) in A” bzw. in A’. Es ist
weiter
AII _ p(J/I)
AT p(a)
Betrachten wir jetzt solche z,, die in J' liegen. Wir numerieren sie durch:
Z,,...,&;, wo l = A’ ist. Dann ist

(11)

A" die Anzahl der Z;, welche in J" liegen.

Es ist l
1 .
=7 E W(J",2,), (12)
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also die Haufigkeit der 2, welche in J’ liegen. Wir kénnen nun vom Standpunkt
der Folge (&), von J' aus gesehen, mit S die Anzahl der méoglichen Falle und
mit A" die Anzahl der giinstigen Félle, welche in J" liegen, bezeichnen.
w oy AT ")
s ) = 5 =B

Ist A" = F, soist p(J') = 1 und p(J"”) ist die Anzahl der giinstigen Fille,
womit wir auf die Laplacesche Definition zuriickkommen, dann ist alles moglich.

Jedes p; hat als Nenner u? +vJ2. Der gemeinsame Nenner Z ist das Produkt
(uf + v?)--- (u? 4+ v?). Dies konnen wir als die Anzahl der mdglichen Félle
zur Verteilung py,...,p, ansehen. Die zugehdrigen Zahler Z; sind dann die
giinstigen Fille zur Wahrscheinlichkeit p,. Wir haben damit der Laplaceschen
Definition eine Deutung gegeben.

Wir kénnen nun den Erwartungswert (*) so deuten:

Es liege eine Versuchsreihe zur Bestimmung einer Funktion a = a , a,, ..., a;
vor. Es trete Z,-mal a, auf, Z,-mal a,, usf., dann ist die Anzahl der Versuche
Z,+---+7Z,.Da

p; = 7
ist der sogenannte mittlere Wert von a, iblicherweise bezeichnet mit a, aufgrund
der Versuchsreihe gerade der Erwartungswert
a2, a Z

R

E(a) =

Die Streuung o(a) ist dann

Bemerkung.
Nehmen wir eine Folge unendlich vieler Primzahlen 7, so erhalten wir eine
Folge P,...,P,,... mit

P +P,+---=1.
Es seien nun s = n + 1 positive Zahlen P,,..., P, mit
P +---+P =1 (13)
gegeben, dann setzen wir fiir j =1,...,s

T; =:i:,/Pj.

S].=.’E%+"‘+-’If§_1:P1+"'+Pj_1:1_(‘Pj+Pj+1+"')

Wir setzen fiir jedes j =1,...,s
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(fiir j =1 sei s, =0). Wir bilden uns fiir j =1,...,s

|$j|

A = — 14
== (14)
und
[1—s.
— _ Jj+1
Es ist

Bl---Bj:,/l—sj.

Es sind alle Aj7 Bj positiv und kleiner als Eins.
Es sei IV eine natiirliche Zahl, dann gibt es eine natiirliche Zahl v mit 1 <

v < N® und eine ganze Zahl u;, sodaf fiir v;=vmit j=1,...,s
-4, w1
1+ A]- v |~ Nv
Es ist dann
u? —o? 2
J ; 2| = Ny’ (15)
uy +v Nv
2u,v 2
- J < = 15
7 w2402~ N (15')
Diesen Satz haben wir schon wiederholt verwendet.? Wir setzen
2 2
O R L
TR w4
Es ist
2, 12 _
aj + bj =1 (16)
fiir alle j. Wir setzen
i =a,,
$/2 =ba,,
zf% =b,bya,,
(17)
z =b,...b, ja,,

! —_—
T, =0b...ba,,,.

2siehe [HLAO02] und Seite 52 (of this paper).
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Wir setzen Pj = (z).
Es werden die so konstruierten Pj,..., P! im allgemeinen nicht alle Eigen-
schaften haben wie jene, die mit Primzahlen konstruiert wurden.

Man kann das System (P, ..., P;) als Anndherung an das System (P, ..., P,)
betrachten, weil die P; von den PJ{ um hochstens 53— abweichen. Es sind ja

Nwv

P +---4+P =1 (18)
und

P1’+--~+P;:1. (19)
Es gilt auch

1
P P' 2
Py~ Pl < o (20)

Kehren wir zu (1) zuriick.

Man kann im Raum der z,,...,z, eine Koordinatentransformation durch-
fithren (angeregt durch [SAV01])

y =0z, (21)

also eine Drehung vornehmen, in Koordinaten geschrieben

Y=Y, (22)

dann ist
Y, =0, + - +oT, (23)
wo die o;,...,0, ein orthogonales System von s Vektoren sind, also (0;,0,) =0

fiir j # k sind. Es ist bequemer, zunichst noch nicht vorauszusetzen, daf fiir
j=k (o, ]) = |oj|2 =1 ist. Wenn wir die z; durch y; ausdriicken, erhalten
wir

<0 7 y>
= 70—2 (24)
J
fir j =1,...,s. Fiir die Wahrscheinlichkeiten p; erhalten wir
2
<O R y)
pjzil‘?: ( ]2 . (25)
9%
Ein Mittelwert, also eine Linearform in den p;
m = (l,p) = lLp; + - +1p, (26)

erhalt dann die Gestalt

s ((oj,y ) (27)
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und das Quadrat der Streuung ¢ wird

i(lj —m)’p; = i <(Og2.y>) [ —m?. (28)

j=1 j=1 J

Beispiele von normierten Vektoren o,,...,o,, also Drehungen, erhalten wir mit
Hilfe der Formeln aus §7, wobei die Drehungen

[ cos ¢, sincp].] (29)
—sing; cosy;
aneinandergereiht sind. Wir nehmen natiirlich die pythagordischen Tripel und
bleiben damit im Bereich der rationalen Zahlen.

Interessant ist ein System von orthogonalen Vektoren, welche der Verfasser
bei der Radontransformation aufgestellt hat. Es seien a,,...,a, Zahlen mit
a? + a2 # 0 gegeben, dann sei

o, =(ay,...,a,),
0y = (—aya,,0,...,0)
2, 2
03 = (a1a3,a2a3, —(ay + a3)as, 0, .. -,0) ) (30)
o, = (aya,,...,a,_ja,,—(ai +---+da>_))a,).
Es wird
ofza?+...+ai,
og =al+ ag,
02 = a2(a? + a2)(1 + a2 + a) (31
Ein ganz einfaches Beispiel ist: a; =p; (j=1,...s).
Man kann die Sache jetzt umdrehen: Geben wir ein orthogonales System von
Vektoren o,,...,0, vor (es kann auch ein abzéhlbar-unendliches System von

orthogonalen Vektoren sein), einen Vektor y bzw. eine Funktion f, das skalare
Produkt (o;,y) durch
[ fo, da

und g;,9,,... ein orthogonales Funktionensystem. Man kann damit die z;
<°J§y und die Wahrscheinlichkeiten p; bilden. Man kann dann ein approxima-

tives System von Wahrscheinlichkeiten, welches nur rationale Zahlen enthalt.
aufstellen und erhalt damit einen Hilbertraum von rationalen Zahlen.
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Wir kénnen die Uberlegungen noch erweitern. Setzen wir

= /P, e"¥i
a; P;e

fiir 7 =1,...,s, so nennen wir die « ; die Wahrscheinlichkeitswelle und es ist
2 _
|aj| = Pj .
Wir haben also
o [* 4+ ey P = 1.
Nehmen wir den Fall s =2 und setzen a; = a und a, =, so ist
o +y* =1.
Wir hatten in §4 die Darstellung

a = X;(X, +iY])(X; +1Y,),
v=Y; (X, +iY))(X, 1Y),
Setzen wir nach A. Penrose
1
q - ,y I
so ist ¢ eine komplexe Zahl. Wir betrachten ihr stereographisches Bild auf der
Riemannschen Zahlenkugel

(2X3Y3 ei%’7 /\’32 - }?’:2) )

wobei ¢ = ¢, — ¢, ist.

A(a, ) hat das gleiche Bild wie («, 7). Wir konnen also («a,~) als Punkt der
komplexen projektiven Geraden auffassen. Wir kénnen allgemein (o, ..., a,)
als Punkt des (s — 1)-dimensionalen projektiven Raumes auffassen.

Wir wollen jetzt einer binomialen bzw. multinomialen Verteilung eine weitere
Deutung geben.

Es sei f eine Funktion von der Gestalt f(z,,...,z,). Es geniigt, wenn sie fiir
rationale Zahlen definiert ist. Es seien M, ..., M, s Mengen, welche zueinander
disjunkt sind und das Einheitsintervall ausfiillen.

Wir betrachten nun das Integral

J = /.../f()\l(xl),...,)\s(azs)) dz, ...dz, (32)
My M,
wobei .
N(@) =+ (). (33)
j=1
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Wir betrachten nun die Menge aller z; mit

ZLMJ, (x,) = T (34)
k=1

und
a
er =3, (35)
j=1
wo a und r,,...,r, natiirliche Zahlen sind.
Es ist also .
Aj(zy) = ?] (36)
und
= > (=) /.../dxl...dazs
rit-+re=s M, M, (37)
T T1 Ta S‘
=D F(E AP (M) A (]\Ia)m.
Nehmen wir eine Verteilung p,,...,p,, so erhalten wir
s!
JZZrl...rlf(%l"" ?a)pl.”pga' (38)
1 a’

Wir haben bisher ! festgehalten. Der Deutlichkeit halber schreiben wir w, ...
.,w; . Nun beriicksichtigen wir, dafl wir nach dem Satz von Scherrer- Hadwi iger
unser Modell mit Hilfe der GauBschen Primzahlen konstruiert haben und die
zugehorige Folge Ix,,...,lx, im Einheitswiirfel E° gleichverteilt ist (zur Erin-
nerung siehe [HLAO7; §1, u. 2]). Wir konnen daher die Methoden der Gleich-
verteilung anwenden.
Statt einer Sphére S, nehmen wir nun eine abzahlbare Menge S, x ...
+x S, ... von Sphiren mit den zugehorigen Primzahlen und bilden die direk-
ten Produkte. Wir konnen so ein Modell einer elementaren Wahrscheinlichkeit-
stheorie aufbauen.

§12. Reihen

Wir kénnen mit Hilfe der pythagoriischen Tripel auch Reihen aufstellen.
Wir gehen von Fourierreihen bzw. Potenzreihen mit Konvergenzradius 1 aus,
also Reihen von der Form:

() =Y ape(ke), (1)
k
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WO _
e(a) _ e27r10¢
ist.
Weiters ist
P(z) = Z a, 2",
k
wenn wir also z = re(yp) schreiben, ist
re) = arte(kp). (2
k
Wir setzen ¢ = lx, wobei
imx o
X = —
a

ist. Wir haben also
£ = Y agelki) = Y ag (2)°
k

bzw.

p(r,lx) = Zake klx) .

Ein Beispiel fiir (1) ist a, = 77 . Es ist dann

T @)= (6w -8)=
( 2kl 2kl):7ri(%_(lx))-

Dabei bedeutet (Ix) den Bruchteil von Iy, also Ix — [Ix].
Allgemein sind (Bernoullische Polynome) (s gerade)

_3—!_ £+looL (_OLQI_ ———2l
Bs(lX)_ (271’)8( 1)2 I_Z]k2l ( d) (a) :
Betrachten wir die erzeugende Funktion, so ist
t e27ixt B > Bs(lx)ts

et -1 s!
k=1

aber

Q

Es sei auch hingewiesen auf die Kurven von W. Wunderlich

s—1
— iwst mrwst
zZ=a,e + E a,e
k=1
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wo
z=x+iy, a, = b, +ic, .

Ein einfaches, aber wichtiges Beispiel ist das Kirsteprofil (Kirste ist bekannt

durch sein Werk im Bau von Tragfliigeln. Es sei auf die Arbeit [WUNO1] ver-

wiesen)
T = acost, y =csint(l1 4+ mcosa). (1)

Dabei ist 0 < m < 1. Wir haben dies gleich in reeller Form geschrieben.
W. Wunderlich nennt solche Kurven héhere Radlinien. Diese Kurven haben
eine schone geometrische Deutung, grofie Wichtigkeit in den Anwendungen
(z.B. Mandelbrotmengen, siehe [ZEIT01]) und eine lange Geschichte (Die Epi-
zyklen von Ptoleméus)

z=e¥ ((R+r)—hei§“’>.

Es sei nun p = § irrational. Wir nehmen fiir ¢ die Zahlen 27k = ¢,
(k durchlduft alle ganzen Zahlen). Wir bezeichnen mit z, jenes z, welches

zum Winkel ¢, gehort und erhalten
2, = R4+1—he(py,),

da ja e(rk) = 1 ist. (Wir haben dabei fiir €' kurz e(c) geschrieben.)
Da p irrational ist, ist die Folge (pyp,) mod 1 gleichverteilt, also ist

N
. 1
Jim = ;e(pwk) =0,
dann ist
N
Algnooﬁkz k _R—I—T

Weitere Beispiele.
Geometrische Reihen (7 = e'™)

>

(1)
P 1 - Ty
und
>k
> @)
k!
k=0
Es wird 12 ) 4B,
- B .2
k k k (3)

= wrm i
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und
e =exp|r A®— B cos —2AB__,. +isin —QA—B—T : (4)
A%+ B? A? + B? A%+ B?

Die Exponentialreihe ist bekanntlich fiir alle r konvergent, die geometrische
Reihe nur fiir 0 < r < 1. Es erscheint zweckmifig in allen Potenzreihen, deren
Konvergenzradius Eins ist, fiir  auch die pythagordischen Tripel heranzuziehen.
Man wahlt eine geeignete Primzahl p, die zugehorige Gaufische Primzahl 7 =

C + 1D und nimmt
CQ_DQ 2
"= <02+D2) ’

2
1—7"2(—2%) >0,

dann ist

C2 + D2
also ist 0 < r < 1. Nimmt man sogar 7', wo | eine natiirliche Zahl ist, so wird

die Potenzreihe
k
r) = Z T

C2 - D}’
T, = —_—
! C? + D?
eine Funktion in [, welche es gestattet die P(r) fiir alle » mit 0 < r < 1 zu

approximieren.
Man kann (2) auch fiir die Besselfunktionen I (z) mit ganzzahligen Indizes

berechnen. Bekanntlich ist

mit

™

I(2)= % /e(i(ngp— zsiny)) dy

(e(z) = e®). Nun ist

e(i(ngp — zsiny)) = e(inp)e(—zsinp).
Nun sei 7 = A+ iB eine Gaufsche Primzahl, dann ist ({¢) gleichverteilt. Wir
kénnen die Formeln der Gleichverteilung anwenden und haben

I(z—lgnoo Z'y 612’7 7))

Nehmen wir ein festes IV, so ist der Fehler hochstens
(n+]2) Dy (19).
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Dabei ist
101g(C? + D?)

<
Dy(19) < =i

Wir ersetzen nun ny — zsin¢ durch
5 o
ne — Z _?(,yl] - ,71]) )
— ]
J
WO 2,,...,2, Variable sind. Wir erhalten so eine Funktion

I.(2,...,2,),

die eine (bekannte) Verallgemeinerung der Besselfunktionen ist.
Dies fiihrt uns dazu, auch andere Funktionen zu betrachten. Fiir die Chebyshev-
Polynome T, und U, haben wir

A +iB
T (A : — A" — n n
2(7) 10, (v) =~ A1 -iB.’
A —iB
T ~) 3 — AN — n n'
2(7) =10, (v) =7 A TiB,

Fiir die Laguerrschen Polynome L, (x) ist bekanntlich

@
1
I
(12
h
3
&
o~
3

die erzeugende Funktion. Wir nehmen jetzt

2 2
t = 142——32_ 1—t= LAQ_
A2+ B ) A2+ B%)

dann ist
und es ist

und die erzeugende Funktion wird

GEH)GE-1)
Wir konnen auch mehrfache Reihen betrachten.
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Es seien s Primzahlen py,...,p, mit den Gaufischen Primzahlen 7 ,..., 7,
gegeben. Ist chl...kszfl ...zks konvergent in |z,| < 1, ..., |z,| <1, so sind es
die Reihen

E C 7' e - e | = .
k.. ks 1 8 ﬂ-l T

S

Wir konnen die pythagordischen Tripel auch auf Differentialgleichungen an-
wenden. Wir nehmen die Losungen der schwingenden Saite:

u,(z,t) = sin krz(a, cos knt + by, sin kt)

u,(mx, lx;) = i ak(wi)kwl ((%)kwl B <%>kn—l) |

WO p;, P, geeignete Primzahlen und 7, 7, die dazugehdrigen GauBschen
Primzahlen sind.

Wir geben jetzt eine weitere Anwendung auf die Potentialtheorie an.

§13. Anwendung auf die Potentialgleichung

Es ist
%—F’;T’“e(k(la— Zr e(k(la—¢)) — %, (0)
also ist
1 — _ L+re(k(la — ) —2r°e(s(la — )
2 21 k(la—¢)) = 2(1 —re(la — ¢)) ' ()

Dabei sei « eine irrationale Zahl und e(p) = e?>717.

Es sei nun f(p) eine periodische Funktion mit der Periode 1 und integrierbar.
Wir nehmen also ein solches Beispiel einer Funktion

H(z,y) = H(cos2mp,sin 2mp)
definiert auf dem Einheitskreis. Wir multiplizieren die Gleichung (1) mit f(la)
fir [ =1,...,N und dividieren durch N. Wir erhalten dann links

s—1

%A{N,s(auﬂ()) +ZTkA[N(a’ f’ k)e(_ktp)7 (2)
k=1

dabei ist

(a, f, k) e(akl)f (3)

||Mz
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und rechts

N (la — @) —2r° o—
_]1\_[2 + re(la — @) — 2rée(s(l w))f(la). n

2(1 —re(la—¢))

(2) und (4) sind nach (1) einander gleich und wir wollen diese Funktion mit

(b,g’N(Ta (paa) (5)
bezeichnen.
Es sei
_z—a
YT e

wobei |a| < 1 ist. Wir setzen z = e!®, a =re'¥ mit 0 <r < 1, dann ist

1 —|al? 1—r?

1 —az|2 1-2rcosd+r?’

wobei ¥ = |a — ] ist.

Kombinieren wir unsere Formeln mit der bekannten “Alternierenden Metho-
de” von H. A. Schwarz, so konnen wir die erste Randwertaufgabe der Poten-
tialtheorie in der Ebene mit beliebiger Genauigkeit behandeln und vielleicht bis
zur Uniformisierungstheorie vorstofien.

Es seien nun zwei geeignete Primzahlen p,, p, gegeben und =w,, 7w, die
zugehorigen Gaufschen Primzahlen.

Es sei M = sup H auf F, dann gilt nach der Theorie der Gleichverteilung

fiir (3)

My(a, 8) = [ elke)(0) dp +R. (©)
0
wobei ) 1
R =1 (o(f, DY) + M(f)va> (7)
mit |[¢ < 1].
Wir setzen )
JEGIGEEES (8)
0
Setzen wir .
B, = 2 M+ rle(~=lp)M,, 9)
=1
so erhalten wir
@, 5~ ®,| < s0(f, DFT) + M()Dzs*MR.. (10)
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Wir bilden nun

und es ist

E TRIPEL: GLEICHVERTEILUNG UND GEOM. ANWENDUNGEN

o0
1
b = fjuo + Z rle(—lp) M, (11)
1=1

Mrs 3M

¢ -l < < .
2, I‘l—r‘s(l—r)2 (12)
Es ist ja
1
s _ —slgr <
r’=e S (13)
und es ist )
@, — | < f/‘[_r +s0(f, D% ) +5*MD}, (14)
Es ist nun .
1 (o)
v = [ 10 ac(3+ S rteliic - ). (15)
o k=1
Es ist nun, wenn wir 4 = ¢ — ¢ setzen,
1 — , > ko1 1 1 1+ re(®)
— k = _— = —— — - = —
2 +k§7" (k) I;(rew)) 2 T re) 2 1-re) Y
Wir erhalten also
1
1+ re(¥)
U= [ —0n>= .
[ o (17)
0
Es ist nun
L+re®) (1+re(?))(1—re(=0)) 1—r%+2irsing (18)
1—re(¥) 1 —re(9)? ~ 1-2rcosd 412"
Wir erhalten
¥=U+iV, (19)
wobei
1
v= [ 10 Lo g (20)
B 1—2rcosd +r? ¢
0
und
1 2r sin ¥
rsin
V—/f(ol—Qrcos19+r2 d¢. (21)
0
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Es ist nun, wenn wir auf (7) zuriickgehen

1 2 .
‘U— <§MN70+Zrkcoskche|MN

und

1 g N
'v - (—Q—MN)O +y ok coskanm|MN(f)|)‘ <F,
k=1

WO

F=

k=1

2

1—1r

Wir wollen nun U weiter behandeln.

Setzen wir (¥ =( — )

P(T,C—%O):

so ist bekanntlich

Wir bilden jetzt

1—172

)| <r

1 1
+sa(f,DfV) +s2MD5, .

o —

P(r,¢(—p)d¢=1.

1—2rcosd +r2’

Ulp) - f(p) = / (F(0) = F(@)P(r,C — p) dC.
0

Wir zerlegen das Integral in zwei Teile

J, =

und

J, =

Wir betrachten zuerst J,.
Esist (9 =(C—mn)

also

96

/ (F(O) = (@) P(r, ¢ — ) ¢

[C—wl<e

/ (F(0) = F(©)) P(r,C — 1) dC.

[C—wl>e

1 — cos?d = sin

cos <1-—

29
2

e
2

>

)

2
2

(22)

(22)

(23)

(26)
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also

1—2rc0819+r221—2r(1—%)+r22(1—7")2+27"52.

Es wird also (da 1+ 7 < 2)

4(1—r) 2(1-r)
< < . )
P(r,9) < Ao o~ e (29)
Da |f| < M, so ist
4M(1—r)
ol < = (30)
Jetzt betrachten wir J, .
Es ist
1
|J1|§0’(f,5)/1)d§=a(f,s). (31)
0
Wir haben also
4(1—r
vt < T2 v or,e). 52)
Es ist nach (22), (23), (31), (32)
4(1—r
‘Re(q’s,N(ﬁ‘Paa)) —f(<P)| <F+ (r52 ) +a(f,e)
Wir nehmen
_3 1
3:[DN4]+1, 1-r=Dg, e =D},
Wir erhalten
|Re(®, v () — f(¢)| =10 (0 (f,va) + DE,) : (33)

Wir setzen

C=re¥=u+iv, z=¢e¢ =z 41y,

dann ist bekanntlich die Greensche Funktion

g(z,y;€,m) = g(2,¢) = —log‘%
1

A |el€ —rel? |
S Tl

wo () = L ist. Die Greensche Funktion verschwindet am Rand.

1<
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Weiter ist

dg 99 _ 1—1r2 _p
on~ Or  |l+r2—2rcos(€ )| (r,&—o)

(n innere Normale), also ist
g
U= [ H(p)=—=
[ 4
in der geometrischen Form. Dann ist fiir den Kreis vom Radius 1 nach (22)

) 1 - A
/H(w)% dp = §MN’° +Zcosk<,oRe |My (H)| + Fehler,
k=1

wo der Fehler in (23) angegeben ist.

Bemerkungen

Bemerkung 1.

Es sei
—u+i

o =g(e-3), =34

K

dann ist

p(¥(2) = ¢*(u).
Ist 9 (z) die [-te Iterierte von ¢, so ist
p(¥(@) = pla).

Setzt man = = %, so erhdlt man

A— Bi
WW%%Hz(A+Bv?_ 2
pO(4) =i \A=Bi) ~%>
WO o — ﬁ"'gg und
2! | -2
o +a
1/)(” (%) azl azl
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Bemerkung 2 iiber Solitone.
Stellen wir einige bekannte Formeln zusammen:
Betrachten wir die Differentialgleichung der Solitone

0%y 0%y .
—a-tT_W~SIHw:O' (1)
Macht man die Substitution
€= Tt (%)
V1=22’

so kommt man auf die sin-Gordon Gleichung?
$"(€) = sint(§).
Nun hat diese Gleichung die Losung
P = darctg(ef).

Dies beruht auf der Formel (Moivre)

3

sin4a = 4(sin @ cos® a — cos asin® )

tg a(l —tg?a) (1)
=4costa(tga —tg’a) =422~
(tgor —tg” ) 1+ tgZ a)2.
Setzt man a = arctg(eE ), so erhilt man
e — 4ef(1—e%)
simmaa = m .
Man sieht sofort, dafl
da et
dé  1+e%
und damit ist
sin 4o o
1 = .
dez
Nun denkt man bei (x) sofort an die Lorentztransformation und setzt
A? — B2
VT Ay
dann ist
2AB
Vi—v= o

3Ennerpersche Gleichung nach A. Ennerper (1830-1885), bei dem sie sich nach A. Seeger
schon findet.
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und wir erhalten
A% — B2
(=1— gt

und als Losung von (1)

o=t} (4 + B)e- (3 - 9)9).

Als Literatur seien [NEWO01] und [HEY01] empfohlen.

Weitere Losungen erhélt man bekanntlich durch die Backlundtransformation.
Es hat sich eine riesige Literatur angesammelt, vorallem weil die Sinus-Gordon-
Gleichung so viele Anwendungen in der Physik gefunden hat, obwohl sie zuerst in
der Differentialgeometrie aufgetaucht ist. Sie hingt eng mit den Flichen konstan-
ter negativer Kriimmung zusammen, wo sie aber weiter nicht beachtet wurde.

Wir wollen dies noch genauer ausfithren: Setzen wir

t—zr=u, t+z=v,

so geht (1) iiber in die Gleichung
R
Oudv

In geometrischer Form finden wir dies im Buch von L. Bianchi [BIA01]. Dort
wird folgendes Gleichungssystem fiir Funktionen angegeben

=sin. (2)

1/0(® -d)) a(<1> -9 1+sinc . 1
2 ( 233: oo 28y C)= cosa o 3(P2t 20, ®)

1/0(®,+®,) 0, +d,) l-sino . 1
2 ( 28a: = 233/ C)= coso O 5((1)2 — %) (3

und o140 /
g (B ) s @y - 0 (4

B\T 2 ) T snesm 2

Dabei sind o, 0,, 0, beliebige Konstante und ®,, ®,, Losungen der Gleichung

0’d 0%
922 9y?

Eine triviale Losung von (5) ist ® = 0.
Ist @, eine Losung der Gleichung (4), so kann man durch Integration des
Systems (3), (3') eine weitere Losung @, finden. Man sagt, ®, geht aus &,
durch eine Bécklund-Transformation ®, = B &, hervor (Diese Methode ist

nach ihrem Erfinder A. Bécklund benannt). Die Gleichung (4) wurde von
L. Bianchi gefunden. Sie gestattet es, aus zwei Losungen ®,, @/, welche

—sind. (5)
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Béacklund-Transformationen von @, sind, eine weitere Losung ®, zu finden,
wobei @, z.B. die Anfangslosung ®, = 0 ist. Dabei kénnen noch o,, o, be-
liebig gew#hlt werden. Wir haben hier ein Uberlagerungsprinzip bei nichtlinearen
Gleichungen. Auf dieses Prinzip haben vor allem Physiker, so besonders Metall-
physiker, z.B. A. Seeger hingewiesen (vgl. [SEE01], [SEE02], [SEE03]) (Zitate
siche [TOEO1]). Ich danke Herrn Professor Seeger in diesem Zusammenhang fiir
seine freundliche Unterstiitzung.

Gehen wir z.B. von der trivialen Losung ®, = 0 aus und setzen in (3)
¢, =&, und ¢, = ¢, so haben wir (wir wollen jetzt statt

0 0% 09 06 0% 09

_——— = bzw.

9z 9y 8z —y) 9z "oy e+

schreiben), so ist also das System

1 09 1+sinc . & "
P = sm o, (3 )
20(z+vy) cosa 2
1 0% _l—sinasin@
20(x—y)  coso 2
zu integrieren.
Wir fiihren eine Variable
_x—ut (6)

ein, wo |v| < 1, also Teil einer Lorentztransformation ist und machen den Ansatz

P(z,y) = ¥(E),
dann wird 50 ) 50
— = —0'(¢), 2w,
or = o ¢ 9 v (©)
Dann wird L 9% -
—v
5 =3 \I’I(f) )
26(3)‘1‘:1/) 21— 2
1 909 1 140 (7)
= -2 ().
20(11—:[]) 21 — 92
Vergleichen wir mit (3), so erhalten wir
v=sino, VvV1—1v2=coso
und fiir ¥(£) die Differentialgleichung
U'(€) = QSinEé—O-. (8)
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Ihre Integration liefert sofort (¢ Integrationskonstante)

log tg % =&+ec.
Entlogarithmieren ergibt
¥ = darctg(y eg) , (9)

wo wir v = e® gesetzt haben.

Eine andere Losung hétten wir erhalten, wenn wir |v| > 1 angenommen
hétten, also
vy —

v2 —1

gesetzt hitten. Dann wire v eine “Uberlichtgeschwindigkeit” gewesen.

Es ist noch zu zeigen, dal ¥(£) eine Losung von (5) ist. Dies sehen wir
aus (8). Die Diffentiation liefert

é:

U =¥ cos % (10)

und Multiplikation von (8) und (10) liefert

Y = (2 sin 2 cos E) U = (sin@)P’.

2 2
Durch Division durch ¥’ erhélt man
V(€)= sin (). (11)

Den direkten Nachweis, daB (9) eine Losung der Gleichung (5) ist, wenn man fiir
€ in (7) einsetzt und (9) beniitzt, haben wir bereits am Anfang unter Verwendung
von (1) erbracht.

Es sei noch gestattet, auf (1) als gutes numerisches Hilfsmittel hinzuweisen.
Es ist oft notwendig, Sinus und Cosinus zu berechnen. Man kann das Inter-
vall [—m, 7] auf das Intervall [—Z, Z] reduzieren (Bulirsch nimmt die analoge
Identitét fir sin3a).

Man kann den Weg auch umkehren. Aus (11) folgt

V'Y’ = P'sin ¥,
also
('(¢))* = —cos T + C.

Mit C =1 erhalten wir

1 2 .o U
5(\11’(()) =1-cos¥ = 2sin? 5

und
U'(¢) = 2sin % ,
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also (8).
Nehmen wir die beriihmte Gleichung (Dichteste Lagerung von Kugeln), wo
(A Konstante)
U"(¢) =sin ¥ + 2Asin 29

dann erhalten wir nach der obigen Methode

1 (\Il’(C))2 = —(cos ¥ + 2A cos2¥) + C,

]

wobei wir als Integrationskonstante C' = 1 + A nehmen. Wir erhalten
(‘I”(O)Q =1—-cos¥ + A(1+ cos2¥)
_ 2 W 2
—4(8111 5 + A cos \Il) ,
also

U =492 (sin2 % + Acos? \If> .

Wir nehmen jetzt das Pluszeichen. Setzen wir o = /1 4+ 4A, so haben wir

Ly = sin 2 (14 a?cos? 1)
= sin? (1+a? ctg? %) .
also
V() g

V1+a?etg?(

log (actg%%—\/lJr (actg%f) :a/d(:a(C—CO)

(¢ Integrationskonstante), also ist

und

2
actg% +4/1+ (actg %) = e*(¢=0)

Daraus folgt

2
-« ctg—g’— +4/1+ (a ctg %) = e ((=C)
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Weiters folgt
y .
actg 5 = Sina(¢ = ¢,),

also
U «
g = ————
®2 T Sina(¢-¢)
und
«a
U =2arctg ——— .
& Sin a(¢ = ¢,)

Wir haben die Rechnungen nach Professor A. Seeger deshalb ausgefiihrt,
damit man deutlich die Abhingigkeit der Losungen von der Wahl der Integra-
tionskonstanten typisch fiir nichtlineare Differentialgleichungen sieht.

Es liegt nun nahe, pythagoraische Tripel heranzuziehen: Wir nehmen zunéchst
eine ganze Gaufsche Zahl § = C'+1iD bzw. §, = C;, 41D, und setzen

coso =2CD, sino=C? - D? bzw. 2C,D,, Cf - D12 ,
dann @ = A+iB bzw. a™ = A +iB,, fir
AQ _ 2 AZ _ B2
= —B bZW. p = 0 m
A? + B2 ™o A2 + B2
(I und m ganze rationale Zahlen).

Will man nun zwei Losungen ®,, ®, mit den Werten §,, d, bzw. v, v,,
wobei 6, # d,, v, # v, sein soll, so nimmt man Gauflsche Zahlen o, o, mit

a; = A(j) +iB(j) fir j=1,2 bzw. af*.

v

Es ist o o ‘ »
. = AU = BG) [ _ 2 = 240)BG)
7A@+ BG)? AP+ BG)?
Weiters wird man fiir sin %, cos % die Gaufischen Zahlen
B =U; +1V]
annehmen, also
o, U?-V? . 2U.V.
cosd =23 o gnBio i
2 U+ VP 2 U+ V}

Am schonsten wird es wohl sein, wenn wir fiir die aj, ﬁj, Jj, v; Gauflsche
Primzahlen nehmen.

A. Seeger und seine Mitarbeiter nehmen Anfangslésungen, welche bei In-
tegration von (3) auf elliptische Integrale fithren (fiir die wichtigen Resultate sei
auf die Arbeiten selbst verwiesen).*

4Hier kénnte man §9 anwenden.
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Ist |v| > 1, so wird

1 (14] |B|> 1 (IAl IBI)
v=o5lmr + 17| Vl-1=5 |5 — 1 | -
2 (IBI 4] 2\ Bl 4]
Bemerkung 3.
Wir konnen jedem Pythagoraischen Tripel eine Welle zuordnen

@(t, 1.) — ol(Et—pz) ’

wobei
A+ B _ 24B
E—A2_Bz’ p"AQ_BQ‘

Es ist die Phasengeschwindigkeit

v _E _A2+DB®_1(A A
L= p = 4B =5 (5+5)>1
und
dv _dE
dp  dp

die Gruppengeschwindigkeit. Es ist

g (A2 _(_24B \ _,
p = A2 — B2 A2 — B2 -

Bilden wir uns die Funktion

L+# 2t

E(t)—m, P(t)—l_—tQ,
5o ist ,
14t

@:d(ﬁ): % |,

dp d(i) 1+t '

-2

Es wird fiir t = %, also die Gruppengeschwindigkeit

dv _ dE
—(I/_L— = d_]) <1.
Es wird weiter
A
ot2 0x2 ’

Nehmen wir statt A und B die A;, B, fir [ =1,2,3,... und weitere Zahlen

C,,C,,... mit > C, < 00, so erhalten wir das Wellenfeld
1=0

o)
& = Z Cl ei(Elt—Plz) ,
=0
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wO

A} + B} 2A,B
E = und P =L
A2 BZ l Al2 _
und es gilt
0’d  0%d B
o2 0z

Wir koénnen dies gleich verallgemeinern. Wir nehmen zu den Primzahlen 7 =
A+iB, " = C+iD eine weitere Primzahl 7, = U +1V . Nun bilden wir einen
Vektor j= (pm,py,pz) mit der Masse m, zur Geschwindigkeit ' = (v,. N ).
Dabei sind

myv, myv, myv

TVImE WSl BT

4

mit

_ A2_B? 20D

= V2 prc2 4 D2

_,_2AB 20D

v ATy B2C? 4+ D2’
C? — D?

= = Ycry D2

und
U2 -v?2

U2 ‘/'2
Es ist v = v + v + v?, also |v| der Betrag der Geschwindigkeit des Vektors
¥'. Nehmen wir noch die Energie E = \/% = 52, so ist

v =

E? — |p|* =

da |p| = my|v].

Bemerkung 4.

Es sei S die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius 1 in der komplexen
z-Ebene. Es sei weiter f analytisch auf S, d.h., sie ist analytisch auf einer
grofieren Kreisscheibe |z| < R (R > 1). Auf dem Einheitskreis |z| = 1 sei nun
eine unendliche Folge (;,(,,... von Punkten gegeben. Nun betrachte man die
ersten IV Glieder dieser Folge, und es sei L = L (f, 2) das Polynom in z vom
Grad N — 1, welches durch Interpolation in den Werten von f in den Punkten

Cys---» ¢y gefunden wird. Sind (,...,(y alle voneinander verschieden, so ist
bekanntlich
N Z_C1)"'(Z_Ch_1)(z_Ch+1)"‘(z_CN)
= 12
(R D DR LG ooy oy P roumr oy e ow Ee ropr o L
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(mit der iiblichen Konvention, dafl fiir h = 1 das Glied (,_; und fir h = N
jenes mit (., wegzulassen ist). Setzen wir

pa(£5(C;)) = sup |f(2) = Ly(f)l,

so erhebt sich die Frage, wann Nlim py = 0 gilt.
—00

Setzen wir ¢; = e?™ 195 | 50 liegen die ; im Einheitsintervall I: 0 < ¢ <1.

Ist die Funktion f(z) auf dem Einheitskreis reell, so steht links die bekan-
nte trigonometrische Interpolationsformel. In den praktischen Rechnungen wahlt
man ¢, = JI\L, (j =1,...,N), und dieser Fall ist auch theoretisch ausfiihrlich
untersucht worden. Es haben aber schon Euler und insbesondere U. J. Leverrier
1843 vorgeschlagen, auch hier an den Stellen ¢; = (j — 1)a (« irrational) zu
approximieren.

Dieses Verfahren ist dann in numerischer Hinsicht von G. J. Hotiel 1865 und
J. F. Encke 1860 weiter ausgestaltet worden (Vgl. [BURO1; S. 237 ff.]).

Wir verwenden jetzt die Pythagoréischen Tripel und nehmen zur Interpola-
tion @ =9, wo A, B ganze rationale Zahlen sind

A+iB _ oimd
A—-iB '
Es wird
e?niwﬁ — (A + IB)Qn — A2n + iB?n
A—-iB Ay, —1B,,
— Agn — B%n i 2A2nB2n
fir n = 0,£1,42,.... Wir haben also nur rationale Zahlen zu berechnen.

Brechen wir beim n-ten Glied ab, so konnen wir mit Hilfe der Diskrepanz den
Fehler p, abschitzen (vergleiche Formeln (7) bzw. [HLAO1; (22)]), wo jetzt die
Restabschitzung

20C
D, <
N =logN

gilt. Dabei ist C = v/ A% 4+ B?. Zu dieser Abschétzung vgl. [HLAOS; (10)].

Bemerkung 5.
Wir haben den pythagoraischen Tripeln eine partielle Differentialgleichung
zugeordnet. Wir beniitzen nun die Differentialgleichung des Tunneleffekts: Es

sei E eine positive und U eine nichtnegative Zahl. Wir betrachten die Differen-
tialgleichung
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2,
a9 _ Ey™ =0 im Intervall z <0
dz?
und
d*yt
— —(E-U)yt=0 im Intervall z >0
dz?

mit den Anfangsbedingungen

) o
b=y, @) _dur@)

dz 20 dz
Wir setzen an
P (z) = VT 4 A VBT
W)= Be VETUR

mit unbestimmten Koeffizienten A und B. Soll ¢~ (0) = ¢*(0) sein, so muf}

1+A=8B
sein. Aus der zweiten Bedingung folgt
d(0-
@) | VB - a
dz 2=0
und
+
A" (@) =iBVE-U=ivVE-U(1+ A),
dz 20
also folgt
1-4A_ L_U
1+A4 E-

Man nennt 4/1 — % bekanntlich den Brechungskoeffizienten n(FE,U).
Wir haben

_1-A _1-—n . 2
"=1F4 A_1+n’ B_A+1_n+1'
Wir nehmen nun zwei Félle:

Fall 1:
E=(A*>+B%?, U= (24B)%.

Es wird £ > 0 und

_ 2AB  \? A?- B2
ne (A2+B%)) ~A+B
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Es wird
v (z) = ei(A2+BZ)x +A e—i(A2+Bz)x,
[~ (2)]* = 2(1 + A® cos2(A® + B?)z)
und
Wt (@)?=(1+4)?2>0.
Fall 2:

E=(24B)?, U= (A?+B??.
Es wird also U > E und

wobei
I 1|A-B?
"= 5‘ AB
Es wird
w—(m) — eQilABlz +Ae—2i|AB|x
und

_1—in’ 2|AB|-i|A® — B?|

A=Tw T aB 2 = B

Wir erhalten

4] = 1.
Wir setzen nun
A — ei7r19 .

Es wird

|1,b_(x)|2 = |1 +Ae—4|AB|z|2

= 2(1 + cos(m9 — 4|AB|z))
und
Yt (@) = (1+ ™) e (1470

sowie

[t (z)|* = 2(1 + cos 1) e~ (147=B|2)
normiert

W@ +vt@P
J (@) + v @)

vE
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Bemerkung 6. Dopplereffekt und Aberration.
Eine Lichtwelle sei gegeben durch

S =Acosv(t — (zcosyp +ysing)),
transformiert durch die Lorentztransformation
= Acosv'(t' — (2 cos ¢’ + ysiny')),
dann folgt bekanntlich daraus

/ v

14 :\/1—_—;5(1—1/COS(P).
Es ist
V' cosy’ = L(cosgo —v),
VvV1—92
V'sing' =vsing,
also
1 sin @
tgy' = )
1—-op2cosp—v
gy /1 — o2 cosg
Nun ist
tg’ — ¢
tg(p' — ) = ————.
gl — ) T—

Nehmen wir zwei Primzahlen 7, 7’

T=A+iB, ' =C+iD,

SO 18t
A2 - B? —  2|AB|
= 1— 2:_
v A? + B2’ v A2 4+ B2’
C?—-D? . 2CD
COSW@:m, smmp:m
Es wird
A? — B? A2 - B2C? - D?
[ p—
Y TV AB ( A2+B2C2+D2)
und

[
8 =5\ gaB] ~ (42D = B2C?)
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Es ist ja im Nenner in (x)

(4% 4 BY)(C? ~ D?) = (4 ~ B*)(C* + D?)
= (=2)(A%D? - B*C?).
Also wird
tg(mp' — 7r<p) — w_
1+ tgmptgmy’
_sinmp(cosmp(l - vV1—02) +vvVI—0?)
V1 =02 cosmp(cosmp — v) + sin® T
_ (A-B)(2CD(A - B) +2AB(A + B))
2AB(C? — D?)(A%2D? — B2C?)

Bemerkung 7 zu §8. Eigenzeit.
Wir kénnen lg|%| als Eigenzeit deuten. Betrachten wir (Kurvenintegral)

T = / (dt)? — (dz)?.

Wir setzen
t=Sin®, z=Cos?.
Es ist
dr? = (dt)? - (dz)? = d9?,
also
dr =do
und

7 = ® + Konstante .

Es ist weiter
dz  Sin® e? —e?
dt  Cos® e®4e®’
Nehmen wir jetzt die Pythagordischen Tripel, so wird

sme=3 (4]- )
1
2

cont = 3 (|55] +[%1) -

also
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Dann wird
dz A*’-B%?
it~ Aa2yp
also
e | A — 1|4
<I>_lg|B| und T—lg\B{.

Die Konstante wurde dabei Null gesetzt.
Nehmen wir statt A, B die A;, B,, so erhalten wir

A
7, =lg|H-
! B,
und in dem System mit der Geschwindigkeit
_A-B
ey

Wir haben einen Kalender fiir das bewegte System mit [ = 0, also 7, = 7,
fiir die Gegenwart, fir die Zukunft [ = 1,2,3,... und fiir die Vergangenheit
l=-1,-2,-3,....

Bemerkung 8.

Wir kénnen die pythagordischen Tripel in der Radontransformation anwen-
den. Ziehen wir die Arbeit des Verfassers [HLAO3] heran, insbesondere S. 333
die Formeln in Z. 13-17 von oben.

Es sei nun A +iB eine ganze Gaufische Zahl (aber kein Ausnahmefall). Wir
bilden in gewohnter Weise
A+iB 505
A—iB_°
Wir nehmen jetzt in der Folge ¢,,...,¢5 ([HLAO3; S. 333, Z. 2 von oben]) die
Folge

9,29,..., N9
mit 27 multipliziert. Sie ist gleichverteilt ist mit der Diskrepanz

2 2
< 201g(A® + B?)

D 7
N = lg N
(siehe [HLAOS], (10)). Es wird
Ai - B} . 2A,.B,
COSQ?T(Pk = mz SlH27T(Pk = W .

€y ist beliebig, nur
0<ey <Min(l,Dy).

Nachdem wir nur mit rationalen Zahlen zu arbeiten haben, erscheint dies fiir die
Praxis zweckméBig zu sein.
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Bemerkung zu §2.
Betrachten wir ein pythagordisches Quaternion

Q =qy+iq +jg, + kqs,

und
P =p, +ip, +jpy + kps,

welches ebenfalls pythagoréisch ist und polar zu @, d.h., es ist
PQ =DoGg T P19, T P + P393 = 0.

Wir betrachten mit P und @ auch die konjugierten Quaternionen P und Q.
Es ist z.B.

p =Dy — (ipl +jp2 + kp3) .
Dann sind B B
PQ=-r und QP = —r'
vektorielle Quaternionen, also Vektoren mit r2 = r'2 = 1 (vgl. [BLS01]).
Bilden wir

Q, = Qcos2mp — P2msingp, P, =Qsin2mp + Pcos2mp,
so sind sie wieder polar und es ist
9 — M _ /
Pthw =-r, QP,=-r.
Nehmen wir ein pythagoréisches Tripel @« = A + 1B, dann ist

cos 2mp = Q sin 2wy = 21443 .
A2+ B2’ A? + B?
Dann sind P,, @, wieder pythagoréische Tripel.
Wir haben jetzt wieder die beiden Richtungssphiren 72 = 1 und 7’2 = 1 vor
uns links und rechts von P aus gesehen.

Bemerkung 9.

Machen wir einen kleinen Ausblick auf die allgemeine Relativitatstheorie und
beniitzen das Aquivalenzprinzip, wie es Einstein am Anfang verwendet hat.

Denken wir uns eine eben rotierende Scheibe mit Mittelpunkt in O mit der
Winkelgeschwindigkeit w. Betrachten wir einen Punkt P auf der Scheibe, der
von O den Abstand R hat, wenn die Scheibe ruht. Wie dndert sich der Abstand
R’ wenn die Scheibe mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert?

Setzen wir wR = v, so gilt

R

R = ———
V1I—v2'
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Setzen wir, wie wir es bei der Lorentztransformation schon oft getan haben,

A% — B2
v=aripe ek
allgemeiner
Al - B
v = —5——5 =w R,
LA+ B

so erhalten wir

w =3 (155D =

)
Al
(\E )R'

Der Faktor bei R ist grofler als A.

Messen wir die Zeit: Die Messung “Abstand des Punktes P von O ist R
bei Ruhen der Scheibe” findet zur Zeit t statt. Dann gilt fiir die Zeit ¢’ bei der
Messung “Abstand des Punktes P von O ist R'”

bzw.

Ry =

Bl
A,

DN | =

ot _1(lA| |4
b= F===73 ('B|+‘B’)t'
Es ist bemerkenswert, dafl wir die gleiche Situation bei der Akustik in der At-

mosphére wiederfinden.

Schrédinger hat in seiner Arbeit [SCRO1] eine Differentialgleichung von
der Gestalt

(Die Bezeichnungen wurden hier gedndert.)
Eine Losung ist

u=e%cosz/(t+i) .
c(v)

Wir setzen
v=o-,  cv)=R©),

so gilt wieder
R

V1-—c)?

c(v) = R'(v) =
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Bemerkung 10. Ein anderes Beispiel.

Es sei ¢(y) = sin® \/y und f(z) =4x(1—x). W. Metzler hat in [METO1]

folgendes gezeigt: Es ist

fey) =v(y),
dann folgt

(@) = "),

Es wird nun in tblicher Weise die Reihe
Oy, 1) = F(¢(y), t Z t* £

gebildet, die nach (2) gleich ist

o o0
Z t* (sin Qky)2 = —;— Z t*(1 — cos 2k +1y)
k=0

1

2

k=0
_1(_1 _
ist, wo
o0
S(y,t) = Z tF cos 2k 1y
k=1
ist.

(13)

(14)

(15)

(17)

Metzler stellt nun nach Hardy fest, daf} fiir ¢t > % diese Funktion § fiir alle
y nicht differenzierbar ist. Daraus folgt, dal auch ®(y,t) nicht differenzierbar

ist.
Wir setzen nun y = mp, dann schreibt sich

= 27rup —2migp 2k
Strot) = 3 ()" + 7))

Wir nehmen nun eine Gaufische ganze Zahl a = A 4+ iB und setzen

— e27r1197

QR

dann wird

P(W(r0),t) = (1—t Zt"<(%)k (%)2»

eine bemerkenswerte Formel.
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Eine weitere Bemerkung zu den Reihen.
Wir nehmen zwei Gauflsche Primzahlen

T, =A+iB und T, =C+iD.
Wir setzen
ﬁ_A+iB_A?—Bz_|_i 2AB — oriva
7, A—iB  AZ4+B? " A4+ B?

Ty _ C+iD _ rina
7, C—iD '

)

Es sei nun eine Potenzreihe

n __ n . ing
E a,z’ = E a,r e

konvergent fiir 0 < r < 1 gegeben. Wir setzen
A2 -\’
C(#5E) e

2
A2_B2 im
Z=(P:ﬁ>e“~

Wir transformieren nun nach Euler den Kreis |z| < 1 auf die Halbebene £ <
—(1+4¢)3, wo ¢ = ¢ +in ist, durch die Transformation

dann wird

z
(== 142’
also wird
. 2
A%2_B?
. (452) =
= _ —
A2_B2
1+ (450e) 2
C _ (A2 _ B2)27T2

T 7,(A2 + B2)? + (A2 — B?)?
und die Reihe geht iiber in

o0

> d,ck,

k=0
wobei

d, = (=1)" z": (:) ay,

k=0

konvergent ist in £ > —3.
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Bemerkung 11. Anharmonische pythagoriische Tripel.

Wir haben schon in der Einleitung (von “Uber einige geometrische Anwen-
dungen der Pythagordischen Tripel, Teil III”) den quadratischen Zahlkorper
Q(v/—=3) erwihnt und wollen noch kurz die analogen Formeln ableiten.

In Q(v-3 ) sind die ganzen Zahlen von der Gestalt
a+b¢,
wobei ¢ die Zahl

-1+iV3
=

und a und b ganze rationale Zahlen sind. ¢ geniigt der Gleichung

(z-1)(z*+z+1)=0.

Es ist also
¢C+¢+1=0.
Eine zusatzliche Nullstelle zu den trivialen Nullstellen ist
1 iv3 -1
2 _ —_—_—— = = —
¢=-3-—5 =C=¢

Was nun die Faktorzerlegung betrifft, so haben wir sechs Einheiten

+1, +¢, +¢2.
Die Zahl 3 ist zerlegbar in

3=(1-001-¢%.

Wir betrachten nun in Z alle Primzahlen von der Gestalt 3k+1, fiir die Darstel-
lung

p= A+ 3B?
in ganzrationalen Zahlen A und B gilt.
T sei die Menge der ganzen Zahlen. Setzen wir nun
b=2B, a=A+B,
so sind
I=a+b(, II=a+bl=a+bC?

in I' nicht assoziierte Primteiler von I' und es gilt

p = II1I.
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Die assoziierten Teiler von II sind aufler II noch

(I =-b+(a—0b)¢
und
CIll=(b—a)—al.

Ist nun IT = a + b¢ eine Primzahl in T', so ist die Norm N(II) = IIII eine
rationale Primzahl p von der Gestalt 3k+1. Wenn b gerade ist, dann ist B = 1b,
A=a-— %b und p = A? + 3B?. Wenn b ungerade und auch a ungerade ist,
dann wihlen wir statt IT die Zahl (II. Ist jedoch a gerade, so nehmen wir ¢2II.
Wir kénnen also immer annehmen, da b gerade ist. Diese Normierung findet
sich in [HASO1].

Weiters gilt bei dieser Normierung

3
24=20-b=Y (%) ,

zmodp

vgl. auch [AIGO1].
Ist a eine Zahl aus I', so bilden wir

=y
£
Il
QIR
*

Es ist

25

Beachten wir, daf3

ist, so erhalten wir
ad=(a+b)(a+b) =a®>+b>—ab (19)

und
o = (a+b()? = a® + 2ab¢ + b?¢2. (20)

Dies ist weiter gleich
a® — b* + (2ab — b*)C.

Setzen wir
X =a®-0?,
Y = 2ab - b?, (21)
Z=a*+b*—ab,

so ist also

qgla) =Z"YX +Y(). (22)
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Daraus folgt
lg? = Z72(X?* +Y? - XY). (23)
Nun ist aber |g|? = 1, wie sofort aus der Definition von ¢ folgt, also ist (X,Y, Z)
Losung der Gleichung
X?+Y?-XY =2,
Wir nennen nun das Tupel in (4) ein anharmonisches Tupel (kurz AH -Tupel) im

Gegensatz zum pythagoriischen Tupel (A2—B2%, 2AB, A2+ B?), das wir als har-
monisches Tupel (kurz H -Tupel) bezeichnen. Weiters ordnen wir dem H -Tupel

ein H-Paar
1
XV vaY (24)
A 2 Z

zu. Nun missen wir zur Zahl X +1iY die assoziierten Zahlen
X, +iY (= (X +iY)¢

und
X, +iY,( = (X +iY)¢?

betrachten und die H-Tupel (X,,Y],Z) und (X,,Y,,Z) berechnen.

Nach (8'), (8”) sind jetzt statt a, b die Buchstaben X und Y zu nehmen
und (4) zu beniitzen

X, +iY, =-Y 4+ (X -Y)
und
X2+iY2=(Y—X)—X§

7u nehmen. Wir erhalten die H-Tupel

X, = 2ab - a?,
lebz—aQ, (4")
Z, =27

bzw.
X, = b? — 2ab,
Y, = a® — 2ab, (4"
Zy=17.
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Sie sind ebenfalls Losungen von (7). Wir nehmen wieder das H-Tupel, fiir das
% ganzzahlig ist. Wenn dies bei (8) nicht der Fall sein sollte, so nehmen wir

X VY (%ol VEY,
Z 2 Z Z 2 Z

(Hasse-Normung).

Wir kénnen also ohne Einschriankung annehmen, dafl das gerade bei (8) der
Fall ist.

Da ¢ vom Betrag Eins ist, konnen wir setzen

gla) =€ (25)

(m Kreiszahl).

Wir konnen die Frage stellen, ob ¥(«) ausfiihrlich geschrieben irrational ist
oder nicht. Wenn « eine Primzahl II aus IT' ist, dann ist dies sicher der Fall,
denn wére ¢ rational

="
n b
SO ware
II o ei_W_M.
ﬁ - )
also
H 2n
B
II
und

H2n — ﬁ2n )

Dies widerspricht der Eindeutigkeit der Zerlegung der Zahlen in T', da ja II und
IT nicht assoziiert sind.

Da ¢ irrational ist, so ist die Folge ({9 — [[¥]), wo [ alle natiirlichen
Zahlen durchlduft, eine gleichverteilte Folge. Wir konnen analog wie bei der
pythagoraischen Folge die Diskrepanz D, abschitzen:

A* +3B°
D, <10———. 2
v <10 log N (26)
Wir wollen in der allgemeinen Theorie weitergehen.
Wenn a und S zwei Zahlen aus I' sind, so ist

q(aB) = q(a)q(B) - (27)

Setzen wir
y=af =v+u(. (28)
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Ist
a=a+b(, B=c+d(,

so erhalten wir
v =ac—bd, u=bc+ad—bd. (29)

Fiir a = 8 erhalten wir
v=a®-b, u = 2ab— 7.

Wir kénnen wieder voraussetzen, dafl u gerade ist, sonst betrachten wir eine
assoziierte Zahl von ~.
Ordnen wir jeder Zahl « eine Matrix

1
NS
zu, so erhalt man (13) einfach durch Matrizenmultiplikation

M(a)M(B) = M(y). (31)

Das ist besonders praktisch, wenn wir Potenzen von « erhalten wollen

(30)

da
l l i
M(a') = (M(a)) (15')
ist.
Nehmen wir nun s verschiedene nicht assoziierte Primzahlen
I,,... I, (32)
aus I' mit den zugeordneten Primzahlen p,,...,p, und den zugeordneten
Yy,...,9,, so sind sie modulo Eins linear unabhéngig. Man kann wie bei den
H -Zahlen zeigen (vgl. [HLA11]), daB die Folge
(9, —[W,], ..., W, — [1v,])

im s-dimensionalen Einheitswiirfel E*® gleichverteilt ist mit einer Diskrepanz
D, wobei
(loglog N)*
DNSCSPS—W, (33)
wo P, =p,,...,p, ist.
Wir wollen noch einen Approximationssatz beweisen. Wir betrachten zwei
Funktionen im Intervall |¢| < 1 und setzen

1—¢2 2t — 2

f(t)zl g(t):m.

—_— 4
_t+t2’ (3)

121



EDMUND HLAWKA

Weiters setzen wir

u) = £ - 2o, () = Lot (33)
Es ist
g’ -fg=1
und
u? +0? =1
Es ist nun fiir |t| <1
) 4
701 < T Ep (36)
und
, 6
901 < Ty (20

Weiters ist

2
also wird
O (37)
und
lg'®) < 32 (21')

Es sei nun v eine Zahl mit |y| < 1. Zu jeder Zahl N > 1 gibt es ein ¢ mit
1<¢< N, sodal

h-% <o (*)
Es wird also
1) = £(B)| < Max| i - B
und
Ig(v) - g(g)‘ < Max|g'[|y - §| ,
also
s -1(%)| < 1% (38)
und
00— o(2)] < 120 )
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Es wird 5 ) ,
I(B) =50 (b))
) ¢*—pg+p*’ 1) ¢* —pg+p?
Nehmen wir nun an, ¢ wire gerade, so erhalten wir
R e e (39)
l—y+9* ¢*—-pg+p*| ~ gN
und
27—72 2pq — p? 100 ,
5~ 3 7| S (23")
1=+ ¢ —pa+p q
Nehmen wir statt f und g die Funktionen
2t — 1 1—¢2
)= ——— = —— 291!
B =g, )= s (22")
und
2 — 2t 1-2¢
t) = )= 22"
f2() t2_t+1’ 92() tg_t+17 ( )
so wird
f<]_)): 2pq — ¢° g(g): ¢ —p?
NG p?—pg+q?’ "\a) 7 p?—pg+ ¢
bzw.
s (g) _ -2 g (g) _ @ —2pq
NG pr—pg+q? NG p?—pg+q?
und
2y -1 1=
fl(’Y)_l_,y+727 gl(’)/)_l_,y_I_,yQ
bzw.
-2y 1—v

fo(v) = I—:W, 9>(7) = m

Schlufl bemerkung.
Es sei « eine geeignete ganze Gaufische Zahl A + iB, so haben wir 9 stets

definiert durch die Gleichung

a : .
— =™ = costd +isin7V,

a
wir schreiben deutlicher ¥(«).
Es ist
. _ 2AB
sin7y = m .
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Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit 0 < ¥ < % setzen, dann ist

¥ = arcsi 24B
7 = arcsin ——— .
A? + B2
Es ist
2 2
2AB —1_ A% — B2
A2+ B? A2+ B?)
Nun ist

147 = B?|| = (14| - |BI) (Al + |B]) ,
da |A| — |B| als ganze Zahl > 1 ist. Es ist also

24AB \° <1_ (JAL+1B] 2 )
A2 + B2 - A2 + B2 :
Die Potenzreihe von arcsinz ist fiir [z] < 1 konvergent, wir konnen sie daher

anwenden. Es gibt aber eine besser konvergierende Reihe fiir (arcsinz)?. Es gilt
namlich (vgl. [KNOOI; S. 275])

N =

(arcsinz)? =

= (k=12 _
kz::l @ (2z)% . (%)

Es wird also

o 1S (k=12 (., 24B \*
(w9) _5,; (2K)! <2A2+B2>

Man konnte auch die Fourierreihe fiir die Funktion

o0
(w—x)z_ 2 cos kx

= 2
2 12 = k
aufstellen. Man hétte dann
2 (1—1)\2 w2 Z Ak
T ( 2 > 12 = k2’ ()

wo wir A, bereits beniitzt haben. Es wird
A, +iB, = (A+iB)k = o*.

Es geniigt an sich, ¥ nur fiir die Gauflschen Primzahlen zu bestimmen. Zerlegt
man « in Primzahlen in der Form

SO ist
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also wird
V=LY, +---+ LY, (mod2), (1)
an sich eine wichtige Gleichung.
Als Kontrolle kénnen wir die Chebyshev-Polynome berechnen

T, (79) = cos LT9 = 3 [(fxﬂﬁ) 4 (ﬁ;ig)L]

bzw.

e =neo = 31[(12)° - (4522,

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen den Gaufischen Zahlen a =
a+ib und der zugehérigen Norm N(a) = a?+b?, wenn p eine Primzahl von der
Gestalt 4k + 1 ist, die vielleicht schon von Gau8}, aber vor allem von G. Eisen-
stein® hervorgehoben wurde. Sie beruht auf der komplexen Multiplikation der

Lemniskatenfunktion sinamwu, kurz s(u) genannt, der Umkehrfunktion des In-

tegrals
u

/ dz
) Vi—zt

Diese Funktion besitzt die reelle Periode 2w und die komplexe Periode (1+1i)w,
wobei

1
e
/ Wie
ist. Es gilt weiters
U(s'(w)

s((a+ibju) = s(u) V(@)

wobei U(w) und V(w) Polynome vom Grad %(p—1) sind und ihre Koeffizienten
ganze komplexe Zahlen sind (die noch besondere Eigenschaften haben, vgl. dazu
G. Eisenstein®).

Man kann an Verallgemeinerungen der pythagoraischen Tripel denken.

Es seien ag, a,,...,a, ganze Zahlen und es seien (s+1) Tupel gegeben durch
a2 _ a2 “ee a2 2a a .
02 (é—}_ h 3)7 2 0 2 fﬁl’j:l,.._,s
ag +ay +---+ag ag +---+ag

Den Fall, da8§ die a; reell bzw. komplex sind, habe ich in meiner Arbeit [HLA10]
behandelt.

5J. Reine Angew. Math. 30 (1846).
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Beniitzt man Cliffordsche Zahlen py, ...,p, mit p? =1 fiir alle j und p;jPr =
—PyPp;, SO kann man die (s + 1) Tupel von der Gestalt (i =+/—1)

: 2
(ag —i(a, +---+ay))
a+af+---+a?

zusammenfassen, symbolisch

a, —i(a;p; +---+a,p,)
a, +i(ayp, +---+a,p,)

Anwendungen der pythagoriischen Tripel hat der Verfasser schon frither ange-
geben. Ich verweise auf [HLA06; Kap. 10] (Das Coulombgas) und vor allem auf

[HLAOG;

[AIGO1]
[BEHO1]

[BIAO1]
[BIEO1]

[BLAO1]

[BLA02]

[BLS01]

[BURO1]

[CHAO1]
[CONO1]
[DES01]
[GAUO1]
[GODO1]

[GODO02)

126

Kap. 12] (Uber ein Modell der Turbulenz), sowie [HLA09] und [HLA10].
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