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UBER DIE ITERATIONSVERFAHREN VON HOHERER ORDNUNG
FUR LINEARE ALGEBRAISCHE GLEICHUNGSSYSTEME

MIROSLAV SISLER, Praha

(Eingegangen am 11. December 1992)

Summary. The paper is concerned with certain k-degree iterative methods for the
solution of linear algebraic systems. The successive approximation z,41 is determined
by means of approximations zy, €,_1, ..., Ty—k+1. In this article to each iterative method
of the first degree some k-degree iterative method is found in order to accelerate the
convergence of the intial method.
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In der Arbeit wird ein gewisses Iterationsverfahren k-ter Ordnung fiir die Losung
eines linearen algebraischen Gleichungssystems der Form

1) z=Br+b

untersucht, wobei I — B eine nichtsinguldre ¢ x ¢ Matrix ist. Das untersuchte
Iterationsverfahren wird durch die folgende Formel definiert:

(2) yp1 =Tox, +Thzy_1 + ...+ Th_1Zp—k+1 +c¢c, ¢=0,1,2,....

Falls # eine Losung des Systems (1) bezeichnet und das Iterationsverfahren (2) zu
Z konvergiert, gelten gleichzeitig die Formeln

(I—To—Tl—...—Tk_l).'f::C,
(I - B) =b.

Davon folgt sofort die Konsistenzbedingung des Verfahrens (2) in der Form
(3) (I-To-Ty—...=Txe))(I-=B) b =g,

287



wo I — Ty — Ty — ... — T}, eine nichtsingulire Matrix ist.

Falls speziell To +T1 + ... + Tx—y = B und ¢ = b gilt, ist das Verfahren mit (1)
konsistent.

Man stellt leicht fest, dass die Beziehung

Ty—k42 0 I 0 e 0 Ty—k+1 0
Ty—k+3 0 0 I [N 0 Ty—k+2 0
(4) .. = e +
T, 0 0 0 R | Ty_1
Tyl Tiey Thy Tiez ... Tp z,

mit der Beziehung (2) und den trivialen Beziehungen r; = z;, i =v—-k+2, v —k+
3, ..., v dquivalent ist. Man bezeichne

0 I 0 0

0 0 I 0

(5) T= o
0 0 0 1

Teey Ti2 Ti-s To

Es ist klar, dass die Methode (4) und also auch (2) genau dann konvergiert, wenn
der Spektralradius o(T") der Matrix T kleiner als 1 ist. Es gilt der folgende Satz:

Satz 1. Die Eigenwerte der Matrix T sind genau alle Wurzeln der Gleichung

(6) detO\FI — X1Tg — ... = ATy_3 — Th_;) = 0.

Aus dem Satz 1 folgt also sofort, dass das Iterationsverfahren (2) genau dann
konvergiert, wenn die Wurzeln der Gleichung (6) in dem Kinheitskreis liegen.

Beweis des Satzes 1. Der Einfachheit wegen beweisen wir den Satz fiir
den Fall k = 3 (fiir eine beliebige Zahl k liuft der Beweis ganz analogisch). Es gilt
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fiir A # 0 schrittweise

I I 0
det(A\[-T)=detf 0 I ~I

-T, -1y M-Tp

I 0 0
= det 0 I I
-1, —%Tg -7 M-T,

M -1
M 0
= det(N) det (_§T2 T, -LT-iT-To+ ,\1)

— det(A]) det(A]) det (:\én - iT; ~ Ty + A1)

= 220 det(A3] — A2Tp — AT} — Td),

wodurch die Behauptung des Satzes 1 beweisen ist. Fiir A = 0 ist der Beweis trivial,
da det T = det T3 gilt. '
Es sei jetzt

(7) Ty = Tz, +d

ein beliebiges Iterationsverfahren der Ordnung 1, das mit dem System (1) konsistent
ist. Man definiere weiter ein Iterationsverfahren der Ordnung k, wo die Matrizen
To, - - ., Tx—; folgenderweise definiert sind:

(8) To=pI+tT, Ty =t;1, ..., Tp—y = tr_11,
wo p, t, ty, ..., tyk—; Konstanten sindund 1 —p—¢; — ... — fx—y # 0 gilt. Aus der
Beziehung

z=Toz+Thz+...+Tr1x+cC

und aus (8) folgt schrittweise

c=pl+tNz+tfz+...+ eIz +c,
r=tTe+(@p+ti+...+ 1)z +¢,

l-p—ti—...—tk1)z =tTz+c,

t 1
Tz + c.

r =
1—p—t;—...—tki l—p—t—...—tiy

Die Methode ist offensichtlich mit (7} fiir
t/l-p—-ti—...—txk-1)=1, ¢/(l—-p—ti—...—tk—1)=4d
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konsistent, d.h.
O#t=1-p—-t1 —...—tk-1 und c=(1-p—t;i—...—tr_1)d.

Nach (4) und (5) hingt die Konvergenzgeschwindigkeit des oben definierten
Iterationsverfahrens von dem Spektralradius der Matrix T ab. Um die Konvergenz-
geschwindigkeit des, durch die Formeln (2) und (8) definierten, Iterationsverfahrens
mit der Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens (7) vergleichen zu kénnen,
beweisen wir jetzt den Satz 2, der die Beziehung zwischen den Eigenwerten \
der Matrix T und p der Matrix T beschreibt. O

Satz 2. I. Es sei A # 0 ein Eigenwert der Matrix T. Dann ist die, der Gleichung
(9) Mo pAETL A2 e =T A —p =ty — = try)
geniigende, Zahl u ein Eigenwert der Matrix T .

II. Es sei pu ein Eigenwert der Martix T'. Dann ist jede Wurzel der Gleichung (9)
ein Eigenwert der Matrix T'.

Beweis. I Essei A # 0 ein Eigenwert der Matrix T. Dann ist nach dem Satz 1
die Zahl A eine Wurzel der Gleichung (6), die im untersuchten Spezialfall die Form

(10) 0 = det[\*T — XNe=Y(pI +¢T) — MNe=24, 1 — ... =ty 1]

besitzt. Davon folgt sofort

0=det{\ "I =M pl+ (1 =p—ty—... —tx1)T] = N2y 1 — ... — ty 1 I},
so dass
(11) 0 =det{-N"11=p—t;—...—tx)) T+ —pAF" =N "2 - —t,_1) 1}
gilt. Dal—p—t; —...— ty—; # 0 nach der Voraussetzung ist, folgt aus (11) sofort
die Beziehung
(12) 0= det {T - ’\k(l_f’:jt:‘f‘i__z t:_l)/\'kf’;“ 1},

so dass ein solcher Eigenwert p der Matrix T existiert, fiir welchen
(13) A —pAL Ak 2 e ) =p—ti— ... —te)N T =
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gilt. Die Beziehung (11) ist in diesem Fall mit (9) dquivalent.

II. Es sei o # 0 ein Eigenwert der Matrix T und A eine Wurzel der Gleichung (9),
A # 0. Aus den Beziehungen (9) und 0 = det{T — ul} folgt sofort die Gleichheit
(12), die dquivalent mit (10) ist. Aus dem Satz 1 folgt sofort, dass A ein Eigenwert
der Matrix T ist. Falls 2 # 0 und A = 0 eine Wurzel der Gleichung (9) ist, gilt die
Gleichung A\F — \¥=1 — ) \kF=2 — | — ¢, _; =0, so dass t;_; = 0 gilt und die Matrix
Tr—1 = ti—11 singulér ist. Davon folgt aber, dass auch die Matrix T singulér sein
muss und dass die Zahl A = 0 ein Eigenwert der Matrix T ist.

Es sei p = 0 ein Eigenwert der Matrix T und A eine Wurzel der Gleichung (9).
Dann gilt A* —pA*=1 =) \F=2 - —t,_; = 0. Wenn A = 0ist, ist auch t,_; =0, so
dass die Matrix Ty_; und also auch die Matrix T singuléir mit dem Eigenwert A = 0
ist. Wenn A # 0, folgt aus der Beziehung det T = 0 sofort die Beziehung (12) und
also auch (10), so dass A nach dem Satz 1 ein Eigenwert der Matrix T ist.

Dadurch is der Satz 2 bewiesen. O

Im Folgenden werden wir die Frage der Konvergenzoptimierung des, durch die
Formeln (2) und (8) definierten, Iterationsverfahrens untersuchen. Die Parameter p,
t1, ..., tk—1 werden dabei auf eine spezielle Weise gewi#hlt (der Parameter ¢ hingt
infolge der Konsistenzbedingung des Verfahrens (2) und (7) von den Parametern p,
ti, ..., tk—1 ab, da die Beziechungt =1 —-p—1t; — ... — tx—1 gilt).

Spezialfall I. Die Parameter p, ti, ..., tx—; werden folgenderweise gewihlt:

(14) —p= (’;) s, —t = (;) 2, ..., —tke1 = (:)sk.

Dabei ist s eine beliebige, von Null verschiedene, reelle Zahl. Man stellt leicht fest,
dass die Gleichung (9) in diesem Fall die Form

(15) A+ 5)F = pAF"1(1 + 5)*
oder
k k k
k k-1 _ k k=2 2 k=1 4 k _
(16) A + A [(l)s ,L(1+s)]+,\ (2)3 +...+/\(k_1)s +s5=0
besitzt. |

Im Folgenden werden wir voraussetzen, dass die Eigenwerte p der Matrix T in
dem Inneren des Kreises mit dem Mittelpunkt auf der Realachse liegen, dessen
Grenzkreislinie die Punkte m, M mit m < M enthdlt. Der folgende Satz 3
befasst sich mit der Wahl des optimalen Parameters s, fiir den die Wurzeln A
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der Gleichung (16), d.h. angesichts der Sitze 1 und 2 die Eigenwerte der Matrix T,
im moglichst minimalen Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung liegen.

Satz 3. Die Eigenwerte p der Matrix T liegen in dem Inneren des Ireises mit
dem Mittelpunkt auf der Realachse, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M mit
m < M und m + M < 0 enthilt. Sei s = sg eine im Intervall —1 < s < 0 liegende
Waurzel der Gleichung

(17) (m+M)(1+s)*~2ks=0

(in diesem Intervall existiert eine einzige Wurzel). Es existierte eine, im Intervall
1 < p liegende Wurzel ¢ = go der Gleichung

(18) oM(1+s0)F + (1 —ps0)f—2=0.

Dann gilt fiir den Spektralradius g(f) der Matrix T die Ungleichung

(19) o(T) < o

Beweis. Man lege 7 = gA. Dann folgt aus (16) die Gleichung

(20) ™ + Tk—lg[(llc)s - p(l+ s)k] + 7k (;) s+...+ ok =0,

Nach der Gerschgorin-Abschitzung fiir die Lage der Eigenwerte der Matrix, die
der Gleichung (20) entspricht folgt, dass die Wurzeln der Gleichung (20) in der
Vereinigung der Kreise

(21) Irl <1,

(22) 7+ Q[G)s —u(t+ 9| < & (;) I + ...+ o (',:) Is|*

liegen. Der Mittelpunkt des zweiten Kreises liegt also bei gegebenem g im Punkte
o[p(1+5)* —ks]. Da die Punkte x in dem Inneren des Kreises k; mit dem Mittelpunkt
auf der Realachse, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M mit m < M und m +
M < 0 enthilt, liegen (der Mittelpunkt dieses Kreises liegt also links von dem
Ursprung), liegen die Punkte o[u(1 + s)* — ks] wieder in dem Inneren des Kreises
k2 mit dem Mittelpunkt auf der Realachse, dessen Grenzkreislinie durch die Punkte
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o[m(1 + s)* — ks, o[M(1 + s)* — ks] geht. Man suche eine solche Zahl sq, dass der
Mittelpunkt des Kreises k2 im Ursprung liegt. Das tritt dann ein, wenn

o[m(1 + s)*¥ — ks] = —o[M(1 + s)¥ — ks]

gilt, d.h. wenn so die Wurzel der Gleichung (17) ist. Man beweist leicht, dass eine
cinzige, im Intervall —1 < sg < 0 liegende Wurzel so, existiert. (Fiir s = —1 gleicht
nidmlich die linke Seite der Gleichung (22) der Zahl 2k > 0, wihrend fiir s = 0 die
linke Seite der Zahl m + M < 0 gleich ist, wobei die Ableitung des Polynoms an der
linken Seite der Gleichung (20) im Intervall —1 < so < 0 negativ ist.)

Fiir die Zahl s = sg liegt also der Mittelpunkt des Kreises k2 im Punkt 0 und
dessen Radius ist der Zahl g[M (1 + so)* — kso] gleich. Angesichts der Ungleichungen
(21) und (22) liegen alle Wurzeln der Gleichung (20) fiir verschiedene Zahlen p aus
dem Kreis k; in der Vereinigung der Kreise

7] <1
und
. k 2(k 2 k(K k
(23) |7| < o[M(1 + s0)* — kso)] + 0 0 [sol*+...+ 0 k |so]”.
Die Ungleichung (23) kann man folgenderweise schreiben:
(24) |7 < oM (1 + s0)* + (1 ~ pso)* — 1.
Es existiere eine solche Zahl g = g, dass die Gleichung
oM(1+ s0)* + (1 — pso) —1=1

gilt, d.L. dass go eine Wurzel der Gleichung (18) ist. Dann gilt fiir jede Wurzel 7
der Gleichung (20) die Ungleichung |7| < 1, d.h. |A\] < 1/9o < 1, wodurch der Satz 3
bewiesen ist. 0

Beispiel 1. Esseim = —0.8, M = 0.2, k = 2. Die Gleichung (17) besitzt
dann die Form s? + 8.666s + 1 = 0 und ihre, im Intervall (—1, 1) liegende Wurzel ist
so = —0.11696. Es ist also

p=02339, t=-001368, t=1—p— ¢ =0.77977,
so dass dic Iterationsvorschrift angesichts (2), (8) die Form
Ty41 = (0.2339 I +0.7797 T)z, — 0.01368z,-1 + ¢
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besitzt. Die Gleichung (18) hat dann die Form
0.20(1 + 0.11696)% + (1 + 00.11696)> —2 =0

oder
0.0136802 + 0.389880 — 1 = 0,

wobei ihre, im Intervall 1 < g liegende, Wurzel ¢ = 2.36813 ist. Es ist also
o(T) < 0.42227.

Fiir Vergleichung: o(T) = 0.8.

Man bemerke noch, dass der tatsdchliche Spektralradius der Matrix T mit oben
erwihnten Werten p, ¢, t2 nach dem Satz 2 kleiner oder gleich der Zahl 0.353 ist.

Beispiel 2. Esseim = -1.2, M = —0.2, k = 3. Dann besitzt die Gleichung
(17) die Form
s3 +3s% +7.2857s+1=0

und die, im Intervall (—1,0) liegende Wurzel s = sp = —0.1455. Dann ist
p=0.4365, t; =-0.0635, t; =0.00308, t=1-p—t; —t2 =0.62392,
so dass die Iterationsvorschrift die Form
Tys1 = (0.4365 I + 0.6239 T)z, — 0.0365z,_; + 0.00308z,_3 + ¢
besitzt. Die Gleichung (18) ist dann der Form
0.003080% + 0.06350% + 0.31170 — 1 =0
und deren Wurzel ist ¢ = go = 2.1593 > 1. Es ist also
o(T) < 1/00 = 0.463.

Bemerkung 1. Aus der Gleichung (17) folgt offensichtlich, dass die Wurzel
so der Gleichung (17) von der Zahl (M +1m), d.h. von der Lage des Mittelpunktes
des Intervalls (m, M), abhingt. Der Wert der Wurzel go der Gleichung (18) bei

gegebener Zahl so hiangt dann also nur vom Wert M ab. Aus der Gleichung (18)
folgt sofort, dass go > 1 ist, solange M < [—(1 — s0)* +2]/(1 + s0) gilt.
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In dem Beispiel 1 bekommt man also die obere Grenze M < 0.965 und im Beispiel 2
M < 0.796.

Fiir die Illustration bemerke man noch, dass im Falle, wenn die Matrix T z.B.
die Eigenwerte u; = —0.8, 2 = 0, ug = 0.2 besitzt, gleicht nach dem Satz 2
der tatsiichlige Spektralradius g(f) bei den Werten der Parameter p, t, t;, wie
im Beispiel 1, der Zahl g(f) = 0.351. Ahnlicherweise (siche Beispiel 2) bei den
Eigenwerten p; = —1.2, u2 = —1, pg = —0.2 und den Parameterwerten p, t, t;, t;
wie im Beispiel 2 ist der tatsichliche Spektralradius o(T) = 0.28.

Spezialfall II. Die Parameter p, t;, ..., tx—1 werden wir folgenderweise
wililen:
(25) p=-r, t1=-1%.. . ti_y =—1F,

wo r eine von Null verschiedene reelle Zahl ist. Die Gleichung (9) ist dann der Form
(26) D N o o N R B 72 Lt € I X o T S SO S e
Durch die Umformung der Gleichung (26) bekommt man die Gleichung

1- k+1
——1—-] + A2 4 k=0
r

(7) Ak 4 \k=1 [7- o

Ahnlicherweise, wie im Spezialfall I, kann man folgenden Satz beweisen:

Satz 4. Die Eigenwerte p der Matrix T liegen in dem Inneren des Kreises mit
dem Mittelpunkt an der Realachse, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M mit
m < M enthilt und —4/k < m+ M < 0 fiir k gerade, bzw. —4/(k—1) <m+ M <0
fiir k ungerade, gilt. Sei r = r¢ eine im Intervall -1 < r < 0 liegende Wurzel der
Gleichung

(28) (m+M)(1L-r**N)/(1-r)=2r
(in diesem Intervall existiert eine einzige Wurzel dieser Gleichung). Es existiere eine,
im Intervall 1 < g liegende Wurzel ¢ = go der Gleichung

1- 7"(’;+1 1— gk+1|r0|k+1

(29) oM -2=0.

1—-ro 1 — glro|

Dann gilt fiir den Spektralradius o(T) der Matrix T die Ungleichung

(19) o) < g‘—o
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Bemerkung 2. Die Gleichung (29) kann man in der Form

) . . 1-
(30) (—1)kp*r* + (=D)o* 1kt 4 4+ (=1)20%% + g[M——

schreiben.

Beweis. Der Beweis des Satzes 4 ist analogisch zum Beweis des Satzes 3. Den
Beziehungen (20), (21), (22) und (19) entsprechen der Reihe nach die Beziehungen

k k—1 1—rkt! k-2 2.2 k, k
(31) T+ T Q[?‘——l—_r—]-i-T‘Q!‘ +...4+40r" =0,
(32) 7l <1,
1—rktl 20,12 ky,.1k
(33) |T+g(r—u—i_—r—)|<g|r| + ...+ 0%|r|%,
(34) [(n+ M)(Q —rF*1)/(1 = 1)) = 2r = 0.

Die Gleichung (34) hat offensichtlich wenigstens eine Wurzel r = rg, —1 < r < 0,
da fiir 7 = 0 ihre linke Seite der Zahl mn + M < 0 und fiir r = —1 der Zahl 2, bzw.
m+ M + 2 > 0 gleich ist, je nach dem ob eine % eine gerade oder eine ungerade
Zahl ist. Um zu beweisen, dass im Intervall (—1,0) eine einzige Wurzel rq existiert,
beweisen wir, dass die Ableitung der Funktion an der linken Seite der Gleichung
(34) im Intervall —1 < r < 0 negativ ist, d.h. die linke Seite der Gleichung (34)
eine abnehmende Funktion ist. Es ist also zu beweisen, dass fiir —1 < r < 0 die
Ungleichung

(35) m+M)(Q+2r+...+kr* ) -2<0

gilt. Es sei zuerst k eine gerade Zahl, d.h. k = 2n, n > 1. Man kann durch die
vollstindige Induktion die Ungleichung

(36) 14+2r+...+ 20" > —n

beweisen. Fiir n = 1 ist die Ungleichung der Form 1 + 2r > —1 oder r > —1 und die
Behauptung (36) gilt. Es gilt weiter nach (36) die Ungleichung

(37) 1+2r+ ...+ 20?71 4 (2n + 1)r*" + (20 + 2)r?nH!
> —n+ (2n+ 1)’ + (2n 4 2)rntL,
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Man kann leicht beweisen dass die Ungleichung

(38) f(r) = 2n+1)r*" + (2n + 2)r2ntt > —1,
d.h.
(39) fr)y=r[2n+ 1)+ (2n+2y] > -

gilt. Firr =0 und r = —1ist f(0) = 0 und f ( 1) = —1, so dass die Ungleichung
(39) gilt. Es ist
fi(r) = @n+ 1)’ 2n + r(2n + 2)],

sodass f'(ry=0firr =0undr = —2n/(2n+2), ~1 < —2n/(2n+2) < 0 ist, wobei
f(0) =0, f(—2n/(2n+2)) = (2n/(2n + 2))2" > 0 gilt. Die Ungleichungen (39)
sind also giiltig. Aus (37) und (39) folgt dann sofort die Ungleichung

1+2r+...+@2n+2)?" > pn—1,
wodurch die Ungleichung (36) bewiesen ist. Aus (36) folgen dann die Ungleichungen

(m+M)(1+2r+...+ 207" 1) < —n(m + M)
= nf—(m + M)} < n(4/k) = n(2/n) = 2,

wodurch die Ungleichung (35) bewiesen ist.
Wenn nun k eine ungerade Zahl ist, d.h. kK = 2n + 1, n > 1, besitzt die zu
beweisende Ungleichung (35) die Form

(m+M)(1+2r+...+(2n+1)r")-2<0.
Da (2n + 1)r2" > 0 ist, gilt nach (36) die Ungleichung
1+2r+...+2nr 4+ 2n+ D)r*" 214 2r +... + 207" 1 > —p
oder

(m+M)(1+2r+...4+ (2rn+ 1)r*") < —n(m + M)
=n[-(m+ M)] <n(4/k-1) =n(2/n) =2,

wodurch die Ungleichung (35) in diesem Fall bewiesen ist. Es existiert also eine
einzige Wurzel ry der Gleichung (34) im Intervall (—1,0).

Aus (33) folgt dann dhnlicherweise, wie im Beweis des Satzes 3, die Gleichung
(29), die analogisch der Gleichung (18) aus dem Satz 3 ist. (]
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Beispiel 3. Esseim = —0.8, M = 0.2, k = 2. Die Gleichung (28) besitzt
dann die Form
r2 +4.3333r+1=0,

so dass rg = —0.2446 ist. Dann ist
p=0.2446, ¢ =-0.0598, t=1-p—t; =0.6956
und die Iterationsvorschrift ist der Form
Tu41 = (0.2446 I + 0.6956 T)z, — 0.0598z, 1 +c.

Die Gleichung (29) besitzt nun die Form

0.05980% + 0.4076p — 1 =0
und es existiert die Wurzel g = go = 1.9152. Es ist also

o(T) < 0.5221.
Beispiel 4. Esseim = —-0.8, M =0.2, k = 3. Dann ist

(28) 3 +1r24+43333r+1=0,

ro = —0.2409, p = 0.2409, ¢t; = —0.0581, t; = —0.0140,t =1 —p—t; — t = 0.8311.
Die Iterationsvorschrift ist dann der Form

Zy4+1 = (0.2409 I + 0.8311 T)z, — 0.0581z,_, + 0.0141z,_2 + ¢

und es ist ferner
(29) 0.01400° + 0.0581¢% + 0.4900p — 1 = 0,

00 = 1.6126, o(T) < 0.6201.

Ahnlicherweise, wie in der Bemerkung 2, héingt die Wurzel r = ry der Gleichung
(28) von dem Mittelpunkt des Intervalls (m, M) ab und die Gleichung (29) besitzt

fiir

1-Ir k+1 1- rk+l
M< [2— Irol ] 0
1—|ro| 1-19
die Wurzel o = 9o > 1.
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