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QUELQUES REMARQUES SUR LES CLASSES DE BAIRE 
DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 

ZBIGNIEW GRANDE 

Soit f:R2^> R la fonction réelle définie sur le plan R2. Etant fixés x0 et y0, les 
fonctions d'une variable /*()(y)=/(•*(>* y) et fy°(x) = f(x, y0) s'appellent les coupes 
de la fonction / relativement à x0 et y0 respectivement. 

On sait que: 
(1) Si toutes les coupes fx sont continues à droite et toutes les coupes fy sont de 

classe de Baire a, alors la fonction / est de classe de Baire a +1 (voir [4]). 
(2) Si toutes les coupes fx sont équicontinues et toutes les coupes fy sont de 

classe de Baire a, alors la fonction / est de classe de Baire a. 
(3) Si toutes les coupes fx et fy sont approximativement continues, alors la 

fonction / est de deuxième classe de Baire (voir [1], th. 2). 
(4) Il existe une fonction f:R2-> R telle que toutes ses coupes fx et fy sont 

approximativement continues et qui n'est pas de première classe de Baire (voir [1], 
th. 3). 

Définition 1. Soit {h{}ieJ (J— un ensemble d'indices) une famille de fonctions 
réelles d'une variable réelle. On dit que les fonctions de la famille {/*,},<=, sont 
approximativement équicontinues s'il existe pour tout point x e R un ensemble 
F(x) du type Fa tel que x est un point d'épaisseur de l'ensemble F(x) et les fonctions 
partielles htIF(x) sont équicontinues au point x. 

Théorème 1. Si toutes les coupes fy sont approximativement continues et toutes 
les coupes fx sont approximativement équicontinues, alors la fonction f:R2-^> R est 
approximativement continue. 

Démonstration. Soit (x0, y0) e R2. D'après la définition 1, il existe un ensem
ble F(y0) cz R du type Fa tel que y0 est un point d'épaisseur de cet ensemble et les 
fonctions partielles fx(F(y0) sont équicontinues au point y0. 

D'autre part la coupe fy° est approximativement continue au point x0. Il en 
résulte qu'il existe un ensemble F(x0) cz R du type Fa tel que x0 est un point 
d'épaisseur de cet ensemble et la fonction partielle fy°IF(x0) est continue au point 
x0. Posons F=F(x0) x F(y0). L'ensemble F cz R2 est du type Fa et (JC0, y0) est un 
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point d'épaisseur de l'ensemble F. Il reste à voir que la fonction partielle f/F est 
continue au point (x{), yu). 

Soit t>(). Il résulte de la continuité de la fonction fv"/F(xlt) au point x„ qu'il 
existe un nombre d, X ) tel que 

\fv"(x)-fv"(x())\<r/2pourx e F(xi))n(x()- <>,, x()+ <),). 

En outre, il existe un nombre ô2>() tel que 

l / ( y ) - / ( y o ) | < W 2 p o u r y e F(y„)n(yt- ô2, y{)+ ô2) 

et pour tout x e R. 
Soit (x,,yx) e Fn{(x()- ôi, x() + ô{)x (y{)- ô2, y{) + d2)} 

Remarquons que 

\f(xl,yi)-f(x„,yi))\^\f(xi,yi)-f(x],y{))\ + 
+ \f(xt, yo) - / ( *„ y„) | < F / 2 + f/2 = f 

Notre théorème est démontré. 

Définition 2 (voir \5], Df. 2) Une fonction f: X-+ R (X— l'espace métrique) est 
dite fonction step-like lorsque pour tout ensemble A a X (A^0) il existe un 
ensemble ouvert Ua X tel que A n Ui=0 et hi fonction partielle f/A n U est 
constante. 

Théorème 2. Il existe une fonction f:R2^>R qui n 'est pus de première dusse de 
Buire et qui est telle que toutes les coupes fx sont continues et toutes les coupes fv 

sont step-like. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P l'ensemble de Cantor dans le segment Q aux 
extrémités (0,0) et (1,1). L'ensemble P est parfait et non-dense dans le segment 
Q. Le complémentaire P' = Q — P est la somme d'une suite d'intervalles ouverts, 

qui s'appellent de ses constituantes. Alors P' = U O,,, où Qn désigne l'intervalle 
/! I 

ouvert aux extrémités (an,an) et (/?„, /?„) (an <ft„). Admettons que d(Qn)^ 
d(Qn + i), où d(Qi) désigne le diamètre de l'intervalle Q . 

Désignons par Rn l'intervalle fermé aux extrémités (an, an — d(Qn)/2V2) et 

(an, an +d(Qn)/2VÏ). Soit /„: Rn—>\(),\ | une fonction continue et telle que 

fn(an,an)=\ ctfn(an,an-d(Qn)/2V2)=fn(an,an+d(Qn)/2^2) = () 
Posons 

«x y) = 1 /»(*« y) p ° u r (** y ) e R» 
'() pour (x,y)e R2-UR„ 
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On remarque sans peine que toutes les coupes / de la fonction / sont continues et 
que la fonction / n'est pas de première classe de Bairc. 

Démontrons encore que toutes les coupes fv de cette fonction sont step-like. 
Etant donne un nombre y e R, soit A a R un ensemble contenant au moins 

deux nombres ax et a2 tels que /v( t / , )^() et fv(a2) + (). Admettons que a{<a2. 
Il résulte de la définition de la fonction / que 
I. il existe au plus un nombre fini de points {bk }k , tels que bk > at et fv(bk ) =£(). 
Si l'ensemble A contient un nombre c>ax qui n'appartient pas à l'ensemble 

{t/2, />,,/>: /?/v}, alors il existe un intervalle ouvert U contenant c et ne 
contenant aucun nombre de l'ensemble {t/,, t/2, />,, b2 bN}. On vérifie facile
ment que la fonction partielle fvIU est constante. Dans le cas contraire il existe un 
intervalle ouvert qui contient a2 et ne contient aucun point de l'ensemble 
{//,-, />,, b2 bN} 
Dans le cas, où l'ensemble A ne contient pas deux nombres a, et a2 tels que 
fv(ax)j=()etfv(a2)J=() la démonstration est triviale et le théorème 2 est démontré. 

Théorème 3. // existe une fonction cj: R2—> R qui n 'est pus de première dusse de 
Bu ire et telle que toutes ses coupes çjx sont continues et toutes ses coupes cjv ont lu 
propriété de Dnrboux et sont de première classe de Biiire. 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons toutes les désignations de la démonstration du 
théorème 2. 

Désignons par {A,,} une suite d'ensembles linéaires fermés et non-denses pour 
lesquels: 

0 (a) AinAi = 0 pour i±j et ( Û { # } ) n , 4 , , = 

pour « = 1,2,.., 

(b) \ln>d(An)>d(A„ + x)(n = \.2,...) 

(c) a„ est un point d'épaisseur de l'ensemble A„ (/i = 1, 2, ...) 
Soit {Bn} une suite d'ensembles de classe A/5 de Zahorski (voir [6] ; c'est-à-dire 

tout ensemble Bn est du type F„ et si x e Bn, alors x est un point d'épaisseur de 
l'ensemble Bn) telle que B„ c An et an e Bn (n = 1, 2, ...)? 

D'après le lemme 11 du travail [6] il existe pour tout ensemble B„ une fonction 
//„:/?—>/? approximativement continue et telle que 

fjn{x) = 0 pour x è Bn et 
()<fjn(x)^\ pour x e Bn. 

De plus, il résulte de la démonstration du lemme 11 qu'on peut construire les 
fonctions g„ telles que gn(an)= 1, pour tout n. 
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Définissons par la suite les fonctions Kn:R
2-*R de la manière suivante: 

Kn(x,y) = gn(x) 
Soit, en outre, Ln: R2-+R des fonctions continues telles que: 

(d) toutes les coupes Ly
n sont constantes 

(e) Ln(an, an) = \ 

(f) Ln(x,y) = 0 pour y é [an-d(Qn)/2^2, an +d(Qn)/2^2] 
Désignons par En l'ensemble 

Bn X [an - d(Qn)/2V2, an + d(Qn)/2\f2] 

Posons 

Qix ,= (Kn(x,y)-Ln(x,y) pour (x, y) e En 

] 0 pour (x,y)eR2-\J En 

On vérifie facilement que toutes les coupes gx de cette fonction sont continues et 
que la fonction g n'est pas de première classe de Baire. 

Il reste à prouver que toutes ses coupes gy sont de première classe de Baire et 
qu'elles ont la propriété de Darboux. Etant fixé y e R, on voit sans peine que si la 
coupe gy n'est pas approximativement continue au point x{), alors il existe une 

sous-suite {ank} de la suite {an} telle que x() = lim ank. 
* - » ° o 

Considérant comme dans L de la démonstration du théorème 2 on a que celui 
point x{) peut exister seulement un. Alors la coupe gy n'est pas approximativement 
continue au plus en un point et elle est de première classe de Baire. Montrons 
encore que la coupe gy a la propriété de Darboux. Soit .r, e R, x2 e R, xx <x2 et 
0y(xi)ïgy(x2). Admettons que gy(xx)<gy(x2). Soit y e (gy(xx), gy(x2)). Si 
x()é[xx, x2], alors la coupe gy est approximativement continue sur [xx, x2] et il existe 
un point x3 e (xx, x2) tel que gy(x3) = y. 

Dans le cas contraire, si x0 e [xx, x2], alors il existe un intervalle [an(), /?nJ tel que 
[ani), flj c (xx, x2). Evidemment gy(ani)) = 1 > y > 0 = gy(ftj. En outre la coupe gy 

est approximativement continue sur [an{), # J et il existe un point x3 e (ano, /3..J tel 
que gy(x3) = y, ce qui,termine la démonstration du théorème 3. 

Dans mon travail [2] j'ai introduit la définition suivante: 

Définition 3. Une fonction g:R-+R a la propriété (K), si pour tout ensemble A 
mesurable au sens de Lebesgue, de mesure positive, la fonction g est ponctuelle
ment discontinue sur la fermeture de Vensemble des points d'épaisseur de 
Vensemble A. 

J'ai aussi démontré que si toutes les coupes fx de la fonction /:/?2—> R ont la 
propriété (K) et toutes ses coupes fy sont approximativement continues, alors la 
fonction / est mesurable au sens de Lebesgue. 
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Le Professeur L. Misik a posé le problème suivant: 
Supposons que toutes les coupes fx de la fonction / : i?2 —> R ont la propriété (K) 

et sont de classe de Baire a et que toutes ses coupes fy sont approximativement 
continues. Alors la fonction / est-elle borélienne? 

Je montre que la réponse est négative. 

Théorème 4. Admettons l'hypothèse du continu. Il existe une fonction f:R2 —> R 
non-borélienne et telle que toutes ses coupes fx ont la propriété (K) et sont de 
deuxième classe de Baire et toutes ses coupes fy sont approximativement continues. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit A cz[0,l] l'ensemble de Cantor. Soit 

(1) a,, a2, ..., a„, ... a< Q 

(Q désigne le plus petit nombre transfini qui correspondent à la puissance du 
continu) une suite transfinie des nombres de l'ensemble A telle que an + aft pour 
aï(5. 
Soit 

(2) m bx,b2,...,ba,... a<Q 

une suite transfinie des nombres réels telle que ba + bd pour a =£ /S. Etant fixé a < Q 
désignons par Ba cz R l'ensemble de tous les nombres b^ de la suite (2) pour 
lesquels (5<a. Chaque ensemble Ba est dénombrable. Il existe donc un ensemble 
G„ a R du type Gô qui est de mesure lebesguienne zéro et qui contient l'ensemble 
Ba. 

D'après le lemme 11 du travail [6] il existe une fonction ga:R^> R approximati
vement continue et telle que 

ga(x) = 0 pour x e Ga 

et 
' 0<ga(x)^l pour x é Ga 

Posons 

f(X,У) = {вQ 
ga(x) pour yeA et y = aa 

pour y é A 

On voit sans peine que toutes les coupes fy de la fonction / sont approximativement 
continues. 

Soit x0 e R. Il existe un nombre transfini a0<Q tel que x0 = bai). Alors x{) e Ba 

pour tout a > a„. Il en résulte que l'ensemble {y e R ; fXo(y) =£ 0} est dénombrable. 
D'autre part {y e R ; /Jy)=/=0} cz A. 

Alors la coupe fXl) est de deuxième classe de Baire et elle a la propriété (K). 
Démontrons encore que l'ensemble C== {(x, y) e R2; f(x,y)^0} n'est pas 

borélien. 
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Remarquons que C a R x A et que toutes les coupes 
(\ = [y e R ; (A, y) e C) sont dénombrables et que les complémentaires de toutes 
les coupes Cv = [x e R ; (,r, y) e C} sont de mesure zéro. 

Soit h:R-*R le homéomorphisme tel que h(A) est de mesure lebes^uienne 
positive. Alors la fonction H.R-+R2 définie par la formule 

H(x,y) = (xJi(y)) 

est aussi le homéomorphisme. 
Il résulte du théorème de Fubini que rensemble H(C) n'est pas mesurable au 

sens de Lebcsgue. 11 en résulte que H(C) n'est pas borélien et par conséquence 
rensemble C n'est pas borélien. Théorème 4 est donc démontré. 
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