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SUR LA MEASURABILITE DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES 

ZBIGNIEV GRANDE 

Désignons par Rn l'espace euclidien à n dimensions (n > 1) et par R l'espace des 
nombres réels. 

Définition 1. (comparer [2], Df. 4) On dit qu'une fonction f: R-^R possède la 
propriété (G) lorsque, quels que soient un ensemble A ŒR measurable au sens de 
Lebesgue de mesure positive et un nombre e>0, il existe un intervalle ouvert 
UŒR tel que l'ensemble AnUest de mesure lebesguienne positive et ose / ^ e sur 
l'ensemble des points de densité de l'ensemble AnU. 

La classe des fonctions ayant la propriété (G) contient toutes les fonctions de 
première classe de Baire et certaines fonctions non-boreliennes ([3], Exemple 1). 

Définition 2. ([4], Df.) On dit qu'une fonction f: R—*R mesurable au sens de 
Lebesgue est dégénérée au point x0sR lorsqu'il existe un entourage ouvert U du 
point f(x0) tel que xQ est un point d'éclaircie de l'ensemble f~l(U). 

Théorème 0. (comparer [2], Th. 4) Soit f: R2->R une fonction telle que toutes 
ses coupes fy(t) = f(t, y) soient mesurables au sens de Lebesgue et toutes ses 
coupes fx(t)=-f(x,t) possèdent la propriété (G). Pour que la fonction f soit 
mesurable au sens de Lebesgue, H faut et H suffit que l'ensemble A(f) = 
{(x, y)eR2:fy est dégénérée au point y} soit mesurable au sens de Lebesgue, de 
mesure zéro. 

Dans cet article je démontre un analogue du théorème 0 rapporté aux fonctions 
définies sur Rn (Th. 1) et en appliquant le théorème 1, je donne la réponse 
affirmative à la question suivante de Monsieur Misik: 

Problème (L. Misik) Une fonction / : Kn—>/* approximativement continue par 
rapport à chacune des variables est-elle de classe de Baire n ? 

Remarque. Monsieur Misik a remarqué que ce problème est équivalent au 
suivant : 

Une fonction / : Rn^*R approximativement continue (continue dans la topolo-
gie de densité) par rapport à chacune des variables est-elle de classe n — 1 du 
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système de Baire généré par la famille des fonctions approximativement continues 
sur Rnt? 

En effet, l'équivalence de ces formulations résulte des faits que chaque fonction 
de deuxième classe de Baire sur Rn est la limite d'une suite de fonctions 
approximativement continues sur Rn ([5]) et que chaque fonction approximative
ment continue est de première classe de Baire. 

Dans le cas où n = 2 la réponse affirmative à la question de Misik est donnée par 
Davies dans son article [1]. Supposons donc que n -=*3. 

Lemme 1. (comparer [2], Lemme 3). Soit A czRk xRl un ensemble mesurable 
au sens de Lebesgue. Il existe alors un ensemble BczA mesurable au sens de 
Lebesgue et tel que: 

1. mk+i(A — B) = 0 (mé désigne la mesure de Lebesgue dans Ré); 
2. BŒ-B ; c'est-à-dire tout point (x, y)eB, où x eRk et y eR1, est tel que: 
2a. (x, y) est un point de densité de l'ensemble B; 
2b. x est un point de densité de la coupe 

By = {teRk:(t,y)eB}; 

2c. y est un point de densité de la coupe 

Bx = {teRl:(x,t)eB}. 

Lemme 2. Soit A czRn un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Il existe 
alors un ensemble B czA mesurable au sens de Lebesgue et tel que: 

1. m„(A-B) = 0; 
2. BGLB ; c'est-à-dire tout point (xu ..., xn)eB où xu ..., xneR est tel que: 
2a. (xx, ..., xn) est un point de densité de l'ensemble B; 
2b. Xi est un point de densité de l'ensemble 

#,,,..*,_.., ^ . Xn = {teR: (xu ..., *,_„ /, *,+1, ...,xn)eB} 

pour i = 1, 2, ..., n ; 
2c. (x2, ..., xn) est un point de densité de l'ensemble 

BXx = {(t2,...,tn)eRn-l:(xut2,...,tn)eB}. 

Démonstra t ion. Nous démontrons ce lemme dans le cas où n = 3. Dans le cas 
général la démonstration est analogue. Il existe, d'après le lemme 1, un ensemble 
A,c=A tel que m3(A — A,) = 0 et tel que, quel que soit un point (JC,, x2, x3)eAu 

(xu x2, x3) est un point de densité de l'ensemble A,, xt est un point de densité de 
l'ensemble (A,) .,,.,._, et (x2, x3) est un point de densité de l'ensemble (At)xr Dans 
la suite il existe pour l'ensemble A, un ensemble A2czAx tel que m3(Ax —A2) = 0 
et tel que, quel que soit un point (JC,, x2, x3)eA2, x2 est un point de densité de 
l'ensemble (A2)*,.-.«j et (xux3) est un point de densité de l'ensemble (A2)X2. 
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Désignons par C2 l'ensemble Ax- A2. L'ensemble C2 étant de mesure lebesguien-
ne zéro, l'ensemble 

D = {(t2,t3)eR2:m*((C2),t2,t3)>0} 

où m* désigne la mesure extérieure de Lebesgue dans R', est donc le même. 
L'ensemble E = {t3eR: m*({t2eR: (t2, t3)eD})>0} est également de mesure 
lebesguienne zéro. Posons B2 = A2 — (R xD) — (R2xE). Remarquons que, quel 
que soit un point (xu x2, x3) e B2, xx est un point de densité de l'ensemble (B2) , X2. X3 

et x2 est un point de densité de l'ensemble (B2)Xu ,,3. Il existe pour l'ensemble B2 

un ensemble A3aB2 tel que m3(B2 — A3) = 0 et tel que, quel que soit un point (J^, 
x2, x3)e A3, x3 est un point de densité de l'ensemble (A3)XlX2 . et (xu x2) est un 
point de densité de l'ensemble (A3)X3. Désignons par C3 l'ensemble B2 — A3 et par 
D, l'ensemble {(t2,t3)eR2: m*((C3)\,2,,3)>0} et par D 2 l'ensemb e {(tx,t3)eR2: 
mî((C3),„ , , 3 )>0} . Remarquons que les ensembles 

H={tleR:m*((Al-A3)tl)>0}, 

Fl = {t3eR:m*({t2eR:(t2,t3)eD1})>0}, 
F2={t2eR:m*({t3eR:(t2,t3)eDl})>0}, 
F3={t3eR: m*x*({txeR: (tx, t3)eD2})>0} et 
F 4 ={f 1 6 l î :mî ( { f3€K:( f I , r 3 ) eD 2 } )>0} 

sont de mesure lebesguienne zéro. Posons 

B=A3-(RxDl)-(D2xR)-(R2xFl)-

- (R X F2X R) - (R2 X F3)- (F4X R2)- (H X R2), 
où 

D2xR = {(ux, u2, u3)eR3: (ux, u3) _ D 2 } . 

L'ensemble B satisfait aux conditions 1 et 2 du lemme 2. Dans le cas général on 
démontre, analogiquement, en appliquant bien des fois le théorème de Fubini. 

Étant donnée une fonction / : Rn-*R, les fonctions d'une variable 

/ * , , .. .X, | ,X I + |. . . X n ( 0 = / C * l 5 •••> -*l-l> t, Xi + \, ..., Xn) 

(i = 1,..., n ) s'appellent coupes de la fonction / relativement à (x x, .., x, _,, x,+,, ..., 
* n ) . 

Proposition. Supposons qu'une fonction f: Rn^>R est mesurable au sens de 
Lebesgue. L'ensemble 

A(f) = {(Xl,...,xn)eRn:fXl, .,x, ,.*,., ,Xn 

est approximativement continu au point xt pour i = 1, 2, . ., n} 

est mesurable au sens de Lebesgue et mn(R
n —A(f)) = 0. 
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Démon s t ra t ion . Soit {Uk} une suite des intervalles ouverts aux extrémités 
rationnelles. Posons Bk=f~\Uk) pour k = 1,2, .... Selon le lemme 2 il existe pour 
tout ensemble Bk un ensemble Ck cz Bk tel que mn (Bk — Ck ) = 0 et CkŒiCk. 

Remarquons que mn l (J (Bk — Ck)\ = 0. Afin d'établir notre proposition il suffit 
\ * = i / 

de démontrer que C = Rn — (J (Bk — Ck)aA(f). Soit (x„ . . . ,jcn) un point de 
k = \ 

l'ensemble C. Évidemment (JC„ ..., xn)èBk — Ck pour k = 1, 2, .... Fixons l'indice 
i^n. Démontrons que la fonction /x„ ,Xi lX+1, ,Xn est approximativement conti
nue au point xé. Dans ce but fixons un nombre e>0 et démontrons que x, est un 
point de densité de l'ensemble 

E = {teR: \f(xu ...,x, „ f, *, + „ ..., xn)-f(xx, ...,xn)\<e}. 

Soit Uk() un intervalle ouvert de la suite {Uk} contenant f(xu ...,xn) et contenu 
dans l'intervalle (/(*„ ..., xn)-e,f(xu ...,xn) + e). Comme (.*„ ..., xn)eBko et (JC„ 
...,xn)é Bk()- Ck<), on a donc (xu ...,xn)e Cko. Mais CfcoG: Cko, x, est donc un point de 
densité de l'ensemble (Ck())Xl, ,X| ,, ,X|+1 ,x„ et par conséquent de l'ensemble E, 
d'où notre proposition. 

Lemme 3. ([1], Lemme 2 et [3], Lemme 1) Soif (X, M, fi) un espace avec la 
mesure \i qui est o-fimte. Soit f: X—>R une fonction telle que, quel que soit le 

bre e > 0, la classe d'ensembles De = \ D e M : ose / ^ e > satisfait à la condition 

suivante: 
(1) il existe pour tout ensemble AeMde mesure \i positive un ensemble D eD 

tel que D cz A et r u(D)>0. La fonction f est alors (i-mesurable, où fi désigne le 
complété de la mesure \i. 

Théorème 1. Soit f: Rn^>R une fonction telle que toutes ses coupes 
fxu ,x, ,.x,+1. ,xn (i = 1, .., n) soient mesurables au sens de Lebesgue et toutes ses 
coupes fX2 Xn possèdent la propriété (G). Pour que la fonction f soit mesurable au 
sens de Lebesgue, il faut et il suffit que l'ensemble 

B(f) = {(xu...,xn)eRn:fXï, ,Xi , X | + , ,Xn 

n'est pas dégénéré au point x, pour 1 = 2, ..., n}, 

soit mesurable au sens de Lebesgue et mn(R
n —B(f)) = 0. 

Démon s t ra t ion. La nécessité résulte de la proposition. 
Suffisance. Je démontre la suffisance dans le cas, où n = 3. Dans le cas gênerai la 

démonstration est analogue. Dans ce but démontrons que la fonction / satisfait aux 
conditions du lemme 3. Soient A cz R3 un ensemble mesurable au sens de Lebesgue 
de mesure positive et e un nombre positive arbitraire. Rangeons tous les intervalles 
ouverts aux extrémités rationnelles en une suite {Uk} et tous les intervalles fermés 
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aux extrémités rationnelles et à la longueur ^ e en une suite {Kk}. Désignons par 
Qr,s l'ensemble de tous les points (x2, x3)eR2 pour lesquels l'ensemble A ,X2,X3n Ur 

est mesurable au sens de Lebesgue de mesure positive et f(t, x2, x3) e Ks pour tout 
point de densité de l'ensemble A.,X2,X3nUr. Soit O l'ensemble de tous les points 
(x2, x3)eR2 pour lesquels l'ensemble A .,X2,X3 est mesurable au sens de Lebesgue et 
de mesure positive. Toutes les coupes fX2,X3 ayant la propriété (G), on a donc 

U Or.s =-> O. Comme de plus m 2 ( O ) > 0 , il existe donc un couple d'indices (r„, s0) 
r, s 

telle que mt(Qro,S())>0. Désignons par B l'ensemble {(x2, x3)eR2: (x2, x3) est un 
point de densité extérieure de l'ensemble Qro,sa}> L'ensemble B est mesurable au 
sens de Lebesgue et m2(B) = m2*(Qro,5o)>0. Soit C = (UroxB)nA. L'ensemble C 
est mesurable au sens de Lebesgue et m 3 ( C ) > 0 , comme mx(C X2,X3)>0 pour 
presque tous les points (x2, x3)eQro.So. Soit D = CnB(f). D'après le lemme 2, il 
existe pour l'ensemble D un ensemble E c z D tel que m 3 ( D - E ) = 0 et ECLE. 

Evidemment EczA et m 3 ( E ) > 0 . Démontrons encore que f(xx,x2, x3)eKSo pour 
tout point (xx, x2, x3)eE. Fixons un point (xx, x2, x3)eE. Comme EŒE, donc 
l'ensemble EXx ne se compose que de ses points de densité et il est mesurable au 
sens de Lebesgue, de mesure positive. De plus chacun de ses sous-ensembles 
mesurables au sens de Lebesgue de mesure positive coupe l'ensemble Qro,Sir 

Supposons, par contre, que f(xx,x2,x3)èKSQ. La fonction de deux variables 
fxXu2, "3) = f(xx, u2, u3) est mesurable au sens de Lebesgue sur l'ensemble EXx 

([2], Th. 2 et Th. 4). Comme de plus /,,(0-0, Jc=K5o , on a donc (*) 
m2(EXl-(fXx)~

l(Kso)) = 0. D'autre part, comme f(xx, x2, x3)éKSo et la coupe fXx,X3 

n'est pas dégénérée au point JC2, on a donc 

mï(EXt,,X3n(fXl,X3) \R-KJ)>0. 

Les coupes fXl,U2 ne sont pas dégénérées au point x3 pour tout point u2eEXi, x, n 
(fXx,X3)

 X(R-KSQ), on a donc m%(EXxn(fXx)
 l(R-KSo))>0, en contradiction avec 

(*). 

Théorème 2. Supposons qu'une fonction f: Rn-^>R est approximativement 
continue par rapport à chacune de n variables. La fonction f est de classe de Baire 
n. 

La démonstration est analogue à la démonstration du théorème 2 de l'article [1]. 
Dans cette démonstration intervient la mesurabilité de la fonction / qui résulte du 
théorème 1. 
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Р е з ю м е 

В настоящей работе доказана следующая теорема: Если действительная функция явл ется 
аппроксимативно непрерывной относительно всякой из п перем нны , т она яв яет я п г 
класса Бэра. 
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