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KOMPOSITIONSIDEALE IN RINGEN
FORMALER POTENZREIHEN

HERMANN KAUTSCHITSCH

1. Einleitung

Es bezeichne im folgende R einen kommutativen Ring mit Einselement, R den
Ring der formalen Potenzreihen in einer Unbestimmten iiber !k und R, den
Unterring der Potenzreihen positiver Ordnung, wobei die Ordnung einer Poten-
zreihe f= ax’ der kleinste Index i mit a,#0 ist. In R, ist neben den beiden

i=0

Operationen Addition und Multiplikation noch eine weitere Operation auf na-
tiirliche Weise gegeben, nimlich die Komposition o, definiert durch fog =f(g(x)).
Diese Operation ist assoziativ, rechtsdistributiv gegeniiber + und ., und hat die
Potenzreihe x als Einselement. Man kann daher den Potenzreihenring R, als
Algebra #=(R,, +, ., o) auffassen und alle homomorphen Bilder, oder, was
damit dquivalent ist, alle Kongruenzrelationen dieser Algebra zu bestimmen
versuchen. Da & eine Multioperatorgruppe ist, ist diese Aufgabe gleichbedeutend
mit der Bestimmung aller Ideale dieser Algebra. Das sind also alle jene Ring-
ideale A, deren zugehdrige Kongruenzrelation mit der Komposition vertréaglich ist.
Solche Ideal heiBen Kompositionsideale.

2. Kompositionsideale

Man kann die Kompositionsideale A von ® =(R,, +, .,0) folgend charak-
terisieren:

Satz 1. Ein Ringideal A cR. ist genau dann ein Kompositionsideal, wenn mit
ueA, geR,, ceN stets gilt:

(1) Uog €A
() c.ueA
Beweis. Sei A Kompositionsideal, ueA, f,geR,,ceN, dann ist: f=
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f+umod A, also auch fog =(f + u)og mod A und daher ist uog = mod A. Aus
cx=cx mod A und u=0mod A folgt cu=cxou = cxo0 = Omod A.

Seien umgekehrt die Bedingungen (1) und (2) fiir ein Ringideal A erfiillt. Aus
fi=g, mod A und f,=g, mod A folgt fi=g,tuundf,=g,+v mitu, veA,also

fiof2=(g1+u)o(g2+v)=gio(gatv) tuo(g+v)=gio(g.+v)=
=g og,+v.p mitpeR .

Nunistp.v = (po+pix+...).v = pov+p.vmitp,eR,peR,,alsoistp.veA
und daher f,of>=¢,09. mod A, das heiflt, A ist Kompositionsideal.

Bemerkung: Ideale A R,, die nur (1) erfiillen, hei3en nach [1] Vollideale.
Eigenschaften von Vollidealen habe ich in [1], [2] untersucht. In Polynomringen
fallt der Begriff Kompositionsideal mit dem des Vollideals zusammen (siehe dazu
[3D-

Da mit ce R und fe R, auch ¢fe R, und die Beziechung
c(fg)=(cHg=f(cg), ceM, f,geR.

gilt, kann man R, als R-Operatorring auffassen und es gilt dann nach Satz 1:

Satz 2. Ein Vollideal A = R. ist genau dann ein Kompositionsideal, wenn A ein
R-zulissiges Ringideal ist.

In einem R-Operatorring mit Einselement wiren samtliche Ideale R-zulassig,
R, als Ring der formalen Potenzreihen positiver Ordnung besitzt jedoch kein
Einselement beziiglich - .

Beispiele fiir Kompositionsideale :

1. Jedes Vollideal A, das alle Potenzreihen der Form rx, r e R enthalt, ist ein
Kompositionsideal, denn:

Aus ceR und ue A folgt cu=cxoueA nach (1).

2. Ist A =N ein Ideal in N, dann sind ersichtlich

QO={f|f=Sax', a e}
und -
(W ={f1f(0) e}
(f' sei die formale Ableitung fon f) Kompositionsideale.
3. w={0,f =§:a,-xi |a; e R} ist ein Kompositionsideal, das fiir n>1 heine

Potenzreihen erster Ordnung enthalt.
Man kann nun aus einem gegebenen Kompositionsideal A < R, weitere Kom-
positionsideale erhalten. Durch das folgende Verfahren erhilt man iibrigens einen

Zusammenhang zwischen den Kompositionsidealen von R, und der Differentia-
tion in R..
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Ist f =Ec;x‘} dann sei f’ =Eicpc”' die formale Ableitung der Potenzreihe f.
i=2 i=2
Satz 3. Ist A ein Kompositionsideal in R, dann ist die Menge A'={f|fe A
und f' € A} ebenfalls ein Kompositionsideal in R..
A' heiBe die Ableitung von A.

Beweis. 0e A’ alsoist A’ # . Ersichtlich liegt mit fund g auchf—geA’.

Ist feA’ und r=rx+rx*+...eR,, dann ist r.feA und (rf)
=r'.f+f' .reA,dennwegen (2)istauchr’f = (r,+2r.x+...).f = rf+F.feA
mit r,ef, FeR,. .

IstfeA’undreR,,dannist fore A und (for)’ = (f'or).r' € A. SchlieBlich ist
mit feA und ceN auch ¢fe A und (¢f) = c.f'€A.

Bemerkung. Damit die Definition von A’ sinnvoll ist, darf A nur Poten-
zreihen mit einer Ordnung groBer als 1 enthalten. Solche Ideale gibt es nach
Beispiel 3.

Durch A™:=[A”"]" kann man rekursiv hohere Ableitungen von A de-
finieren. A kann, analog wie im Polynomring, auch so charakterisiert werden:

A" ist die Menge aller jener Potenzreihen, deren simtliche Ableitungen von
einer Ordnung = n in A einthalten sind. Nach Beispiel 3 gibt es zu jedem n.
Kompositionsideale, die nur Potenzreihen von einer Ordnung = n enthalten.

Im folgenden Beispiel, das wir spiter noch benttigen werden, wollen wir die
Ableitung eines Kompositionsideals berechnen: Sei Y((x) ein Ideal in R[x] und
A*(x) die Menge aller Potenzreihen der Form a;0g mit a;e€¥(x) und
g €eR,.(V(x)) sei das von A*(x) in R erzeugte Ideal, dann ist

(?T(x))={f|f= Sfion mit f e a*(x), eR}

Es gilt: 1. (A(x))cR.
2. (A(x)) ist ein Kompositionsideal, denn Sei r € R, und f € (A(x)), dann ist

for=Z(ﬁ‘or)-(rior)=§[(aiog‘_)or].si:

= i[aio(gior)] .5 €(AX)), sieR

Ist ce R und fe(V(x)), dann ist

cf=i=§";c.(f,-.r,-)=§f,~.(cr,-)e(i’l(x)) .

Nach [3] heiBit ein Vollideal ((x) aus dem Polynomring R[x], das mit seiner
Ableitung ilibereinstimmt, ein D-Vollideal. Die Gesamtheit aller D-Vollideale in
R[x] ist fiir gewisse Ringe bekannt (siehe dazu [3]).
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3. Es sei nun Y(x) ein D-Vollideal in f(x) und f € (VA(x)). Dann ist f=> f;.r,
i=1

mit f; € W*(x), r.€e R und
f’=2‘1f§.ri+;ﬁ.r{.

Dabei ist O fi.r = > (aiog:) (gi.r) € (A(x)), denn a; e V(x) und ersichtlich ist
i=1 i=1

if,- .r;e (VA(x)). Esist also (V(x)) = (V(x))" und nach Definition der Ableitung ist
i=1

AXx))" = (A(x)), also ist
QA(x))" =(QA(x)) .
Wir definieren daher:

Definition. Ein D-Kompositionsideal A ist ein Kompositionsideal aus R, das
mit seiner Ableitung libereinstimmt, also A =A".

Mit diesem Begriff kann der oben erwihnte Zusammenhang zwischen den
Kompositionsidealen und der Differentiation in R, hergestellt werden. Man kann
namlich R, als eine Algebra mit den drei 2-stelligen Operationen +, ., - und der
einstelligen Operation der Ableitung ('), also als eine Algebra vom Typ (2,2,2,1)
auffassen. Da diese Algebra wieder eine Multioperator gruppe ist, kennt man alle
homomorphen Bilder, wenn man alle Kongruenzrelationen bestimmt. Es gilt dazu
folgender Satz, der die Bedeutung der D-Kompositionsideale erkennen laft:

Satz 4. Die Kongruenzrelationen der Algebra R' =(R., +,.,0, ') sind genau
die Kongruenzrelationen des Ringes R, nach den D-Kompositionsidealen A c R ..

Beweis. Sei# eine Kongruenzrelation in #'. Die Menge A aller f € R, mit f30
bildet nach [1] ein Vollideal. Aus f#0 und cxtfcx folgt (cx of) ¥ (cx -0), also (cf) 30,
Weiters folgt aus fig, daB f'dg’' und insbesondere aus f#0 folgt f'©0, also ist
A cA’ und damit A=A".

Nun sei A ein D-Kompositionsideal. Wir erkliren eine Aquivalenzrelation ¢ in
R' durch fig <« f=g mod A. Ersichtlich ist beziiglich + und . eine Kongruen-
zrelation.

Aus flg und rds folgt f=g mod A und r=s mod A, also auch for =
s mod A, das heif3t (for)a(gos). SchlieBlich folgt aus fitg, daB f=g mod A, also
auch f'=g’'mod A oder f'dg’. ¥ ist also eine Kongruenzrelation in %&'.

In [1] hatten wir gesehen, daB8 die Menge der Vollideale von R eine Teilalgebra
in der Idealalgebra von R, beziiglich der Bildung des grofSiten gemeinsamen
Teilers (+ ), des kleinsten gemeinsamen Vielfachten (n) und beziiglich der Multip-
likation (.) und des Einsetzens (o) von Idealen bildet. Dabei ist A-B, A, B
Kompositionsideale, das von S ={a.b|acA, be B}cR. in R erzeugte Ideal.
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Satz 5. Die Kompositionsideale bilden eine Teilalgebra R der Algebra aller
Vollideale und die D-Kompositionsideale eine Teilalgebra & von R beziiglich der
oben erwihnten Operationen.

Beweis. A, B seien Kompositions-bzw. D-Kompositionsideale.

a) Seife A+B,dannist f=a+b mita €A und b € B. Daher ist ¢f = ca+cbh
€ A+BfiralleceRund f' = a’'+b' € A+B, alsoist (A+B)' = A+B.

b) Sei fe AnB, dann ist auch cfe AnB und (AnB)' = A'nB’ = AnNB.

c) Seife A.B,dannist f= > ab, mita,c A, b,eB.cf = >, (ca)b; mitca, €A,
i=1 i=1

b.eB, also ¢cfe A.B fiir alle ceR. f' = Zaﬁb,- + Ea,-bieA.B, denn a’€eA,
i=1 i=1
bie B und daher ist (A.B)' = A.B.
d) Sei fe AoB, dann ist f=2(aiob,-).ri mit a,€e A, b,eB, r.eR.
i=1

cf=i(a,-obi).(cr,») €A.B

und
f’=2(aﬁ-obi).(b§.r,»)+§:(a,-ob,~).r2erB,

denn a;€eA und bi.r;,eR,r;eR.

Insbesondere bildet die Menge der Kompositionsideale einen Teilverband im
Idealverband von R. Einen gewissen iiberblick iiber diesen Verband der Kom-
positionsideale erlangt man durch die folgenden zwei Sitze (dazu setzen wir
{N(x)} = A(x)UR\R[x] fiir ein Vollideal A(x) = R[x]).

Satz 6. Zu jedem Kompositionsideal A c R, gibt es genau ein Vollideal (x)
aus dem Polynomring R[x] mit der Eigenschaft:

QRU(x)) cA = {(x)}
A(x) heiBe das UmschlieBungsideal von A.
Beweis. Wirsetzen %(x) =AnMR[x]. Aus A(x) = A folgt wegen (1) A*(x)c A
und daher auch f = 'ﬁ;f,-ri € A mit f; e *(x), r. e R wegen (2), also ist (U(x))cA.

Die zweite Relation ist offensichtlich. Gilt auch fiir ein Vollideal b(x)c
R[x]:(b(x)) < A < b(x)UR\R[x], dann ist (A(x)) < b(x)UR\R[x], also auch
a;ox = a; € b(x)UR\R[x] fiir alle a; € A(x) = b(x) und analog folgt b(x) = A(x).

Satz 7. Der Verband der Kompositionsideale bzw. D-Kompositionsideale ist ein
Nn-homomorphes Bild des Verbandes der Vollideale bzw. der D-Vollideale des
Polynomringes.
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Beweis: Die Abbildung o ordne jedem Kompositionsideal A sein
UmschlieBungsideal A(x) = AnM[x] zu. Es gilt:

1. 0(A) ist nach Satz 6 ein eindeutig bestimmtes Vollideal beziehungsweise
D-Vollideal aus M[x], denn ist fe g(A), dann ist f'€ A und f’' € i[x], das heiBt,
feo(A).

2. Jedes Vollideal bzw. D-Vollideal tritt als Bild bei o auf: Sei (x) ein
Vollideal aus Y([x], dann gilt: (A(x)) = (A(x)) = A(x)UR\R[x], also ist nach
Satz 6 o[(a(x))] = V(x). Ist dabei V((x) ein D-Vollideal, dann ist nach dem
vorhergehenden Beispiel (Y(x)) ein D-Kompositionsideal.

3. o ist offensichtlich ein N-Homomorphismus.

3. Volistindige Kompositionsideale

Definition. Ein vollstindiges Kompositionsideal ist ein Kompositionsideal, das
mit jeder Potenzreihe a,x + a,x*>+ ... auch a,x enthilt.

Beispiele. 1. Alle oben erwiihnten Ideale (¥1), {¥(} und W sind vollstindige
Kompositionsideale.

2. Sei Y c N ein Ideal. A(x)={axo-g |g € R, a; €} und [V] sei das von V(x)
in R erzeugte Ideal. Es gilt: [ R.. Sei fe[a] und r e R,, dann ist

fzi(a.xog,-).h,, also for=Z[axo(gior)].(hiog)€la]

und ebenso cf € [V(] fiir alle ¢ e M.
Ist auBerdem f eine Potenzreihe erster Ordnung, die in [?(] liegt, also

f=z(a,-xog,-).c,», eM, gg=gix+gix*+..., also f=za,g{c,-x+...,
i=1 i1

dann liegt aber auch

Sagicx = (axox).(gic;) in [V].
i—1 i=1

3. Weiters gilt: In desr oben erwihnten Idealalgebra von £ bildet die Menge
aller vollstandigen Kompositionsideale eine Teilalgebra.

Beweis. Der Durchschnitt von zwei vollstindigen Kompositionsidealen A, B
ist offensichtlich wieder vollstindig, jedes Produkt A . B von zwei Kompositions-
idealen ist vollstiandig, da es keine Potenzreihen erster Ordnung enthiilt.

Sei nun

f=ia,-x’eA +B,
i=1
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dan ist

ia,-x"=ia:ix"+ia'{x‘,
i=1 i=1 i=1

daher ist
ax=(aj+a))x=ax+axeA+B.
Ist
f=2apc" €AoB,
dann ist
fzé;(c,-od,-).h.-
mit
ci=ic,‘-”x"eA, d,-=2d,‘-"’x’eB
i=1 i= .
und
h =§;hf"’x" €R
=
und

ax =(Xeld? B Jx =Y (cPxod{x). h" € A o B.
i=1 4 i=1

Satz 8. Zu jedem volistindigen Kompositionsideal A gibt es genau ein Ideal
N<=R mit
A=A <= {A}.
Beweis: Wir setzen %= {f'(0)|fe A}. U heiBe das Ableitungsideal von A.
Ersichtlich ist A < {}. Sei nun fe[¥], also f= (axog.).h. Wegen der Voll-
i=1

stiandigkeit von A ist ax € A fiir alle a; € . Dann ist auch axog: € A und damit
feA.
Sei nun B <R ein weiteres Ideal mit

[BlcA <{B}.

Ist b €B, dann ist bx €[B]c A = {A}, also b €A und analog gilt A =B.
Damit konnen wir zeigen:
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Satz 9. Ordnet man jedem volistidndigen Kompositionsideal A sein Ableitungs-
ideal “l zu, so erhilt man eine homomorphe Abbildung der Algebra der vollstdndi-
gen Kompositionsideale auf die Idealalgebra von R.

Beweis: Es sei 0(A)=", A Ableitungsideal von A.

1. 0(A) ist nach Satz 8 eideutig bestimmt.

2. Jedes Ideal A =M tritt als Bild bei o auf, denn wegen [Y] <[] = {2} ist
wegen der Eidendutigkeit a([V1]) ="l.

3. Seien A, B vollstindige Kompositionsideale und 0(A) =", o(B)="3.

Ist f € [VNDY], dann ist f= D, (cx og;).h mit c; € ANDB, das heibt, cx € ANB und

i=1

damit auch fe AnB.

Ist fe AnB, dann ist fe (A}N{B} = {(AnB}, also ist 6(ANB) = ANB
= o(A)no(B).

4. Ist fe[VA+Y], dann ist f= D (cXo0g;).h mit ¢; €W +B. und damit cx € A +
i=1

B, also auch fe A +B.
Ist feA+B, dann ist f=f,+f, mit fie A, f,eB, also ist f'(0)=fi(0) +
+f3(0) e A +B, daher ist fe {(A+B}. 6(A+B) = A+B = o(A)+a(B).

5. Ist fe[V.*8], dann ist f=2(c,-xog,-)h,~ mit ¢; e N.B, also ¢; = Za,—b,- mit
i=1 i—1
a; €, b; V.

Dann ist cx = Sab)x = axobx)e AoB und damit fe A.B.
“ (i l/ ! I'x Ix
1= 1=

Ist fe AoB, das heif3t, f=2(a,ob,-).h,- mit a,€ A, b, € B, h; e R, dann ist
i=1

£1(0)= i‘(a:(O).b;(O))h, (0) V.Y, also ist fe (V. V).

Insbesondere gilt: Der Verband der vollstandigen Kompositionsideale ist ein
homomorphes Bild des Idealverbandes von M.
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