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ÜBER DIE DICHTIGKEIT DER WERTE MULTIPUKATTVER 
FUNKTIONEN 

STEFAN PORUBSKY 

Sei <pa(n) = narj(l — p~a) und oa{n) = ̂ ld". In [4] benützte J. Minäc eine 
p\n d\n 

schöne Idee, das wohlbekannte Resultat nachzuweisen, dass die Mengen \— [, 

|—-—-[, wo in beiden Fällen n die Menge der quadratfreien Zahlen durchläuft, 

dicht im Interval (0,1) liegen. Es ist das Zies dieser Arbeit zu zeigen, dass durch 
eine Modifizierung der Idee von Minäc allgemeinere Resultate bewiesen werden 
können, als das in [4]. Der Beweis von Minäc stützt sich auf ein Resultat von 
Banerjee und Lahiri [2], das wir durch eine Verallgemeinerung von Salät oder 
durch den Kakeyaschen, bzw. durch den Riemannschen Umordnungssatz ersetzen. 

Hilfssatz 1. [5, Theorem 1.2]. Sei an reel, a„—>0 und ~Zan eine divergente Reihe 
mit 

s=~~\an, S=~~\ an. 
an<0 an>0 

Dann existiert zu jedem x aus dem Interval (s, S) eine Teilreihe Xank von ~Zan 

derart, dass Xank=x. 
Es ist klar, dass wegen der Divergenz der Reihe Za„ mindestens eine von den 

Relationen s = — <», 5 = oo gilt. 

Hilfssatz 2 [3]. Sei j>>„ = 5 , 0 < 5 < o o , ün ^ ^an+k (n = 1, 2, . . . ,) , a^a2^ 
n = \ k = \ 

... > 0 . Dann existiert zu jedem x aus dem Interval (0, S] eine Teilreihe ~Zank von 
Han derart, dass ~Zank =x. 

Ist P eine Menge von Paarweise teilerfremden Zahlen, dann bezeichnen wir mit 
QP die Menge aller natürlichen Zahlen, die als produkt verschiedener Zahlen von 
P darstellbar sind, z.B., falls P die Menge sämtlicher Primzahlen ist, QP besteht aus 
quadratfreien Zahlen. 
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Satz 1. Sei P = {tt} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n) 
eine positive multiplikative Funktion, für die gerade eine von der Reihen 

2(/(fc)-D> iif(tk)-\f 
k = i * = » 

divergiert. Dann ist die Menge f(QP) = {/(«); n e QP} dicht im Interval (A,B), 
wobei die Zahlen A, B durch 

A = i n f { / ( Q p ) } , B=sup{f(QP)} 

gegeben sind. 

Beweis . Zuerst untersuchen wir das unendliche Produkt 

(1) n/(o=n[i+(f(A)-i)]. 
k-l k = [ 

Aus unseren Voraussetzungen [1, S. 109—110] folgt die Divergen dieses unendli
chen Produktes. Weiter folgt aus fer Konvegenz einer der beiden Reihen, das 

l im/(^) = l . Definiert man nun die Folge ak durch 

(2) ak=\ogf(tk), 

dann ist lim ak = 0, und die Reihe 2aA divergiert. 
Ac^oo 

Jetzt wenden wir den Hilfssatz 1 auf die Reihe 2ak an. Offensichtlich, s = log A 
und S = \ogB. Dann existiert zu jedem te(A, B) eine Teilreihe 2 log/ ( t^) von 
Z log f(tk) so, dass 

\ogt = H\ogf(tkn) = \ogl\f(tkn) 

und die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar. 
Es folgt aus dem Beweis, dass für (A, B) nur diese drei Möglichkeiten (0, B), 

(0 oo), (A, o°) in Betracht kommen. 
Der Beweis des Satzes 1 lässt sich fast wörtlich auf den nachfolgenden Fall 

übertragen. 

Satz 2. Sei P = {tt} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n) 
eine positive multiplikative Funktion, für die 

(i) lim f(tk) = 1 und für jedes k f(tk) > 1 [bzw. für jedes k f(tk) < 1 ], 
A:—»oo 

(ii) die Reihe 2 (f(tk) ~ 1) divergiert. 
k = \ 

Dann ist die Menge f(QP) dicht im Interval (1, *>) [bzw. im (0, 1)]. 
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Korollar. Sei P = {/??•} eine Menge von positiven Potenzen verschiedener Prim
zahlen, für die die Reihe Zpf1 divergiert und a e (0, 1]. Dann sind die Mengen 

l na J l a a ( « ) J \oa(n) J 

dic/ir im Interval (0, 1). 
Man kann sich leicht überzeugen, warum Satz 2 nicht eine Folgerung des 

Satzes 1 ist. Diese Tatsache folgt auch aus dem Korollar für a e f 0, - 1 . 

Die folgenden Sätze 3 und 4 zu beweisen, können wir wieder das unendliche 
Produkt (1) und die entsprechende Reihe (2) bilden und statt des Hilfssatzes 1 den 
Riemannschen Umordnungssatz oder den Hilfssatz 2 benützen. 

Satz 3. Sei P = {ti} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n) 
eine positive multiplikative Funktion, für die die Reihe 2(/(4) —1) nicht — 
— absolut konvergen ist. Dann ist die Menge f(QP) dicht im Interval (0, <»)• 

Korollar. Die Werte 

* - ( n ) - n ( l - ^ ) oder eK{n)^UU+X^1) 
p | n V P ' P l " X P ' 

sind dicht im Interval (0, oo) für jeden reellen von dem Hauptcharakter verschie
denen Charakter % (mod k), wobei n die quadratfreien Zahlen durchläuft. 

Satz 4. Sei P = {tt} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n) 
eine positive multiplikative Funktion, für die 

(o f(tl)^f(t2)^f(t3)=...>h 

(ü) S (/('*)-D<°°. 
fc = l 

(iii) /(O^fl/('«+*)' » = 1.2, .... 
k = l 

Dann ist die Menge f(QP) dicht im Interval ( 1 , I~I/('*))• 
^ k=i 

LITERATUR 

[1] BROMWICH, T. J. ľA.: An Introduction to the Theory of Infinite Series. 2nd ed., London 1926. 
[2] BANERJEE, C R.—LAHIRI, B. K.: On subseгies of divergent series. Arner. Math. Monthly, 71, 

1964, 767—768. 
[3] KAKEYA, S.: On the paгtial surns of an infinite series. Science Reports of the Tôhoku Imperial 

University (1), 3, 1914, 159—163. 

71 



[4] MINÁČ, J.: O hustote hodnôt istých aritmetických funkcií. In: Matematické obzoгy 12, 1978, 

41—45. 

[5] ŠALÁT, T.: On subseries of divergent series. Mat. Čas., 18, 1968, 312—338. 

Eingegangen am 6. 6. 1977 Matematický ustavSЛV 

ul. Obгancov mieгu 49 

886 25 Bratislava 

О ПЛОТНОСТИ ЗНАЧЕНИИ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 

Штефан П о р у б с к и 

Р е з ю м е 

В работе даются четыре достаточных условия для того, чтобы значения положительной 

мультипликативной функции /' было плотны в ее области значений. Доказательства основаны на 

факте, что существует множество {/,-} взаимно простых натуральных чисел таких, что 

ЖГ° 
но так медленно, что 

2—= ^яo 
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